Digitized  by  the  Internet  Archive 

in  2010  with  funding  from 

University  of  Ottawa 


http://www.archive.org/details/bulletinsocit01soci 


& 


T 


'^Pplhsd  Sci. 


BULLETIN 


f  r 


SOCIETE  MATHEMAÏIQUE 

DE  FRANCE 


COMITÉ  DE  RÉDACTION 


DRISSE  (Ch.} 
JORDAN    [Camille) 
I.AGUERRE 
LKVY   (Maurice) 
MANMIEIM 
SARRAU 


l'AIIIS     -      IMI'.    SIMON    HAÇON    ET   COMT.,    HUE    u'eiIKIUTH,    1. 


BULLETIN 


r  r 


SOCIETE  MATHEMATIQUE 


DE  FRANCE 


PAR   LES    SECRÉTAIRES 


TOME  PREMIER  —  ANNÉE  1872-.73 


PARIS 

AU    SIÈGE    DE    LA   SOCIÉTÉ 

r.UE    DES    GRANDS-AUGUSTINS,    : 

1875    ■ 


aA 


% 


^i« 


t., -3        -i^)^ 


ETAT  DE  LA  SOCIETE 

AU    ôl    JANVIER    1873 


(Les  initiales  S.  P.  désignent  les  sociétaires  perpétuels) 

ACIiAIlD  (Marc),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

ANDRÉ  (Désiré),  agréi;é  de  l'Université,  à  Paris. 

ANTOINE  (Ch.),  ingénieur  de  la  Marine,  à  Brest. 

AOUST  (L'abbé),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Marseille. 

ARON  (Henri),  banquier,  à  Paris. 

BACH,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  Nancy. 

BAllLAUD,  aide-astionome  à  l'Observatoire,  à  Paris. 

BARBIN  (H.),  ancien  élève  de  l'École  Polyteclniique,  à  Lillers  (Pas-de-Calais). 

BEAUliOn  (Élie  de),  secrétaire  perpétuel  de  TAcadémie  des  Sciences,  à  Paris 

BERTRAND  (Marcel),  répétiteur  auxiliaire  à  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

BÉZIER  (E),  professeur  au  lycée  de  Vendôme. 

BIENAÏJIÉ  (Alexis),  capitaine  du  Génie,  à  Versailles. 

BlENAÏllÉ  (Arthur),  ingénieur  de  la  Marine,  à  Brest. 

BIENAÏMÉ  (J.),  membre  de  l'Institut,  à  Paris. 

BLEYME  (Martial),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Paris 

BONNET  (Ossian),  membre  de  l'Institut,  à  Paris. 

BOUCHÉ  (A.),  ancien  élève  de  l'École  Normale,  directeur  de  l'École  préparatoire  d'Angers. 

BOUFFET  (M.),  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Carcassonne. 

BODRGET,  agrégé  de  l'Université,  à  Paris. 

BRISSE  (Ch.),  agrégé  de  l'Université,  à  Paris. 

BR[].\ET,  ingénieur  des  Manufactures  de  l'État,  à  Paris. 

CAI1E\,  sous-lieutenant  du  Génie,  à  l'École  de  Fontainebleau. 

CAPITANEANO  (Constantin),  capitaine  d'État-major,  à  Bucharest. 

CATINEAl)  (H.),  chef  d'escadrons  d'Artillerie  en  retraite,  à  Châtellerault. 

CIIARLON,  directeur  de  la  Confiance,  à  Paris. 

CHASIES,  membre  de  l'Institut,  à  Paris,   S.  P. 

CHEVALIER,  aide-astronome  à  l'Observatoire,  à  Paris. 

CLAYEUX,  sous-intendant  de  1"  classe,  à  Versailles. 

COLLIGNON  ^Éd.),  ingénieur  des  Punts  et  Chaussées,  à  Paris. 

COSIBETTE,  professeur  au  lycée  de  Versailles. 

CONINCK  (Gustave  de),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Dinan. 

CORNU  (A.'i,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

COURCELLES  (C),  professeur  de  Maihémntiques  spéciales  au  lycée  de  Douai. 

CROULIEBOIS  (Marcel),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Marseille. 

CUVINOT,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Mantes. 

DARBODX,  professeur  suppléant  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Paris. 

DESBO^ES,  professeur  au  lycée  Condorcet,  à  Paris. 

DESQ  (L.),  lieutenant  au  24^  d'Artillerie,  à  Marseille. 

DEÏÏDLF  (Ed.),  commandant  du  Génie,  à  Hyères. 
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DORIOY,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

DOSTOR  (G.},  docteur  ôs  sciences,  à  Paris.  • 

DD  BOIT    Paul), "ingénieur  du  Génie  maritime,  au  Havre. 

DORIIAMlÈ  (H.),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Rennes. 

FLTF,  SAI\TE-MARiE  (('-.]-  capitaine  d'Artillerie,  à  Avignon. 

FOMÈS  iJ.),  ingénieur  des  l'onls  et  Chaussées,  à  Saint-Amand-du-Clier. 

FOl'RET   G.),  ancien  élève  de  TÉcole  Polytechnique,  à  Paris. 

FOIIRXIER  (V.),  ingénieur  civil,  à  Paris. 

GARIEL  (M. -G.),  professeur  à  l'École  de  Médecine,  à  Paris. 

GADTHIER-VILLARS,  imprimeur-libraire,  à  Paris.  S.  P. 

GACHER  (P.).  docteur  es  sciences,  professeur  au  lycée  de  Versailles. 

GESTÏ,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Sidi-bel-Abbcs  (Oran). 

GERONO,  professeur  de  Mathématiques,  à  Paris. 

GIROD  (A.),  ingénieur  des  Manufactures  de  l'État,  à  Paris. 

GOKART,  directeur  de  l'institution  Monge,  à  Paris. 

GOFFARD  (M.),  professeur  au  lycée  de  Rouen, 

GOLRNERIE  (de  la),  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Paris. 

GRAIMHIHGE  !.!.),  docteur  es  sciences,  à  Liège. 

GROS,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Paris, 

lIAll'ilEJi  (G.),  capitaine  d'Artillerie,  à  Paris.  S.  P. 

II.ITO'DELA  GOUPILLIÈRE,  ingénieur  des  Mines,  à  Paris.  S.  P. 

HATT  (Ph.\  ingénieur  hydrographe,  à  Paris. 

HE\RÏ  (P.;.  sous-lieutenant  d'Artillerie,  à  l'École  de  Fontainebleau. 

BÉRAUD  (G.),  ingénieur  hydrographe,  à  Paris. 

UEIIHARÏ,  capitaine  au  23*  d'Artillerie,  à  Vincennes. 

Bfll]|IIGAM(J.;,  chef  de  bataillon  du  Génie  en  retraite,  à  Paris. 

HUGO  (Comte  L.),  traducteur  au  Ministère  des  Travaux  publics,  à  Paris. 

HUÏOT  (E.),  ingénieur  des  Mines,  à  Paris. 

JACOMET  (Ch.),  inspecteur  des  Lignes  télégraphiques,  à  Albi. 

.lACQllER  J.),  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Brive. 

JAVARï,  chef  des  travau-K  graphiques  à  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

JAÏ  (Aimé),  ancien  élève  de  l'I-kole  Polytechnique,  à  Paris. 

JORDAN  (C.),  ingénieur  des  Mines,  à  Paris. 

JODl'FRET,  capitaine  d'Artillerie,  professeur  à  l'École  d'application  de  Fontainebleau. 

kŒlILER,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

KRETZ,  ingénieur  des  Manufactures  de  l'État,  à  Paris. 

LAFION  IIE  LADÉBAT  (Vice-amiral),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Paris.  S.  P. 

LAGI'EIIKE,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

LAIREM  (il.),  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

LEMONMER,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Corneille,  à  Paris. 

LEIIOI.NE  (E.),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

LESPIAULT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux. 

LE  VERRIER,  répétiteur  auxiliaire  à  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

IE*V  (Albert),  secrétaire  agent  comjjtable  de  l'Observatoire,  à  Paris. 

LEVY  (Maurice),  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Paris. 

LOCAS  !?.),  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Paris. 

MALEU  (L.),  professeur  au  Collège  Stanislas,  à  Paris. 

MANMII.IJI  (A.),  professeur  à  l'École  Polyteclmi((nn,  a  Paris. 

MAIIEI.,  colonel  ci'État-major  en  retraite,  à  Alger. 

MARGERIE,  sous-directeur  de  l'institution  Monge,  à  Paris, 

MARIE  (Maximilien),  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

lARSILLY  'Général  de),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Auxcrre. 

■ICWN  (A.),  capitaine  au  (»«  d'Artillerie,  à  Grenoble. 

lOIMIGKÏ  (Ci.  de),  lieutenant  du  Génie,  à  Sannois  (Scine-el-Oise), 

■ORF,L  (\.1,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnii|ue,  à  Paris. 

■OL'TARU  (Th.),  ingénieur  des  Mines,  à  Paris. 

NirOLAIIlES,  professeur  à  rihiiversité  d'Athènes. 

KWW^,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Dcscnrtcs,  à  Paris. 
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PAIIJIENTIER  (Th.),  colonel  du  Génie,  directeur  des  fortifications  du  Havre. 

PARItiN  (A.],  ingénieur  des  Mines,  à  Paris. 

l'ERCIIV  (.\.',  capitaine  d'.4rtillerie,  à  la  Manui'jcturo  d'armes  de  Châlellerault. 

PICQOET  'IL),  capitaine  du  Génie,  à  Paris. 

l'ISTOÏE  (L.  de),  capitaine  d'Artillerie,  à  la  Manufacture  d'armes  de  Chàtelierault. 

l'LOCQ  (A.),  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Dunkerque. 

PLOIl  (Edmond),  ingénieur  hydrographe  de  la  Marine,  à  Paris. 

PûlREL  (V.),    inspecteur  général  honoraire  des  Ponts  et   Chaussées,  à  Rosières-aux-Salines 

(Meurthe-et-Moselle) . 
POLIGWC  (Camille  de),  à  Paiis.  S.  P. 

POUIUOT  (J.),  agrégé  de  l'Université,  professeur  à  l'École  normale  de  Cluny. 
PROTCHE  (F. -A.),  commandant  en  second  et  directeur  des  études  de  l'École  d'application  de 

Fontainebleau. 
POTZ  vH.],  chef  d'escadrons  d'Artillerie,  à  Paris. 
RAD.\U  (I\.),  à  Paris. 

RENAN,  aide-astronome  à  l'Observatoire,  à  Paris. 
RESAL,  professeur  à  l'Ecole  Polytechnique,  à  Paris. 
RIBADCflUR,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Rochefort-sur-Mer. 
RITTER  (F.),  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Niort. 
RODET,  ingénieur  à  la  Manufacture  des  Tabacs,  à  Paris. 
ROLLA>D,  membre  de  l'Institut,  à  Paris. 
ROLLIER,  inspecteur  général  de  l'Université,  à  Paris. 
RUUART,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Paris.  • 

ROUCHÉ  (E.),  professeur  à  l'Ecole  Centrale,  à  Paris. 
ROUSSELIN  (A.),  professeur  au  lycée  dé  Douai. 
SAIME-CLAIRE  DE\ILIE  (Henri),  membre  de  l'Institut,  à  Paris. 
SAIM-GERMAIN  (A.  de),  docteur  es  sciences,  à  Paris. 
SARRAD,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 
SARTIAUX,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Senlis. 
SCBONDORFFER,  élève-ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Paris. 
SCRlVANOfP  (Grégoire),  étudiant  à  l'Université  de  Saint-Pétersbourg. 
SERRET  (J.-A.),  membre  de  l'Institut,  à  Paris. 
SERRET  (Paul),  docteur  es  sciences,  à  Paris, 
SIMON  (Ch.),  professeur  au  lycée  Descartes,  à  Paris. 
SOMMIEZ  (C,  censeur  au  lycée  deNevers, 
SIEPHAN,  directeur  de  l'Observatoire,  à  Marseille. 
TANNERÏ,  directeur  des  travaux  du  magasin  des  Tabacs,  à  Bergerac. 
TARATTK  (E.),  ancien  élève  de  l'École  Normale,  agrégé  de  l'Université,  àÉvreux. 
TARBOI'RIECU,  agrégé  de  l'Université,  à  Paris. 
TERRIER,  professeur  à  l'Académie  de  Neuchâtel  (Suisse). 
THÉRÏ,  professeur  au  lycée  de  Douai. 
TISSERAND,  astronome  adjoint  à  l'Observatoire,  à  Paris. 
TOURNEUR  (Paul),  ingénieur  civil  des  Mines,  à  Marnaval  (Haute-Marne). 
TRESCA  (É.),  ingénieur  ordinaire  des  Fonts  et  Chaussées,  à  Pontivy. 
TURQUAN,  docteur  es  sciences,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Lorient. 
VACQUANT,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Saint-Louis,  à  Paris. 
V.AZE1LLE,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 
VOLLOT  (Jules),  professeur  au  lycée  d'Alger. 
WELSCU,  sous-lieutenant  d'Artillerie,  à  l'École  de  Fontainebleau. 
WEVR  (D'  Emile),  professeur  à  l'École  Polytechnique  de  Prague. 
WlCkERSHEIM,  élève-ingénieur  des  Mines,  à  Paris. 


STATUTS  DE  LA  SOCIETE 


Article  premier.  La  Société  mathématique  de  France  a  pour  objet  l'avan- 
cement et  la  propagation  des  études  de  malhématiques  pures  et  appliquées. 
Elle  y  concourt  par  ses  travaux  et  par  la  publication  des  mémoires  de  ses 
membres.  Son  siège  est  à  Paris. 

Art.  2.  Aucune  oomniunication  ou  discussion  ne  peut  avoir  lieu  sur  des 
objets  étrangers  aux  mathématiques. 

Art.  5.  La  Société  se  compose  de  membres  résidents  et  de  membres  non 
résidents. 

Les  Français  et  les  Étrangers  peuvent  également  en  faire  partie. 

Art.  4.  Les  conditions  à  remplir  pour  devenir  membre  de  la  Société  sont 
les  suivantes  :  1*^  être  présenté  par  deux  membres  qui  auront  adressé  une 
demande  signée  ;  2''  obtenir  à  l'une  des  séances  suivantes  les  suffrages  de 
la  majorité  des  membres  présents. 

Art.  T).  Le  nombre  des  membres  résidents  et  non  résidents  est  illimité. 

Art.  6.  L'administration  de  la  Société  est  confiée  à  un  conseil  composé  : 

1"  Des  membres  du  bureau  ; 

2*  De  douze  autres  membres  résidents  de  la  Société  désignés  par  l'élec- 
tion ; 

3°  De  quatre  membres  non  résidents  désignés  par  l'élection;  ils  auront 
voix  délibérative  dans  le  conseil  lors  de  leur  présence  à  Paris. 

Art.  7.  Le  conseil  est  présidé  par  le  président  de  la  Société. 

Art.  8.  Le  bureau  est  composé  de  : 

i  président; 
4  vice-présidents  ; 
2  secrétaires; 
,     2  vice-secrétaires; 
\  trésorier  ; 
1  archiviste. 

Art.  0.  Le  président  est  élu  pour  un  an. 
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Les  vice-présidents  sont  nommés  pour  deux  ans. 

Deux  d'entre  eux  sont  remplacés  chaque  année. 

Les  secrétaires  et  les  vice-secrétaires  sont  élus  pour  deux  ans. 

Le  trésorier  et  l'archiviste  pour  trois  ans. 

Art.  10.  Le  président  n'est  pas  rééligible  immédiatement  dans  les  mêmes 
fonctions. 

Art.  H.  Parmi  les  douze  membres  du  conseil  qui  résident  à  Paris  et 
qui  ne  font  pas  partie  du  bureau,  quatre  sont  remplacés  chaque  année  à  tour 
de  rôle. 

Art  12.  Tous  les  membres  de  la  Société  sont  appelés  à  participer  à  l'élec- 
tion du  président,  soit  directement,  soit  par  correspondance. 

Art.  15.  Les  autres  membres  du  bureau  et  les  membres  du  conseil  sont 
élus  à  la  majorité  absolue  des  membres  présents. 

Art.  14.  Les  ressources  de  la  Société  se  composent  :  1°  de  la  cotisation 
annuelle  des  membres  résidents  et  non  résidents,  et  dont  le  montant  est 
fixé  par  le  règlement  administratif  de  la  Société;  2°  du  revenu  du  capital 
formé  par  les  droits  d'admission,  les  souscriptions  perpétuelles,  le  produit 
de  la  vente  des  ouvrages  édités  par  la  Société  et  les  dons  qu'elle  pourra  re- 
cevoir. 

Art.  15,  La  Société  règle  annuellement  le  budget  de  ses  dépenses. 

Dans  la  première  séance  de  chaque  année,  le  compte  détaillé  de  recettes 
et  dépenses  de  l'année  révolue  sera  soumis  à  l'approbation  de  la  Société;  ce 
compte  rendu  sera  publié  dans  le  Bulletin. 


REGLEMENT  ADMINISTRATIF 


CHAPITRE  PREMIER 

conditions    d'admission 

1.  Les  conditions  à  remplir  pour  devenir  membre  de  la  Société  sont  : 
1°  D'être  présenté  par  deux  membres  qui  auront  adressé  une  demande 

signée  ; 
2"  D'obtenir,  à  l'une  des  séances  suivantes,  les  suffrages  de  la  majorité 

des  membres  présents  (art.  4  des  statuts). 
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2.  Le  diplôiTie  délivré  est  signé  par  le  président,  l'un  des  secrétaires  et 
le  trésorier,  et  porte  le  sceau  de  la  Société. 

Le  trésorior  remet  le  diplôme  après  l'acquitenient  du  droit  d'admission, 
monlanl  à  10  francs,  et  de  la  colisalion  annuelle. 

CHAPITIIE  II 

TRAVAUX    ET    PDBLICATIONS    DE     LA    SOCIÉTÉ 

Tenue  des  séances. 

5.  La  Société  lient  ses  séances  ordinaires  deux  fois  par  mois;  elle  prend 
trois  mois  de  vacances  :  août,  septembre  et  octobre. 

4.  La  première  séance  de  janvier  est  consacrée  spécialement  aux 
élections  pour  le  remplacement  des  membres  sortants  du  bureau  et  du  con- 
seil. 

5.  Le  tableau  des  jours  de  réunion  est  imprimé  sur  une  carte  adressée 
aux  membres  résidant  à  Paris. 

Elle  sera  également  envoyée  aux  membres  non  résidents  sur  leur  demande 
personnelle. 

Les  membres  sont  convoqués  à  domicile  pour  les  séances  extraordi- 
naires. 

6.  Pour  assister  à  la  séance,  les  personnes  étrangères  à  la  Société  doivent 
être  introduites,  chaque  fois,  par  un  de  ses  membres. 

7.  La  présence  du  président  ou  d'un  vice  président,  assisté  d'un  des 
secrétaires  ou  vice-secrétaires,  suffit  pour  constituer  le  bureau  à  chaque 
séance. 

8.  En  cas  d'absence  du  président  ou  des  vice-présidents,  le  trésorier,  ou 
à  son  défaut  l'archiviste,  occupe  le  fauteuil. 

En  cas  d'absence  de  tous  les  membres  du  bureau,  les  fonctions  de  pré- 
sident sont  i'emjilies  par  le  plus  âgé  des  membres  du  conseil  présents  à  la 
séance. 

En  cas  d'absence  des  secrétaires  et  vice-secrétaires,  le  président  du  jour 
désigne  un  des  membres  du  conseil  pour  en  remplir  les  fonctions. 

9.  Les  procés-verbaux  des  séances  sont  rédigés  dans  l'intervalle  d'une 
séance  à  l'autre. 

Chaque  séance  commence  par  la  lecture  du  procès-verbal  de  la  séance 
[tréeédente  et  de  l'ordre  du  jour. 

10.  Les  comniuiiicalions  faites  par  les  membres  de  la  Société  ont  lieu 
dans  l'ordre  de  leur  in.scription  ;  les  communications  des  personnes  étran- 
gères à  la  Société  ont  lieu  après  celles  des  membres,  sauf  les  cas  d'urgence 
qui  seront  appréciés  par  le  bureau. 

Les  membres  qui  auront  fait  des  communications  verbales  ou  pris  part 
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aux  discussions  devront  remettre  des  notes  au  secrétaire  pour  la  rédaction 
du  procès-verbal. 

H .  Dans  les  séances  ordinaires,  on  ne  peut  traiter  aucune  question  rela- 
tive à  l'administration,  à  moins  d'une  demande  du  conseil. 

12.  Toutes  les  observations  relatives  à  l'administration  sont  adressées  par 
écrit  au  président,  qui  en  référé  au  conseil,  à  sa  plus  prochaine  réunion. 

Bulletin. 

15.  La  Société,  préoccupée  des  avantages  qu'elle  peut  offrir  à  tous  ses 
membres,  a  décidé  que  le  recueil  intitulé  Bulletin  delà  Société' mathéma- 
tique, qui  rend  compte  des  mémoires  présentés  à  la  Société,  sera  distribué 
gratuitement  à  tous  les  membres  résidents  ou  non  résidents. 

14.  Les  conventions  stipulées  enire  le  conseil  de  la  Société  et  les  éditeurs 
chargés  de  la  publication  du  Bulletin  devront  être  soumises  à  l'approbation 
de  la  Société. 

Réimpression  des  ouvrages  anciens  et  publication  des  mémoires 
originaux. 

15.  La  Société,  voulant  concourir  aux  progrés  des  mathématiques  par 
tous  les  moyens  compatibles  avec  son  mode  d'organisation,  avisera  aux 
moyens  de  publier  successivement,  et  d'une  manière  aussi  complète  qu'il 
sera  possible  ou  utile  de  le  faire,  les  œuvres  des  anciens  mathématiciens 
français  ou  étrangers. 

La  Société  se  réserve  la  faculté  de  publier  les  mémoires  originaux  trop 
étendus  pour  paraître  dans  le  Bulletin. 

16.  Les  publications  émanant  de  la  Société,  antres  que  le  Bulletin,  sont 
délivrées  à  prix  réduit  à  tous  les  membres  de  la  Société  résidents  ou  non 
résidents. 

CHAPITRE  111 

ADMINISTRATION    DE     LA    SOCIÉTÉ 

17.  Chaque  élection  a  lieu  au  scrutin  secret,  sur  un  seul  bulletin,  et  s'il 
est  nécessaire,  au  moyen  de  deux  tours,  dont  le  second  est  de  ballottage. 
Dans  le  cas  d'égalité  de  voix,  le  plus  âgé  l'emporte. 

18.  L'élection  du  président  seule  donne  lieu  an  vote  de  tous  les  membres 
résidents  ou  non  résidents.  Tout  membre  qui  ne  peut  assister  à  la  réunion 
électorale  est  invité  à  envoyer  au  secrétaire,  avant  la  première  séance  de 
janvier,  son  suffrage  individuel  dans  un  bulletin  cacheté  et  enfermé  dans 
une  lettre  signée  de  lui. 

Ce  bulletin  ne  peut  être  ouvert  qu'au  moment  du  dépouillement  du 
scrutin. 
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10.  Lps  secrélflires  ou,  à  leur  défaut,  les  vice-secrélaires  rédigent  les  pro- 
rés-verbaux  dos  séances  do  la  Société  et  dos  séances  du  conseil. 

20.  Vne  connnission  d'impression,  composée  des  secrétaires  et  de  quatre 
membres  nommés  par  le  conseil,  dirige  la  publication  du  Bulletin  et  l'im- 
pression des  mémoires  et  communications. 

21.  Sous  la  direction  du  président,  les  secrétaires  sont  chargés  de  la 
correspondance  pour  ce  qui  concerne  les  travaux  et  les  affaires  de  la 
Société  autres  que  les  affaires  de  finances  :  ils  convoquent  la  Société,  le 
conseil  et  les  commissions  quand  il  y  a  lieu,  et  préparent  les  ordres  du 
jour. 

22.  La  Société  forme  une  bibliothèque  et  échange  ses  publications  contre 
les  journaux  et  recueils  consacrés  aux  mathématiques  pures  et  appliquées, 
publiés  en  France  et  à  l'étranger. 

25.  L'archiviste  est  chargé  de  la  garde  des  archives  de  la  Société;  il  en 
di'esse  un  inventaire. 

11  a  sous  sa  direction  la  bibliothèque;  il  dresse  le  catalogue  des  livres  et 
brochures  imprimés,  et  tient  un  registre  des  manuscrits  envoyés. 

Enfin  il  a  sous  sa  garde  tous  les  documents  appartenant  à  la  Société. 

24.  Le  trésorier  est  chargé  du  recouvrement  des  sommes  dues  à  la  Société. 

25.  Il  tient  un  registre  des  recettes  et  dépenses,  que  tous  les  membres  ont 
le  droit  de  consulter. 

26.  Le  trésorier  ne  peut  faire  aucun  emploi  extraordinaire  des  fonds  de 
la  Société  sans  une  délibération  spéciale  du  conseil. 

Conseil  et  commissions. 

27.  Le  président  convoque  le  conseil  toutes  les  fois  que  les  affaires  de  la 
Société  le  réclament. 

28.  Il  suffit  d'une  demande  motivée  signée  par  cinq  membres  du  conseil 
et  adressée  au  président,  pour  qu'une  convocation  du  conseil  soit  obligatoire. 

29.  A  chaque  séance  du  conseil,  les  noms  des  membres  présents  sont 
consignés  au  procès-verbal. 

oO.  H  faut  au  moins  sept  membres  présents  pour  prendre  des  décisions 
en  conseil. 

31 .  Sur  la  proposition  de  cinq  membres,  le  vote  peut  avoir  lieu  au  scrutin 
secret . 

52.  Sur  la  demande  de  cinq  membres,  il  peut  être  fait  appel  à  la  Société 
des  décisions  qui  n'auraient  pas  été  prises  aux  deux  tiers  des  voix  au  sein 
du  (conseil. 

r».").  Les  procès-verbaux  des  séances  du  conseil  doivent  être  transcrits  sur 
un  registre  coté  et  parafé  par  le  secrétaire;  ils  doivent  être  signés  par  le 
présMlenl  et  le  secrétaire  qui  a  tenu  la  plume  ;  les  renvois  doivent  être  pa- 
rafés et  les  mots  rayés  approuvés. 
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54.  Le  conseil  se  réunit  dans  la  dernière  quinzaine  de  décembre  pour 
examiner  l'état  des  affaires  de  la  Société,  nommer  la  commission  de  comp- 
tabilité chargée  de  vérifier  la  gestion  du  trésorier,  et  la  commission  des 
archives  chargée  de  vérifier  celle  de  l'archiviste. 

55.  Ces  deux  commissions  ne  peuvent  être  composées  de  moins  de  trois 
membres;  elles  font  leur  rapport  dans  la  première  séance  de  janvier. 

56.  Le  conseil  désigne  annuellement,  à  la  même  époque,  les  membres  qui, 
adjoints  aux  deux  secrétaires,  composent  la  commission  permanente  d'im- 
pression pour  la  publication  du  Bulletin  et  l'insertion  des  notes  et  mémoires 
des  membres  de  la  Société. 

Cette  commission  veille  à  ce  qu'il  ne  s'introduise  dans  les  publications 
rien  d'étranger  à  la  science. 

57.  Les  membres  élus  de  la  commission  d'impression  sont  nommés  pour 
trois  ans. 

Les  membres  de  la  commission  d'impression  peuvent  être  pris  indistinc- 
tement dans  la  Société  ou  dans  le  conseil. 


CHAPITRE  IV 

l'ROPRiÉTÉS,     REVENUS     ET    DÉPENSES     DE     LA    SOCIÉTÉ 

58.  Les  versements  des  membres  résidents  et  non  résidenls  se  composent: 
1"  Du  droit  d'admission,  montant  à  10  francs  ; 

i2"  De  la  cotisation  annuelle. 

59.  Pour  les  membres  résidents,  cette  cotisation  annuelle  s'élève  à 
20  francs,  payables  d'avance,  et,  pour  les  membres  non  résidents,  à 
i5  francs,  également  payables  d'avance. 

Sont  considérés  comme  résidents  les  membres  qui  ont  à  Paris  leurs  occu- 
pations habituelles,  ou  y  exercent  habituellement  leurs  fonctions. 

40.  Les  nouveaux  membres  devront  payer  la  totalité  de  la  cotisation  quelle 
que  soit  l'époque  de  leur  admission. 

41.  Les.  publications  ne  seront  adressées  qu'après  le  versement  de  la 
cotisation  annuelle.  m 

42.  Tout  membre  qui  n'aura  pas  acquitté  la  cotisation  d'une  année 
sera,  après  avertissement  préalable  du  trésorier,  considéré  comme  démis- 
sionnaire. 

45.  La  cotisation  annuelle  peut,  au  choix  de  chaque  membre,  être  rem- 
placée par  une  somme  de  500  francs  une  fois  payée. 
Ce  versement  confère  le  titre  de  sociétaire  perpétuel. 

44.  Les  dons  faits  à  la  Société  sont  inscrits  au  Bulletin  des  séances  avec 
le  nom  des  donateurs. 

45.  Les  dépenses  sont  divisées  en  ordinaires  et  extraordinaires. 
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Les  dépenses  ordinaires  se  composent  de  frais  de  bureau  et  d'imprimés, 
ports  de  lettres,  frais  d'entretien,  loyer  du  local,  appointements  des  em- 
ployés et  frais  d'impression  du  Bulletin.  Le  chiffre  des  dépenses  ordinaires 
ne  peut  excéder  les  -^  des  ressources  annuelles. 

Les  dépenses  extraordinaires  sont  votées  par  la  Société  sur  la  proposi- 
tion du  conseil. 

46.  La  Société  ne  s'engage  jamais  dans  aucune  dépense  excédant  son 

avoir. 

« 

CHAPITRE  V 

KÉVISION  DES  STATUTS  CONSTITUTIFS  OU  DU  RÈGLEMENT 
ADMINISTRATIF 

Al.  Toute  proposition  de  révision  des  statuts  constitutifs  ou  du  règlement 
administratif  ne  pourra  être  prise  en  considération  que  si  elle  est  signée 
collectivement  par  vingt  membres. 

48.  Le  président  fera,  dans  ce  cas,  procéder  à  un  scrutin  pour  la  nomi- 
nation d'une  commission  de  révision,  qui  sera  composée  de  quatre  membres 
du  conseil  et  de  trois  membres  pris  en  dehors. 

49.  La  discussion  du  projet  exigera  la  présence  de  la  moitié  plus  un  des 
membres  résidant  à  Paris. 

Tous  les  membres  sont  convoqués  par  lettres  spéciales, 
oi).  Si  le  nombre  ci-dessus  n'est  pas  atteint,  la  discussion  aura  lieu  dans 
la  séance  suivante,  quel  que  soit  le  nombre  des  membres  présents. 


BULLETIJN 


SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE  FRANCE 


EXTRAITS    DES    PROCES-VERBAUX 

SÉANCE  DU  MERCREDI  6  NOVEMBRE  187t> 

PRÉSIDÉE   PAR   M.    LAFFON   DE   LADÉBAT 

La  Société  procède,  par  la  voie  du  scrutin,  à  la  nomination  des  membres 
du  Bureau  et  du  Conseil.  Sont  élus  : 


Président M.  CHASLES 

Vice-Présidents 


M.  LAFFON  DE  LADEBAT. 

M.  RESAL. 

M.  DARBOUX. 

[  M.  BIOUTARD. 

^       .    .  l  M.  BRISSE. 

S^^^^'^'^^^ î  M.  LAGUERRE. 

„.      ,      .    .  i  M.  LÉVY  (Albert). 

Vice-Secretaires j  jj_  LAURENT. 

Trésorier M.  ANDRÉ  (Désiré). 

Archiviste M.  HOUBIGANT. 

;  M.  BEAU  MONT  (Élie  de) 

M.  BIENAYMÉ. 

M.  BONNET  (Ossian). 

M.  BOURGET. 

M.  COLLIGNON. 

M.  HALPHEN. 

M.  HATON  DE  LA  GOUPILLIÈRE. 

M.  JORD.\N. 

M.  LEVY  (Mauince). 

M.  MANNHEIM. 

M.  P.\INVIN. 

M.  SERRET  (J.-A.). 


Membres  du  Conseil 
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Membres  du  Conseil  non  résidents 


M.  AOUST  (L'abbé). 

M.  CLAÏEUX. 

M.  PAI'.MENTIER. 

M.  PROTGllE. 


SEANCE  DU  MERCREDI  20  ÎNOVEMBRE  1872 

PRÉSIDENCE    DE    M.    CHASLES 

Le  secrétaire  annonce  queMM.Chasles,  Halphen,  Haton  de  la  Goupillièrc, 
Laffon  de  Ladébat,  Camille  de  Polignac,  se  sont  fait  inscrire  comme  socié- 
taires perpétuels. 

M.  Drisse  donne  lecture,  de  la  part  de  M.  le  docteur  Emile  Weyr,  membre 
de  la  Société  et  professeur  à  l'École  polytechnique  de  Prague,  de  Quelques 
théorèmes  nouveaux  sur  la  lemniscate. 

La  discussion  est  ouverte  sur  le  projet  de  Statuts  et  de  Règlement  adminis- 
tratif  in^ésenlé  par  le  Conseil;  les  modifications  suivantes  y  sont  apportées  : 

1"  La  Société  prend  le  nom  de  Société  mathématique  de  France; 

2<*  La  cotisation  des  membres  non  résidents  est  fixée  à  quinze  francs; 

o**  Cotte  cotisation  étant  payable  par  année,  le  commencement  de 
Tannée  est  fixé,  au  point  de  vue  financier,  au  1'^''  novembre. 

L'ensemble  des  Statuts  et  du  Règlement  administratif  e&t  adopté. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  4  DÉCEMBRE  1872 

PBÉS'.DENCE   DE   M.   CHASLES 

Le  secrétaire  annonce  que  l'Académie  des  sciences  a  décerné,  dans  sa  der- 
nière séance  annuelle,  le  prix  Poncelet  et  le  prix  Dalmont  à  deux  des  mem- 
bres de  la  Société  :  MM.  Camille  Jordan  et  Maurice  Levy. 

Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 

MM.  Aron  (Henri),  banquier,  à  Paris;  Bertrand  (Marcel),  répétiteur  auxi- 
liaire à  l'Ecole  polytechnique;  Capitaneano  (Constantin),  capitaine  d'état- 
major,  à  Rucharcsl;  Combette,  professeur  au  lycée  de  Versailles;  Cornu, 
piof(!sseur  à  l'Ecole  polytechnique;  Croullebois,  professeur  à  la  facuUé 
des  sciences  de  Marseille-,  Fournier,  ingénieur  civil,  à  Paris;  Gaulhier-Vil- 
lars,  imprimeur-libraire,  à  Paris;  Hermary,  capitaine  d'artillerie,  à  Vin- 
cenncs;  Le  Verrier,  répétiteur  auxiliaire  à  l'École  polytechnique;  Rollier, 
inspecteur  général  de  l'Université;  Simon  (Charles),  professeur  au  lycée 
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Descartes  ;  Tarbouriech,  agrégé  de  l'Université,  à  Paris  ;  Théry,  professeur 
au  lycée  de  Douai;  Wickersheim,  élève-ingénieur  des  mines. 

L'élection  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 

M.  Camille  Jordan  communique  à  la  Société  une  note  Sur  les  substitutions 
orthogonales  à  un  nombre  quelconque  de  variables. 

M.  Halphen  communique  à  la  Société  une  note  Sur  les  courbes  tracées 
sur  les  surfaces  du  second  ordre. 

M.  Laguerre  communique  à  la  Société  une  note  Sur  la  représentation  sur 
un  plan  de  la  surface  du  troisième  ordre  qui  est  le  réciproque  de  la  surface 
de  Steiner. 

M.  Moutard  communique  à  la  Société  une  note  Sur  les  propriétés  d'un 
hyperboloïde  osculateur  lié  aux  lignes  osculatrices  d'une  surface. 


SEANCE  DU  MERCREDI  18  DECEMBRE  1872 

PRÉSIDENCE   DE   M.    CHASLES 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 

M.  Camille  Jordan  donne  communication  d'une  lettre  de  |M.  Lie  annon- 
çant qu'on  s'occupe  en  Norvège  de  rééditer  ,les  œuvres  d'Abel,  et  deman- 
dant l'appui  des  savants  français. 

La  Société  décide  que  M.  Chasles  écrira,  au  nom  de  la  Société,  pour 
exprimer  tout  l'intérêt  qu'elle  prend  à  cette  publication. 

Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 

MM.  Brunet,  ingénieur' des  manufactures  de  l'État;  Vacquant,  professeur 
de  mathématiques  spéciales  au  lycée  Saint-Louis  ;  Vollot  (Jules),  professeur 
au  lycée  d'Alger. 

L'élection  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 

M.  Kœhler  communique  à  la  Société  une  note  Sur  la  construction  des 
courbes  du  b"""^  et  du  ô"»*^  ordre  à  points  multiples. 

M.  Lagiierre  communique  à  la  Société  une  note  Sur  l'application  de  la 
théorie  des  formes  binaires  à  la  géométrie  des  courbes  tracées  sur  une  sur- 
face du  second  ordre. 


SEANCE  DU  MERCREDI  8  JANVIER  1873 

PRÉSIDÉE  PAR  M.  LAFFON  DE  LADÉBAT 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 
Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 

1  2 
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MM.  Cahen,  sous-lieutenant  à  l'École  de  Fontainebleau  ;  Genty,  ingénieur 
des  ponts  et  chaussées,  à  Sidi-bel-Abbès  (Oran)  ;  Desboves,  professeur  au 
lycée  Condorcet  ;  Lespiault ,  professeur  à  la  faculté  des  sciences  de  Bor- 
deaux; Rouart,  ancien  élève  de  l'École  polytechnique,  à  Paris;  Schôn- 
dorffer,  éléve-ingénieur  des  ponts  et  chaussées;  Stephan,  directeur  de 
l'observatoire  de  Marseille. 

L'élection  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 

M  Darboux  communique  à  la  Société  une  note  Sur  l'équation  du  troisième 
ordre  dont  dépend  le  problème  des  surfaces  orthogonales. 

M.  Emile  Lemoine  communique  à  la  Société  une  note  Sur  une  question  de 
probabilités . 

M.  Camille  Jordan  communique  à  la  Société  un  mémoire  Sur  la  limite  de 
transitivité  des  groupes  non  alternés. 

M.  Laguerre  communique  à  la  Société  une  note  Sur  les  cônes  du  second 
degré  qui  passent  par  six  points  donnés  de  V espace. 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS 


Quelques  théorèmes  nouveaux  sur  la  lemnicaste;  par  M.  Emile  Weyr. 
'Séance  du  20  novembre  1872) 

Soit  0  le  point  double  d'une  lemniscate  L,  qui  est  la  podaire  de  l'hyper- 
bole équilatère  H.  La  lemniscate  est  une  courbe  du  quatrième  ordre  et  de 
la  sixième  classe,  avec  trois  points  doubles,  savoir:  0  et  les  deux  points 
circulaires  à  l'infini.  Les  tangentes  au  point  0  sont  des  tangentes  d'inflexion. 
On  peut  alors  démontrer  les  théorèmes  suivants: 

Par  chaque  point  X  de  la  lemniscate  L,  passent  quatre  tangentes  de  cette 
courbe  {parmi  elles,  deux  sont  imaginaires),  dont  les  points  de  contact  sont 
sur  une  même  droite  R,  et  qui  forment  un  système  de  quatre  points  équianhar- 
moniqnes  sur  la  courbe. 

La  droite  R  est  pe7'pendiciilaire  au  rayon  OX,  et  retranche  du  prolongement 

,    ,    >  OX 

de  ce  rayon  une  longueur  égale  a  —. 

L'enveloppe  de  ladroite  R  est  donc  unehyperbole  équilatère  semblable,  sem- 
blablemenl  située,  et  concentrique  avec  H,  qu'on  peut  obtenir  en  prenant  la 
moitié  des  rayons  de  l'hyperbole  H. 

Un  cercle  quelconque  a  quatre  points  d'intersection  avec  la  lemniscate;  soit 
a,  h,  r,  d  U7i  syaièmc  de  tels  points.  Si  l'on  fait  passer  im  deuxième  cercle  par 
a  et  b,  et  un  troisième  par  c  eld,  les  quatre  nouveaux  points  de  rencontre  de 
ces  deux  cercles  avec  la  lemniscate  sont  aussi  situés  sur  un  même  cercle. 
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En  passant  aux  cercles  osculateurs,  on  trouve  quun  tel  cercle,  dont  X  est 
le  point  de  contact,  coupe  la  lemniscate  en  un  seul  autre  point  Y,  tel  que 

XYO  =  ^  ,  c  est-à-dire  que  les  cordes  XY  communes  aux  cercles  osculateurs  et 
il 

à  la  lemniscate  sont  tangentes  à  l'hyperbole  H. 

Par  chaque  point  Y  de  la  courbe  L  passent  trois  cercles  osculateurs,  dont 
les  points  de  contact  sont  en  ligne  droite^  savoir  sur  la  droite  perpendiculaire 
en  Y  au  rayon  OY. 

Ces  points  de  contact  forment  des  groupes  d'une  involution  du  troisième 
ordre  avec  deux  points  triples,  qui  sont  infiniment  voisins  du  point  0. 

Si  les  quatre  points  X  de  contact  des  quatre  cercles  osculateurs  sont  sur  un 
même  cercle,  lamème  chose  a  lieu  pour  les  quatre  points  Y  d'intersection  de 
ces  cercles  avec  la  lemniscate. 

Des  propriétés  analogues  ont  lieu  pour  les  courbes  planes  du  quatrième 
ordre  avec  trois  points  doubles,  dont  deux  sont  les  points  circulaires 
à  l'infini. 


Sîir  les  courbes  tracées  sur  les  surfaces  du  second  ordre  ;  par  M.  Halphen. 
(Séance  du  4  décembre  1872) 

Dans  un  mémoire  que  j'ai  eu  l'honneur  de  présenter  à  l'Académie  des 
sciences,  au  commencement  de  l'année  1870,  et  où  il  est  traité  de  la 
théorie  générale  des  courbes  gauches  algébriques,  j'ai  démontré  divers 
théorèmes  relatifs  aux  courbes  tracées  sur  les  surfaces  du  second  ordre. 
Le  plus  saillant  d'entre  eux  est  le  suivant:  Les  surfaces  de  degré  minimum, 
qui  passent  par  une  ligne  algébrique  quelconque  tracée  sur  une  surface  du 
second  ordre,  coupent  cette  dernière,  en  outre,  seulement  suivant  des  droites 
d'un  même  système. 

Je  me  propose  de  donner  ici  une  démonstration  de  ce  théorème,  très- 
simple  et  différente  de  celle  qui  est  contenue  dans  le  mémoire  précité.  Je 
m'appuierai  sur  le  lemme  suivant  : 

Si,  par  l'intersection  complète  de  deux  surfaces  S  et  Si,  d'un  degré  égal  au 
produit  des  degrés  de  ces  surfaces,  on  mène  une  troisième  surface  Sj,  de 
degré  supérieur  à  celui  de  S^,  la  courbe,  suivant  laquelle  les  surfaces  S  et  S, 
se  coupent  en  outre,  est  Vintersection  complète  de  la  surface  S  et  d'une  autre 
surface. 

En  effet,  en  figurant  par  S=  0,  Si=0,  83=0  les  équations  de  ces  sur- 
faces, on  a,  d'après  l'hypothèse,  S2=AS-t-BSi,  A  et  1!  étant  des  poly- 
nômes dont  le  premier  s'évanouit  si  le  degré  de  Sj  est  inférieur  à  celui  de  S. 
Cette  relation  prouve  que  l'intersection  de  Sj  et  de  S  se  compose  de  celles 
de  cette  dernière  surface  avec  les  surfaces  Si=0  et  B  =  0.      '''"^  '"  ^''  ' 
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Cela  posé,  soit  une  courbe  algébrique  P,  de  degré  p,  sur  une  surface  du 
second  ordre.  Soiiq  le  nombre  de  ses  points  de  rencontre  avec  les  généra- 
trices rectilignes  d'un  système,  et,  par  suite,  p  —  q  le  nombre  de  ses  points 
de  rencontre  avec  celles  de  l'autre  système.  Si  la  courbe  proposée  est  l'in- 
tersection complète  de  la  surface  du  second  ordre  et  d'une  autre  surface, 
ces  deux  nombres  sont  égaux  tous  deux  au  degré  de  cette  dernière  surface. 
Nous  allons  démontrer  le  théorème  réciproque,  c'est-à-dire  que  : 

Si  une  courbe  tracée  sur  une  surface  du  second  ordre  rencontre  en  un 
même  nombre  de  points  les  génératrices  rectilignes  des  deux  systèmes,  elle  est 
l'intersection  complète  de  la  surface  du  second  ordre  et  d'une  autre  surface. 

Soit  donc  une  courbe  Pj  de  degré  2^y,  rencontrant  en  q  points  toutes  les 
génératrices  rectilignes  d'une  surface  du  second  ordre  S,  sur  laquelle  elle 
est  tracée.  Par  cette  courbe  on  peut  mener  une  surface  i  de  degré  2fy  —  1 , 
par  exemple  un  cône  ayant  son  sommet  sur  la  courbe.  Les  surfaces  S  et  2  se 
coupent,  en  outre,  suivant  une  courbe  Pj  de  degré 2(9  —  1),  qui  rencontre 
également  toutes  les  génératrices  rectilignes  de  S  en  un  même  nombre  de 
points.  Admettons  que  le  théorème  soit  vrai  pour  les  courbes  de  degré 
2  {q —  1).  Il  en  résultera  que  Pj  est  une  intersection  complète.  Donc,  d'après 
le  lemme,  la  courbe  Pj,  suivant  laquelle  se  coupent  en  outre  les  surfaces 
S  cl  2  passant  par  P2,  est  aussi  une  intersection  complète.  Donc,  si  le 
théorème  est  vrai  pour  les  surfaces  de  degré  2  {q  —  1),  il  l'est  aussi  pour 
celles  de  degré  2q.  Or,  il  l'est  évidemment  pour  celles  du  degré  2,  qui  sont 
planes.  Donc  le  théorème  est  démontré. 

Revenons  maintenant  à  une  courbe  P  quelconque,  de  degré  p,  rencon- 
trant les  droites  de  la  surface  respectivement  en  q  eip — q  points.  Soit,  pour 
fixer  les  idées,  q  le  plus  grand  de  ces  deux  nombres  q  et  p — q.  A  la  courbe  P 
adjoignons  q  —  {p — q)  ou  2^ — ;;  droites  de  la  surface,  rencontrées  cha- 
cune par  cette  courbe  en  q  points.  Il  est  clair  que  l'ensemble  de  la  courbe 
P  et  de  ces  droites  forme  une  ligne  P^  de  degré  2(/,  rencontrant  en  q  points 
toutes  les  génératrices  rectilignes.  La  ligne  Pi  est  donc  une  intersection 
complète.  Il  existe  donc  des  surfaces  de  degré  q,  passant  par  la  courbe  P, 
et  coupant  en  outre  la  surface  S  suivant  des  droites  d'un  même  système.  Il 
est  clair  d'ailleurs  que  l'on  ne  peut  mener  par  P  des  surfaces  de  degré 
moindre  que  7,  puisque  cette  courbe  est  rencontrée  en  q  points  par  des 
droites.  De  plus,  toute  surface  de  degré  q,  menée  par  P,  coupe,  en  outre, 
la  surface  du  second  ordre  suivant  une  courbe  P',  de  degré  2q — p,  qui 
rencontre  les  génératrices  rectilignes  d'un  système  en  2<7 — p  points,  et  ne 
rencontre  pas  celles  de  l'autre  système.  Or,  une  courbe  qui  rencontre  une 
droite  en  un  nombre  do  points  égal  à  son  degré  se  réduit  forcément  à  des 
droites.  Donc  toute  surface  de  degré  q  menée  par  P  coupe  la  surface  S,  en 
outre,  suivant  des  droites  d'un  même  système  ;  ce  qui  démontre  entière- 
ment le  théorème  aimoncé. 
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Sur  la  représentation  sur  un  plan  de  la  surface  du  troisième  ordre  qui  est  a 
réciproque  de  ta  surface  de  Steiner;  par  M.  Laguerre. 

(Séance  du  4  décembre  1872) 

1 .  On  dit  qu'une  surface  S  peut  être  représentée  sur  un  plan  P,  lorsqu'à 
chaque  point  M  de  la  surface  correspond  un  point  unique  et  bien  déter- 
miné du  plan,  et  réciproquement  lorsqu'à  chaque  point  du  plan  corres- 
pond un  point  unique  et  bien  déterminé  de  la  surface. 

Lorsque  le  point  M  de  la  surface  décrit  une  courbe,  le  point  m,  qui  lui 
correspond  sur  le  plan,  décrit  'une  autre  courbe  qui  est,  pour  ainsi  dire, 
l'image  de  la  première,  et  l'on  comprend  que  les  propriétés  des  courbes 
tracées  sur  la  surface  puissent  se  déduire  de  celles  des  courbes  qui  sont 
leurs  images. 

La  projection  stéréographique,  qui  constitue  un  des  moyens  que  l'on 
peut  employer  pour  représenter,  dans  le  sens  que  je  viens  d'indiquer,  la 
sphère  sur  le  plan,  a  déjà  depuis  longtemps  familiarisé  les  géomètres  avec 
ces  considérations  qui  permettent  non-seulement  de  transportera  la  sphère 
les  propriétés  descriptives  et  métriques  des  figures  planes,  mais  encore, 
en  sortant  de  la  sphère,  d'établir  des  propriétés  importantes  des  figures 
dans  l'espace. 

Le  but  de  cette  note  est  d'appliquer  la  même  méthode  à  l'étude  d'une 
surface  remarquable  du  troisième  ordre,  que  j'ai  déjà  étudiée  analytique- 
ment  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  {*). 

2.  11  est  facile  de  voir  qu'une  surface  quelconque  du  troisième  ordre 
peut  être  représentée  sur  un  plan. 

Une  telle  surface  contient  en  général  27  droites;  soient  D  et  D'  deux  de 
ces  droites  qui  ne  sont  pas  dans  un  même  plan. 

Par  un  point  M  de  la  surface,  on  peut  mener  une  droite  unique  et  bien 
déterminée  qui  s'appuie  sur  D  et  D',  cette  droite  rencontrera  un  plan  P 
arbitrairement  choisi  en  un  point  bien  déterminé  m;  réciproquement  le 
point  m  étant  donné,  on  ne  pourra  mener  par  ce  point  qu'une  droite  s'ap- 
puyant  sur  D  et  D'  ;  cette  droite  rencontrera  la  surface  du  troisième  ordre 
en  deux  points  situés  respectivement  sur  D  et  D',  et  en  un  troisième  point  M 
distinct  de  ces  points  et  parfaitement  déterminé. 

On  obtient  ainsi,  on  le  voit,  une  représentation  de  la  surface  sur  le  plan 
P;  on  aurait  évidemment  pu,  dans  le  même  but,  employer  au  lieu  des  droi- 
tes D  et  D'  une  cubique  gauche  quelconque  tracée  sur  la  surface,  car  une 

(*)  Recherches  analytiques  sur  la  surface  du  troisième  ordre  qui  est  la  réciproque  de 
la  surface  de  Steiner  ;  t.  XI,  2'  série,  1872. 
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des  propriétés  caractéristiques  de  cette  courbe  consiste  en  ce  que,  par  chaque 
point  de  l'espace,  on  ne  peut  mener  qu'une  seule  droite  qui  la  rencontre 
en  deux  points  (*). 

5.  Dans  ce  qui  suit,  je  m'occuperai  spécialement  delà  représentation  sur 
un  plan  de  la  surface  du  troisième  ordre  S  qui  contient  les  six  arêtes  d'un 
tétraèdre  T. 

En  prenant  ce  tétraèdre  pour  tétraèdre  de  référence,  on  voit  que  l'équa- 
tion d'une  pareille  surface  est  de  la  forme 

A      B      C      D      ,^ 

-H 1 1-      =0. 

X       y       z       u 

La  surface  qui  lui  est  réciproque  (c'est-à-dire  la  surface  qui  est,  par  rap- 
port à  une  surface  du  second  degré,  le  lieu  des  pôles  des  plans  qui  lui  sont 
tangents)  est  une  surface  du  quatrième  ordre;  et  cette  nouvelle  surface 
jouit  de  la  propriété  d'être  coupée  suivant  deux  coniques  par  chacun  de  ses 
plans  tangents,  c'est  donc  la  surface  dite  de  Steiner. 

On  en  conclut  que,  si  l'on  considère  un  cône  circonscrit  à  S,  et  ayant 
pour  sommet  un  point  de  cette  surface,  ce  cône  se  compose  de  deux  cônes 
du  second  degré  ;  la  courbe  de  contact  se  décompose  aussi  en  deux  courbes 
distinctes  qui  sont  évidemment  des  cubiques  gauches. 

4.  Quand  on  étudie  la  représentation  sur  un  plan  de  la  surface  S,  on  voit 
facilement  que  l'on  peut  effectuer  la  représentation  de  telle  sorte  qu'à  toute 
courbe  plane  de  S  corresponde,  sur  le  plan,  une  cubique  passant  par  six 
points  fixes  (n)  qui  sont  les  sommels  d'un  quadrilatère  complet  Q,  et  qui 
correspondent  d'ailleurs  aux  six  arêtes  du  tétraèdre  situé  sur  S. 

Cela  posé,  soient  A  et  B  deux  points  de  S,  et  a,  h  les  points  qui  leur  cor- 
respondent sur  le  plan  ;  soient  de  plus  G  le  troisième  point  où  la  droite  AB 
rencontre  S,  et  c  le  point  correspondant. 

Toutes  les  sections  planes  de  S,  qui  passent  par  ActB,  passent  également 
par  le  point  C;  les  cubiques  qui  sont  leurs  images  passent  donc  aussi 
toutes  par  le  point  c,  d'où  il  suit  que  ce  point  est  le  neuvième  point  com- 
mun aux  cubiques  qui  passent  par  les  points  a  et  &,  et  les  six  sommets  du 
quadrilatère  Q. 

Pour  dùteiminer  facilement  ce  neuvième  point,  supposons,  pour  un  in- 
stant, que  les  points  ac[h  soient  les  ombilics  du  plan,  c'est-à-dire  les  points 
de  l'infini  où  se  croisent  tous  les  cercles  de  ce  plan.  Si  l'on  met  de  côté  un 

(*)  Sur  la  reprôsentalion  sur  un  plan  d'une  surface  du  troisième  ordre,  voir  le  beau 
m(5moirc  de  M.  Creinona  Sur  les  surfaces  du  Iroisième  ordre,  et  la  Géométrie  de  situation 
de  Bl.  Heycp.  172  et 'i'.)!). 

M.  Creriioiia  a  aussi  public'!  [Complca  rendus  de  l'Institut  lombard,  1807)  un  mémoire  sur 
la  repri'-senlalion  sur  un  plan  de  la  surface  de  Steiner,  mais  je  n'ai  pu  en  prendre  connais- 
sance. 
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des  côtés  du  quadrilatère  Q,  les  trois  autres  côtés  déterminent  un  triangle,  et 
le  cercle  circonscrit  à  ce  triangle  constitue,  avec  le  côté  dont  j'ai  parlé,  une 
cubique  passant  par  les  huit  points  a,  h  et  (n)  ;  ce  cercle  passe  donc  par  le 
neuvième  point. 

D'où  cette  proposition:  «  En  prenant,  trois  à  trois,  les  quatre  côtés  d'un 
quadrilatère  complet,  on  détermine  quatre  triangles;  les  cercles  circon- 
scrits à  ces  triangles  se  coupent  en  un  même  point  0,  qui  est  le  neuvième 
point  commun  aux  cubiques  qui  passent  par  les  ombilics  du  plan  et  les  six 
sommets  du  quadrilatère.  » 

Imaginons  la  parabole  inscrite  dans  ce  quadrilatère,  les  quatre  triangles 
dont  je  viens  de  parler  lui  sont  circonscrits,  et  l'on  sait  que  le  cercle  cir- 
conscrit à  un  triangle,  circonscrit  lui-même  à  une  parabole,  passe  par  le 
foyer  de  cette  courbe. 

Le  point  0  est  donc  le  foyer  de  cette  parabole,  ou  encore  le  point  de  ren- 
contre des  tangentes  qu'on  peut  lui  mener  par  les  ombilics. 

5.  Revenant  maintenant  au  cas  général,  nous  voyons  que  pour  construire 
le  neuvième  point  commun  aux  courbes  du  troisième  ordre,  qui  passent  par 
les  six  sommets  d'un  quadrilatère  complet  et  deux  points  donnés  a  et  &, 
il  suffit  d'inscrire  dans  le  quadrilatère  une  conique  tangente  à  ah,  et  par  les 
points  a  et  è  de  mener  des  tangentes  à  cette  courbe;  le  point  d'intersection 
de  ces  droites  est  le  point  cherché. 

En  d'autres  termes,  si  trois  points  A,  B  et  C  de  la  surface  S  sont  en  ligne 
droite,  leurs  images  a,  b  et  c  sur  le  plan  forment  un  triangle  dans  lequel  on 
peut  inscrire  une  conique  inscrite  dans  le  quadrilatère  Q. 

Pour  abréger,  j'appellerai  simplement  coniques  du  faisceau  les  coniques 
inscrites  dans  le  quadrilatère  Q. 

6.  Considérons  une  droite  tangente  au  point  A  à  la  suface  S,  ou,  si  l'on 
veut,  passant  par  le  point  A  et  le  point  infiniment  voisin  A'  ;  si  l'on  désigne 
para  et  a'  les  images  des  points  A  et  A',  on  voit  que,  pour  obtenir  l'image 
du  troisième  point  où  la  tangente  rencontre  la  surface,  il  suffit  de  construire 
une  conique  du  faisceau  tangente  à  aa' ,  et  de  mener  para  la  seconde  tan- 
gente à  cette  conique,  le  point  de  contact  h  de  cette  tangente  est  l'image  du 
point  cherché. 

D'où  les  conséquences  suivantes  : 

\°  Le  ■plan  mené  au  point  A,  tangentiellement  à  S,  coupe  cette  surface 
suivant  une  courbe  du  troisième  ordre  à  point  double^  lieu  des  points  de 
contact  des  tangentes  que  Von  peut  mener  du  point  a  aux  coniques  du 
faisceau. 

2°  Les  lignes  asymptotiques  de  la  surface  S  ont  pour  images  les  coniques 
du  faisceau. 

En  effet,  soit  t  une  tangente  à  l'une  de  ces  coniques  et  touchant  cette 
courbe  au  point  a,  le  point  de  contact  de  la  deuxième  tangente,  qu'on  peut 
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mener  du  point  a  à  la  conique  se  confond  avec  le  point  lui-même,  la  pro- 
position est  donc  démontrée  (*). 

ù"  Si  Von  circonscrit  à  la  surface  les  deux  cônes  du  second  degré  qui  ont 
pour  sommet  un  point  A  de  cette  surface,  les  deux  cubiques  de  contact  ont 
pour  images  les  tangentes  aux  deux  coniques  du  réseau  qui  se  croisent  au 
point  a. 

7.  Soit  z  une  conique  du  réseau  représentant  l'asymptolique  Z  de  la  sur- 
face S  et  M  un  point  de  cette  asyraptotique;  il  est  le  sommet  de  deux  cônes 
du  second  degré  circonscrits  à  S  et  qui  la  touchent  suivant  deux  cubiques 
gauches  dont  l'une  est  représentée  par  la  tangente  menée  en  m  à  la  cubi- 
que 2;  je  dirai  que  cette  cubique  appartient  h  l'asymplotique  Z,  en  sorte 
que  l'ensemble  des  cubiques  appartenant  à  cette  courbe  sera  représenté 
par  l'ensemble  des  droites  tangentes  à  z. 

En  se  reportant  au  n°  7,  on  déduira  facilement  de  cette  définition  la 
proposition  suivante  : 

La  surface  développahle,  qui  a  pour  arête  de  rebroussement  une  cubique 
appartenant  à  une  asymptotique  Z,  coupe  la  surface  suivant  cette  asym^ 
ptotique. 

D'où  encore  : 

Si  Von  circonscrit  à  S  les  deux  cônes  du  second  degré  qui  ont  pour  sommet 
un  point  M  de  cette  surface,  les  surfaces  développables  dont  les  courbes  de 
contact  sont  les  arêtes  de  rebroussement  coupent  S  suivant  les  asymptotiques 
qui  se  croisent  au  point  M. 

8.  Soit  une  cubique  quelconque  appartenant  à  l'asymplotique  Z  et  A  l'un 
de  ses  points  ;  joignons  A  à  un  autre  point  quelconque  B  de  la  cubique,  la 
droite  ainsi  obtenue  rencontre  S  en  un  point  C  dont  il  est  facile  d'avoir 
l'image. 

En  effet,  a  et  6  étant  les  images  des  points  A  et  B  et  c  l'image  du  point  C, 
il  suffit  (n°  5)  pour  construire  le  point  c,  de  considérer  la  conique  z  qui  est 
tangente  à  db  et  de  mener  par  les  points  a  et  è  deux  tangentes  à  cette 
courbe  ;  le  point  d'intersection  des  ces  deux  droites,  qui  est  le  point  c,  est 
nécessairement  sur  la  tangente  menée  par  le  point  a  ;  d'où  cette  consé- 
quence importante  : 

Étant  donnée  une  cubique  quelconque  appartenant  à  l' asymptotique!,  si  Von 
imagine  un  cône  quelconque  du  second  degré  contenant  cette  cubique,  il  coupe 
la  surface  S  suivant  une  seconde  cubique  qui  appartient  également  à  Vasym- 
ptotique  Z  ; 

(*)  Clebsch  a  le  premier  trouvé  les  asymptotiques  de  la  surface  de  Steiner  dont  on 
déduit,  par  réciprocité,  les  asymptotiques  de  la  surface  donnée. 

M.  Darboux  (liuUelin  des  sciences  malhématiques,  t.  I,  p.  3;i5)  a,  d'une  façon  plus  gé- 
nérale, déterminé  les  lignes  asymptotiques  des  surfaces  comprises  dans  l'équation 

kxn  4-  By  -t-  Cî»  H-  D/n  =  0. 
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Ou  autrement  : 

DeiLT  cubiques  appartenant  à  la  même  asymptotique  sont  situées  sur  un 
même  cône  du  second  degré,  ayant  pour  sommet  le  point  d'intersection  de  ces 
courbes  qui  est  distinct  des  sommets  du  tétraèdre  fondamental  T. 

9.  Lemme.  —  Quand  un  tétraèdre  est  inscrit  dans  une  cubique  gauche,  toute 
corde  de  la  cubique  coupe  les  faces  du  tétraèdre  en  quatre  points  dont  le  rap- 
port anharmonique  est  constant. 

Soient  maintenant  deux  cubiques  quelconques  appartenant  à  une  asjTn- 
ptotique  Z  ;  ces  deux  cubiques  sont  toutes  deux  circonscrites  au  tétraèdre  T 
et  sont  situées  sur  un  même  cône  du  second  degré,  elles  ont  donc  une  infi- 
nité de  cordes  communes;  on  déduit,  de  là  et  du  lemme  précédent,  la 
proposition  suivante  : 

Les  cordes  de  toutes  les  cubiques  appartenant  à  V asymptotique  Z  coupent 
les  faces  du  tétraèdre  T  en  quatre  points  dont  le  rapport  anharmonique 
est  constant. 

Leur  ensemble  constitue  ainsi  le  complexe  remarquable  du  second  ordre 
étudié  par  MM.  Chasles,  Reye,  Lie,  Darboux(*). 

En  particulier,  les  tangentes  aux  cubiques  font  partie  du  complexe  ainsi 
que  les  tangentes  à  l'asymptotique  Z  qui  est  l'enveloppe  de  ces  cubiques. 
Par  suite  : 

Les  tangentes  à  une  asymptotique  Z  rencontrent  les  quatre  faces  du 
tétraèdre  T  en  quatre  points  dont  le  rapport  anharmonique  est  une  quantité 
constante  î;,  et  le  complexe  (Z)  des  droites,  qui  sont  partagées  dans  le  même 
rapport  par  les  faces  du  tétraèdre,  se  compose  des  cordes  des  cubiques  appar- 
tenant à  cette  asymptotique  {**). 

On  déduit  encore  de  ce  qui  précède  les  propositions  suivantes  : 

Étant  données  deux  cubiques  gauches  situées  sur  un  même  cône  du  second 
ordre,  ces  deux  cubiques  se  coupent  en  quatre  points  A,  B,  G  e<  D  distincts  du 
sommet  du  cône;  cela  posé,  les  surfaces  développables,  dont  ces  cubiques  sont 
les  arêtes  de  rebroussement,  se  coupent  suivant  une  courbe  du  dixième  ordre 
et  une  courbe  K  du  sixième  ordre  et  de  quatrième  classe:  cette  courbe  K,  les 
deux  cubiques  gauches  et  les  six  arêtes  du  tétraèdre  ABCD  sont  situées  sur 
une  même  surface  du  troisième  ordre  dont  K  est  une  asymptotique. 

Le  cône  du  complexe  ayant  pour  sommet  2in  point  donné  de  la  surface  S 
est  le  cône,  du  second  degré  qui  contient  les  deux  cubiques  appartenant  à 
Vasymptotique  Z  et  se  croisant  en  ce  point. 

Tous  les  cônes  circonscrits  à  S  et  ayant  leur  sommet  sur  Z  sont  des  cônes 
du  complexe. 

10.  Une  droite  quelconque  de  l'espace,  rencontrant  la  surface  fondamen- 

(*)  Voir  notamment  Reye,  Géométrie  der  Loge,  t.  II,  p.  1"26  et  299. 
(**)  Cf.  SopHus  Lie,  Ueber  Complexe,  mit  Anwendung  au f  die  Théorie  partieller  Diffe- 
renlial-Gleichungen ;  Math.  Ann.,t.V. 
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taie  S  aux  points  A,  B  et  C,  peut  être  représentée  par  le  triangle  abc,  dont 
les  sommets  sont  les  images  des  points  A,  B  et  C. 

Une  droite  de  V espace  aura  donc  pour  image  un  triangle  circonscriptible  à 
une  conique  du  faisceau. 

En  particulier,  toutes  les  droites  du  complexe  (Z)  ont  pour  images  les 
divers  triangles  que  l'on  peut  circonscrire  à  la  conique  z. 

Soient  abc  l'un  de  ces  triangles  et  a,  p,  7  les  points  où  z  est  respective- 
ment touchée  par  les  côtés  bc,  ca,  ab.  Le  plan  mené  par  A  tangentiellement 
à  S  coupe  cette  surface  (n''  6,  l'*)  suivant  une  cubique  à  point  double  qui 
a  pour  image  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  que  l'on  peut 
mener  du  point  a  aux  coniques  du  faisceau;  cette  courbe,  et  par  suite  le 
plan  tangent,  passe  donc  par  les  points  de  l'asymptotique  qui  ont  leur  image 
en  /3  et  7;  on  démontrerait  de  même  que  les  plans  menés  en  B  et  C,  tangen- 
tiellement à  S,  passent  respectivement  par  les  points  de  l'asymptotique  dont 
les  images  sont  7,  a  et  a,  p. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Si  on  coupe  la  surface  S  par  une  droite  quelconque  du  complexe  (Z),  les 
plans  tangents,  menés  à  la  surface  aux  trois  points  de  rencontre,  forment  un 
trièdre  dont  les  trois  arêtes  rencontrent  Z. 

Autrement  : 

Si  les  trois  faces  d'un  trièdre  circonscrit  a  la  surface  S  la  touchent  en  trois 
points  situés  en  ligne  droite,  des  neuf  points  d'intersection  des  arêtes  du 
trièdre  avec  la  surface ,  il  y  en  a  trois  qui  sont  situés  sur  une  même 
asymptotique. 

Réciproquement  : 

Ln  triangle  quelconque  étant  inscrit  dans  une  asymptotique  Z,  on  peut  tou- 
jours construire  un  trièdre  dont  les  faces  passent  par  les  côtés  de  ce  triangle 
et  qui  touchent  la  surface  en  trois  points  situés  en  ligne  droite.  Cette  droite 
appartient  au  complexe  (Z). 

H.  Soit  K  une  conique  quelconque  située  dans  le  plan  sur  lequel  on  fait 
l'image  de  la  surface;  on  peut  construire  deux  coniques  du  faisceau  C  etC 
telles  qu'à  chacune  d'elles  on  puisse  circonscrire  des  triangles  inscrits 
dans  K. 

L'ensemble  des  triangles  circonscrits  à  C  représente  un  système  de  droi- 
tes s'appuyant  sur  K  en  trois  points  ;  K  est  donc  lintersection  de  S  par  une 
surface  réglée  V.  Comme,  d'ailleurs,  la  même  courbe  est  l'intersection  de 
S  par  les  droites  dont  l'image  est  formée  par  les  triangles  circonscrits  à  C, 
on  voit  que  la  surface  V  admet  deux  systèmes  de  génératrices  rectilignes; 
c'est  par  conséquent  une  surface  du  second  prdre  qui,  d'ailleurs,  passe  p.ir 
les  quatre  sommels  du  tétraèdre  T. 

On  peut  donc  énoncer  les  propositions  suivantes  : 

Toute  conique  du  plan  est  limage  d'une  courbe  du  sixième  ordre,  inter- 
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section  de  S  et  d'une  surface  du  second  ordre  passant  par  les  sommets  du 
tétraèdre  T  ; 

Et  réciproquement  : 

Si  l'on  coupe  la  surface  S  par  une  surface  du  second  ordre  passant  par  les 
sommets  du  tétraèdre  T,  la  courbe  d'intersection  a  pour  image  une  conique. 

12,  En  particulier  une  asymptotique  Z  de  la  surface  est  située  sur  une 
surface  du  second  ordre  qui  admet  deux  systèmes  de  génératrices  recti- 
lignes  (G)  et  (G')- 

Si  l'on  applique  aux  points  de  rencontre  de  la  courbe  et  de  ces  droites  la 
dernière  proposition  du  n"  10,  on  obtient  les  théorèmes  suivants  : 

Par  chaque  génératrice  G,  on  peut  mener  quatre  plans  tangents  à  la  sur- 
face; des  quatre  points  de  contact  trois  sont  sur  une  même  ligne  droite  D,  qui 
appartient  au  complexe  (Z)  et  qui  engendre  une  surface  du  second  ordre  (A) 
coupant  S  suivant  une  courbe  A  ;  le  quatrième  point  de  contact  décrit  une 
courbe  A'. 

Par  chaque  génératrice  G',  on  peut  mener  quatre  plans  tangents  à  la  sur- 
face; un  des  points  de  contact  est  situé  sur  la  courbe  A,  les  trois  autres  sont 
sur  une  ligne  droite  D'  q2ii  engendre  la  surface  du  second  ordre  (A')  qui  con- 
tient la  courbe  A'. 

On  déduit  de  là  que  la  surface  développable  circonscrite  à  S  et  à  la  sur- 
face du  second  ordre  qui  contient  V asymptotique  Z  se  décompose  en  deux  sur- 
faces du  quatrième  ordre  touchant  S  le  long  des  courbes  A  et  A'. 

13.  Les  beaux  théorèmes  de  Poncelet  sur  les  polygones  circonscrits  à  une 
conique,  tandis  que  leurs  sommets  décrivent  d'autres  coniques,  conduisent 
à  plusieurs  propriétés  intéressantes  de  la  surface  S,  relativement  surtout 
aux  diverses  surfaces  réglées  que  l'on  peut  faire  passer  par  des  courbes 
tracées  sur  ces  surfaces  ;  je  reviendrai  plus  tard  sur  ce  sujet  qui,  pour 
être  convenablement  traité,  exige  une  étude  préalable  du  théorème  de  Pon- 
celet lui-même. 


Sur  la  construction  des  courbes  du  o*"*  et  du  6""=  ordre  à  points  multiples  ; 

par  M.  Kœhler. 

(Séance  du  18  décembre  1872) 

Quand  on  se  propose  de  construire  une  courbe  d'ordre  m  définie  par  un 
nombre  suffisant  de  points,  la  présence  de  points  multiples  parmi  les  don- 
nées simplifie  en  général  le  problème.  Si  7i  et  n'  sont  les  ordres  des  fais- 
ceaux générateurs  {n-\-n'=m),  et  s'il  y  a  p  points  doubles,  on  sait  en 
effet  que  le  nombre  des  points  à  déterminer  pour  compléter  les  bases  est 
x=nn' —  1  — p.  Mais  cette  formule  suppose  essentiellement  que  p  ne  dé- 
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passe  pas  un  certain  maximum  relatif,  savoir  le  nombre  des  points  des  deux 
bases  que  l'on  peut  faire  coïncider  (*).  Comme  les  courbes  d'ordre  supérieur 
au  A"'^  peuvent  avoir  un  nombre  de  points  doubles  supérieur  à  celte  limite, 
on  peut  être  obligé  de  laisser  en  dehors  des  bases  un  ou  plusieurs  de  ces 
poinis.  Je  me  suis  proposé  l'étude  des  divers  cas  où  cette  circonstance  se 
présente,  spécialement  pour  les  courbes  du  5""^  et  du  G""'  ordre. 

I.    —    COURBES   DU    5""°    ORDRE. 

En  adoptant  pour  faisceaux  générateurs  un  faisceau  de  coniques  et  un 
faisceau  de  courbes  du  5'"^  ordre,  on  voit  qu'on  peut  engendrer  une  courbe 
à  4  points  doubles  en  fai>ant  coïncider  les  4  points  de  la  première  base  avec 
4  points  de  la  seconde.  Ici  le  maximum  relatif  dont  j'ai  parlé  plus  haut 
est  4  ;  toutefois  lorsqu'on  donne  5  points  doubles  a^,  b^,  c^,  d^,  e^,  et  5 
points  simples  f,  g,  h,  i,  k,  on  peut  encore  affecter  les  5  premiers  points 
aux  deux  bases.  Voici  alors  la  construction  : 

La  base  des  coniques  étant  nbcd,  on  fera  passer  toutes  les  cubiques  par 
ces  4  points;  elles  auront  en  outre  le  point  double  commun  e^.  11  reste 
à  fixer  un  point  p  de  leur  base.  Soit  0  un  point  quelconque  du  plan; 
soient  F,  G,  H,  1,  K  les  points  de  concours  des  secondes  polaires  rectilignes 
de  0  par  rapport  aux  courbes  des  faisceaux  e^abcdf,  e^ibcdg,  etc.  Au  qua- 
drilatère FGHl  je  circonscris  une  conique  telle  que  son  rapport  anharmo- 
nique  5;(FGHI)  soit  égal  au  rapport  ahcd  {f,  </,  h,  i).De  même  je  circonscris 
à  FGIIK  une  conique  capable  du  rapport  anharmonique  abcd  (f,  y,  /«,  k). 
La  4°'^  inlersection  P  de  ces  deux  coniques  est  le  point  de  concours  des 
secondes  polaires  de  0  par  rapport  au  faisceau  de  cubiques  e^abcdp. 

Le  point  p  lui-même  se  conclut  de  là  facilement  ;  il  suffit  de  chercher  l'in- 
tersection de  la  cubique  e^abcdO  tangente  en  0  à  OP  et  de  la  cubique  dont 
la  seconde  polaire  est  e^P  (**). 

Supposons  en  second  lieu  que  l'on  donne  6  points  doubles  Oj,  b^.  c^,  d^, 
gj,  /■,  et  2  points  simples  9,  h. 

Si  l'on  prend  comme  ci-dessus  nhcd  pour  base  des  coniques,  e^ahcd  pour 
base  des  courbes  du  5'"*  ordre,  il  restera  encore  un  point  p  de  leur  base  à 
déterminer  de  telle  sorte  que  /",  devienne  un  point  double  pour  la  courbe 
résultante. 

Or,  la  cubique  correspondante  à  abcdf  doit  avoir  avec  cette  conique  deux 
points  confondus  en  /";  elle  est  donc  tangente  en  f  h  abcdf,  et  c'est  un  pre- 
mier lieu  du  point  p.  .Menons  actuellement  une  droite  f^d  passant  par  f^  et 

(•)  De  Jo:»qiikrks,  Essai  sur  la  génération  des  courbes  géométriques,  p.  9. 

('")  On  simiilifiera  ceUe  dernière  coiislruction  eu  ayant  la  précaulion  de  choisir  le  point  0 
sur  la  tanj^ente  en  c  à  la  conique  eabrd;  alor.s  la  cubique  dont  la  seconde  polaire  est  éP 
se  compose  de  celte  droite  et  de  la  conique  elle-niêmc.  De  la  sorte  on  aura  à  chercher 
l'intersection  de  cette  ligne  t-,!'  avec  la  cubique  c^abcdO. 


—  29  — 

par  un  des  points  de  la  première  base.  Si  l'on  prend  un  point  arbitraire  p' 
sur  la  cubique  définie  tout  à  l'heure,  on  voit  que  les  courbes  e^abcdp'f, 
e^abcdp'g,  e^ahcdp'h  déterminent  sur  f^d  trois  segments  en  involution  /F', 
G'G'i,  H'H'i  ;  on  peut  les  faire  correspondre  aux  points  f^,  (/,  h  où  les  coni- 
ques abcdfz,  obcdg,  abcdh  coupent  la  droite.  En  cherchant  les  points  de 
coïncidence  des  deux  divisions,  on  aura,  outre  le  point /"j  déjà  connu,  deux 
nouveaux  points  X',  Y'  qui  seraient  la  4""*  et  la  5"""  intersection  de  fd  avec  la 
courbe  du  5'"'=  ordre  correspondant  à  la  position  choisie  pour  y/.  En  prenant 
d'autres  points  p" ,  p'",...  sur  la  même  cubique,  on  aurait  d'autres  couples 
X"Y",  X"'ï"',....  Touis  ces  couples  forment  une  involution  quadratique  cor- 
respondant à  la  série  des  points  tt  où  les  droites  6.,^',  e^p",  e.^]/",...  cou- 
pent fd.  Cela  est  évident,  puisque  les  courbes  du  5™*^  ordre  forment  un  fais- 
ceau ayant  pour  base  les  5  points  doubles  ajb^c.2d^e^  (20  points),  les  points 
simples  g,  h,  enfin  les  deux  points  infiniment  voisins  /"sur  la  conique 
abcdf.  Ainsi  à  un  point  X  correspond  un  point  Y,  et  aussi  un  seul  point  p^ 
savoir  la  15"'^  intersection  de  e^abcdf  avec  la  courbe  du  5®  ordre  déter- 
minée par  X.  Réciproquement,  à  un  point  p  (ou  tt)  correspond  un  segment 
unique  XY. 

Il  suffit  maintenant  de  chercher  le  segment  de  l'involution  XY  dont  une 
extrémité  est  en  f  :  on  déterminera  le  point  n  correspondant  à  ce  segment  ; 
la  ligne  e^u  coupera  la  cubique  e.2abcdf  en  p,  et  ce  sera  le  5""^  point  simple 
de  la  base  du  second  faisceau. 

Chacune  des  cubiques  ayant  déjà  4  points  abcd  communs  avec  la  conique 
correspondante,  il  reste  pour  chacune  d'elles  2  points  d'intersection  à  dé- 
terminer. Leur  construction  peut  se  faire  à  l'aide  de  la  ligne  droite  et  du 
cercle  ainsi  que  les  constructions  préliminaires. 

II.    —    COURBES   DU   6°"   ORDRE. 

Si  l'on  construit  la  courbe  au  moyen  de  deux  faisceaux  du  S""^  ordre,  on 
ne  peut  faire  coïncider  plus  de  7  points  des  deux  bases  ;  le  maximum  relatif 
du  nombre  des  points  doubles  est  donc  7.  Le  maximum  absolu  peut  atteindre 
10,  mais  on  ne  peut  faire  entrer  plus  de  9  points  doubles  dans  les  données. 

M.  de  Jonquières  a  donné  une  solution  du  problème  pour  le  cas  où  l'on 
donne  7  points  doubles  et  6  points  simples  {loc  af.,p.45). 

On  peut  faire  entrer  les  7  points  doubles  a^,  b^,  c.^,  d^,  e.^,  f,.  ^s»  et  un  des 
points  simples  h  dans  la  base  du  premier  faisceau  du  5'""^  ordre.  La  base 
du  second  se  composera  des  mômes  points  doubles  et  d'ua  point  inconnu. 
Il  peut  se  déterminer  par  la  considération  des  points  de  concours  des  se- 
condes polaires  d'un  môme  point  du  plan  relatives  aux  5  faisceaux  de  cu- 
biques abcdefg  (i,  k,  l,  m,  n)  et  sa  détermhiation  entraîne  celle  du  9""* 
point  commun  à  toutes  les  courbes  du  second  faisceau.  On  peut  remarquer 
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en  outre  que  le  O""*  point  de  la  base  du  faisceau  ahcdefgh  appartient  néces- 
sairement à  la  courbe  du  6"«  ordre,  et  il  en  est  de  même  pour  les  Q"""  points 
des  faisceaux  abcdefgi,  abcdefgk,  etc. 

Supposons  qu'on  donne  8  points  doubles  a.,,  b^,  c^,  d^,  e^,  f^,  g^,  /(,,  et 
3  points  simples  i,  k,  l. 

La  courbe  demandée  fait  partie  du  réseau  déterminé  par  les  7  points 
doubles  a.2,  &,,...,  g^  et  par  les  points  simples  h,  i,  k,  l.  Si  l'on  considère  le 
faisceau  du  réseau  dont  toutes  les  courbes  touchent  en  h  une  même  droite 
h\,  il  déterminera  sur  une  droite  telle  que  «.,&.,  joignant  deux  des  points 
doubles  donnés  une  involution  quadratique.  Un  second  faisceau  tangent  en 
h  à  une  autre  droite  AY  déterminera  une  autre  involution  sur  aj)^.  Le 
segment  MN  commun  à  ces  deux  involutions  appartient  à  la  courbe  du 
6""*  ordre  demandée.  Elle  sera  déterminée  complètement  par  les  points  dou- 
bles fl,,  èj,...,  ^2  et  par  les  G  points  h,  i,  k,  l,  M,  N,  h  étant  traité  comme 
point  simple.  Il  est  évident  que  celte  courbe  a  un  point  double  en  h,  puis- 
qu'elle a  deux  points  infiniment  voisins  communs  avec  deux  droites  diffé- 
rentes passant  en  h. 

On  voit  qu'il  suffit,  pour  obtenir  les  deux  involutions  quadratiques,  de 
construire  deux  courbes  de  chacun  des  faisceaux  tangents  à  /iX  et  M. 

Construction  de  la  courbe  du  6"""  ordre  à  9  points  doubles.  —  Si  l'on  donne 
9  points  doubles  a,,  b^,...,  i,  la  solution  se  déduit  sans  difficulté  de  celle 
du  problème  précédent.  En  mettant  à  part  le  point  i,  le  faisceau  déterminé 
par  les  8  premiers  points  et  par  une  tangente  quelconque  iX  coupe  une 
droite  telle  que  a,b^  suivant  une  involution  quadratique.  Le  faisceau  déter- 
miné par  une  autre  tangente  ïY  donne  lieu  à  une  autre  involution  qui  a  un 
segment  KL  commun  avec  la  première.  La  question  est  ramenée  à  con- 
strnire  la  courbe  passant  par  les  8  premiers  points  doubles  et  par  les 
7)  points  i,  K,  L.  On  a  en  tout  4  points  simples  auxiliaires  à  déterminer. 

Lorsque  les  9  points  donnés  forment  un  groupe  pivotable  par  des  cubi- 
ques, le  problème  est  indéterminé  ;  les  courbes  du  6°''  ordre  en  nombre 
infini,  qui  répondent  à  la  question,  sont  toutes  décomposables  en  deux 
courbes  du  5"'"  ordre. 

Supposons  en  effet  que  les  points  donnés  équivalent  aux  5G  intersections 
de  dfux  courbes  du  G""'  ordre,  et  qu'on  ne  puisse  faire  passer  qu'une  seule 
cubique  par  ces  9  points.  Prenons  un  point  arbitraire  k  sur  cette  courbe; 
par  hypothèse,  on  peut  décrire  une  courbe  du  G""*  ordre  passant  en  k  et 
par  les  points  doubles  a,  b,  c,...,  i.  Cette  courbe  aurait  donc  19  points 
communs  avec  1«  cubique  abc...  ik;  donc  la  cubique  en  fait  partie. 

On  traiterait  d'une  niiuiière  tout  à  fait  analogue  le  cas  où  l'on  donnerait 
un  point  triple  et  7  pohits  doubles.  En  général,  si  une  courbe  d'ordre 
quelconque  est  déterminée  par  p-+- 5  points  doubles  (pétant  le  maximum 
relatif)  et  par  un  nombre  suffisant  de  points  simples,  on  aura  à  déterminer 
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nn' — 1 — p  points  pour  compléter  les  bases  des  faisceaux  générateurs  et 
en  outre  25  points  auxiliaires. 


Sur  Vapplication  de  la  théorie  des  formes  binaires  à  la  géométrie  des  courbes 
tracées  sur  une  sur  face  du  seco7id  ordre  ;  par  M.  Laguerre. 

(Séance  du  18  décembre  1872) 

I.    —    CONSIDÉRATIONS   PRELIMINAIRES. 

1 .  Bien  que  les  considérations  suivantes  puissent  être  appliquées  à  toutes 
les  surfaces  algébriques,  et  en  particulier  au  plan  (*),  je  ne  les  dévelop- 
perai, dans  ce  mémoire,  que  relativement  aux  courbes  que  l'on  peut  tracer 
sur  une  surface  du  second  ordre. 

Soit  S  une  surface  du  second  ordre,  elle  possède  deux  systèmes  de  géné- 
ratrices rectilignes;  avec  M.  Chasles  {Théorie  des  courbes  tracées  sur  Vhy- 
perboloïde  à  une  nappe,  Comptes  rendus,  1861),  j'appellerai  directrices  les 
droites  de  l'un  de  ces  systèmes,  en  réservant  le  nom  de  génératrices  aux 
droites  de  l'autre  système. 

Prenons  arbitrairement  sur  S  une  conique  K  que  je  désignerai  sous  le 
nom  de  conique  fondamentale;  celte  courbe  est  unicursale,  c'est-à-dire 
qu'on  peut  désigner  chacun  de  ses  points  par  la  valeur  d'un  paramètre  t  et 
de  telle  sorte  qu'à  chaque  valeur  du  paramètre  corresponde  un  point  unique 
de  la  courbe. 

Soit  M  un  point  de  la  surface  S;  par  ce  point  passe  une  directrice  de  la 
surface  coupant  K  en  un  point  unique,  dont  je  désignerai  le  paramètre 
par  X  ;  par  ce  môme  point  passe  une  génératrice  de  la  surface  coupant  K  en 
un  point  unique,  dont  je  désignerai  le  paramètre  par  y.  Il  est  clair,  du 
reste,  que  le  point  M  est  complètement  déterminé  et  sans  ambiguïté  par 
les  deux  quantités  ^  et  ?/;  je  les  appellerai  les  coordonnées  du  point  M. 

L'équation  d'une  courbe  tracée  sur  S  sera  de  la  forme  f{x,  y)=0;  son 
degré/),  relativement  à  la  variable  x,  indiquant  en  combien  de  points  elle 
est  coupée  par  une  génératrice  quelconque,  et  son  degré  q,  relativement  à 
la  variable  y,  indiquant  en  combien  de  points  elle  est  coupée  par  une  direc- 
trice. (Voy.  Chasles,  loc.  cit.) 

2.  On  connaît  le  procédé  ingénieux  employé  par  Plùcker  pour  rendre 
homogène  l'équation  f{x,y)  =  0,  en  remplaçant  les  variables  .r  et  y  par 

[*)  Le  cas  du  plan  présente  naturellement  un  Irès-grand  intérêt,  mais  demande  pour 
l'application  de  la  théorie  quelques  explications  dans  lesquelles  je  n'ai  pas  voulu  entrer 
ici. 
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-  et  ^  ;  nous  emploierons  ici  un  procédé  analogue  en  remplaçant  x  par 

-,  et  ?/  par  ^,.  De  cette  façon,  l'équation  d'une  courbe  algébrique  tracée 
X  y  -        .     1 

sur  S  deviendra 

¥(x,cc';y,y')  =  0, 

le  polynôme  F  étant  homogène  et  du  degré  jj  par  rapport  aux  deux  varia- 
bles X  et  x',  homogène  et  du  degré  q  par  rapport  aux  variables?/  et  ?/'. 

5.  Cela  posé,  je  rappellerai  d'abord  ce  que  l'on  nomme  émanant  d'une 
forme  binaire  ou  d'un  polynôme  algébrique  homogène  à  deux  indéter- 
minées. 

Soit  U  [x,  .r')  un  tel  polynôme  ;  on  appelle  émanants  de  ce  polynôme  les 
divers  polynômes  compris  dans  les  expressions  suivantes  : 

d\i  dW 

^\y-d^  -^'-yy  d^+y-d¥^ 


!2.5\^  dx'" 


^y-j^  -^'-yy 

'y-y  d^M^-^'yy  dM^^'^y'd^-r 


dont  la  loi  est  facile  à  saisir. 

Pour  abréger,  je  désignerai  ces  émanants  par  la  notation  (U)i,  (U)j, 
(U)3,...;  la  parenthèse  indiquant  un  émanant  de  la  forme  U,  et  l'indice  qui 
lui  est  adjoint  1   degré  de  cet  émanant  par  rapport  aux  lettres  y  et  y' . 

Lorsqu'une  forme  est  de  degré  pair,  elle  possède  un  émanant  dans  lequel 
les  variables  x  et  y  entrent  au  même  degré;  j'appellerai  cet  émanant  éma- 
nant principal  de  la  forme,  et  je  le  désignerai  par  la  notation  (U),  en  omet- 
tant l'indice  adjoint  à  la  parenthèse,  lorsque  cela  ne  donnera  heu  à  aucune 
ambiguïté. 

h.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  tout  émanant  d'une  forme  U  se  réduit 
à  cette  forme  lorsque  l'on  identifie  les  variables  x,  cd  et  ?/,  y' . 

Soit  U  la  forme  du  degré  (p-h(/)  à  laquelle  se  réduit  le  polynôme 
F  [x,  ,r'  ;  ?/,  y')  lorsqu'on  fait  x'  =^x  el  y'  =  y  ;  l'expression 

F{x,xf;y,y')-([}), 

est  homogène  et  du  degré  ;;  par  rapport  aux  variables  x  et  a/,  homogène  et 
du  degré  q  par  rappoi  t  aux  variables  y  et  y';  de  plus  elle  s'annule  lorsqu'on 
fait  j;  =  x'  eiy  =  y' ,  elle  est  donc  divisible  par 

yx'  —  xy'^tù, 


—  33  — 
et  l'on  peut  poser 

F  {.V,  a-';  y,  y')  =  (U),  4-  coF,(;r,  .r';  y,  y'), 

F,  désignant  un  polynôme  du  degré  j; — 1  par  rapport  aux  variables  x,  x', 
et  du  degré  q  —  1  par  rapport  aux  variables  y,  y'. 

On  peut  appliquer  au  polynôme  Fj  le  même  raisonnement  et,  en  conti- 
nuant de  proche  en  proche,  mettre  l'équation  d'une  courbe,  tracée  sur  la 
surface  du  second  ordre  S,  sous  la  forme  suivante  : 

*  =  (U),  +  «(V)^_,  +  toî(W)g_,  +  ...  =  0, 

où  U,  V,  W,...  désignent  respectivement  des  polynômes  entiers  en  x  et  x', 
des  degrés  7^4- 9,  p-hq  —  2,  p-\-q  —  A,  .... 

5.  En  particulier  si  l'on  ap=q,  l'équation  de  la  courbe  pourra  se  mettre 
sous  la  forme 

<î.  =  (U)  +  a)(Y)  +  M-(\V)  +  . ..  =  0, 

où  u,  V  et  "W  désignent  respectivement  des  polynômes  entiers  en  x  et  x', 
des  degrés  2p,  ^(p- — 1),  2(p  —  2);  et  je  feiai  observer  que,  dans  ce  cas, 
*  est  homogène  et  du  degré  p  par  rapport  aux  quantités  x — y,  xy  et 

6.  Par  la  forme  précédente  que  j'ai  donnée  à  l'équation  d'une  courbe 
algébrique,  on  voit  que  cette  équation  s'obtient  en  égalant  à  zéro  un  poly- 
nôme *,  qui  est  un  covariant  double  des  formes  U,  V,  W,  ...;  on  sait  en 
effet  que  w  est  un  covariant  double  de  toutes  les  formes  et  qu'un  émanant 
quelconque  d'une  forme  est  un  covariant  double  de  cette  forme. 

De  là  résulte  que  l'étude  de  cette  courbe  se  rattache  intimement  à  l'étude 
simultanée  de  ces  formes;  je  neveux  pas  dire  par  là  qu'elle  s'y  réduise, 
car,  pour  étudier  complètement  une  courbe,  il  est  nécessaire  de  la  compa- 
rer avec  d'autres  courbes  qui  introduisent  d'autres  formes  dans  cette  étude. 

On  pourra  toujours  néanmoins,  dans  un  calcul  relatif  à  un  certain 
nombre  de  courbes,  faire  en  sorte  que  l'on  n'ait  à  considérer  que  des  inva- 
riants ou  des  covariants  d'un  système  de  fonr.es  binaires,  et  profiter  de 
leurs  propriétés  connues  pour  en  déduire  des  propriétés  géométriques  de 
ce  système  de  courbes,  ou  pour  simplifier  les  opérations. 

S'il  s'agit,  par  exemple,  de  calculer  un  covariant  simple,  il  suffira  de 
calculer  son  premier  terme;  s'il  s'agit  d'un  invariant,  on  pourra  le  calculer 
sous  sa  forme  canonique  {"). 

(')  Ici,  pour  abréger,  je  fais,  comme  je  le  ferai  plus  communément,  dans  la  suite  de  ce 
mémoire,  a;'  =  y'  =  1 . 

(**)  Voir  en  général,  sur  cette  théorie  des  formes,  V Algèbre  supérieure  àe  Saliiox  (Paris, 
Gauthier-Villai's). 
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7.  Eclaircissons  ceci  parmi  exemple.  Je  ferai  auparavant  remarquer  que, 
si  0  désigne  le  pôle  du  plan  de  la  conique  fondamentale  K  par  rapport  à  la 
surface  S,  les  coordonnées  d'un  point  M  de  cette  surface  étant  .r  et  ?/,  les 
coordonnées  du  point  M'  où  le  rayon  OM  perce  S  sont  y  et  .r.  De  là  résulte 
que  si  une  courbe  peut  être  placée  sur  un  cône  ayant  pour  sommet  le  point 
0,  son  équation  doit  être  symétrique  en  .r  et  y  ;  elle  doit  être  par  conséquent 
de  la  forme. 

(U)  +  (o2(W)  +   ...  =  0, 

et  ne  pas  contenir  les  puissances  impaires  de  w. 

En  particulier,  considérons  une  biquadratique  gauche  tracée  sur  S,  c'est- 
à-dire  la  courbe  du  quatrième  ordre  qui  résulte  de^  l'intersection  de  S  par 
une  surface  du  second  ordre  n'ayant  avec  elle  aucune  génératrice  com- 
mune. Comme  on  peut  la  placer  sur  quatre  cônes  différents,  son  équation 
pourra,  de  quatre  façons  différentes,  se  mettre  sous  la  forme 

k  désignant  une  constante  et  U  un  polynôme  du  quatrième  degré  ;  si  l'on 
fait 

U  =z  ax'^  +  M)x^  +  ficx-  -f  Mx  +  e, 

l'équation  de  la  courbe  sera  par  conséquent 

(1)   î/«(ax-  +  'Ihx  +  c)  +  %]i[hx-  -f-  2ca;  +  d)  +  [ex-  +  Idx  +  e) -\-  k(y  -  xf  =  0. 

Pour  trouver  les  génératrices  de  la  surface  qui  touchent  la  courbe,  il  faut 
chercher  pour  quelles  valeurs  de  //,  a- acquiert  des  racines  égales.  Ces  va- 
leurs seront  données  par  l'équalion  F(f/)  =  0,  où  F  désigne  le  discriminant 
de  l'équation  précédente  pris  par  rapport  à  x  ;  de  même,  pour  une  raison 
de  symétrie,  les  directrices  de  la  surface  tangentes  à  la  courbe  seront  dé- 
terminées par  l'équation  F(.r)  =  0. 

Quelle  est  l'équation  générale  des  biquadratiques  tangentes  à  quatre 
directrices  données  et  pouvant  être  placées  sur  un  cône  dont  le  sommet  est 
en  0? 

Il  est  clair  que,  pour  résoudre  cette  question,  il  faut  déterminer  de  la 
façon  la  plus  générale  le  polynôme  U  et  la  constante  k  de  telle  façon  que  le 
discriminant  F(.')  soit  un  polynôme  donné. 

On  voit  aussi  facilement  que  le  problème  est  identique  avec  rintégration 
de  l'équation  différentielle  d'Euler,  qui  sert  de  point  de  départ  à  la  théorie 
des  fondions  elliptiques.  Kn  effet,  l'équalion  (1),  étant  successivement 
ordonnée  suivant  les  puissances  décroissantes  de^el  de^,  peut  se  mettre 
«ou»  les  deux  formes  suivantes  ; 
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Mx'-i  +  2>';c  +  P  =  0    cl    M'//-  -^  2.N'//  ^  i"=  0, 
d'où  l'on  déduit  par  la  différentiation 

(Ma;  +  >)dx-+  (M'y  +  y)(lij  =  0; 
évidemment 

Ma;  +  N  =  v'fW    et     M'/y  +  Y  =  v'%)". 

l'équation  devient  donc 

dx    (ly 


'Y(x)      s,/¥{y) 


et  l'on  voit  que,  pour  intégrer  celle  équation,  il  faut  (ce  qui  est  précisément 
la  méthode  de  Caucliy)  déterminer  le  polynôme  U  et  la  constante  k  de  la 
façon  que  j'ai  indiquée. 

Comme  le  discriminant  F(.r)  est  un  covariant  de  la  forme  U,  il  suffit  de 
calculer  son  premier  terme  ;  en  ne  conservant  dans  U  que  les  termes  du 
degré  le  plus  élevé  en  x,  il  se  réduit  à  x-{aif-\~'ihij-^c->rk),  d'où  l'on 
voit  que  le  terme  de  F  [x)  du  degré  le  plus  élevé  en  r  est  {ac  —  h-)  x'*-\-kax^; 
par  buite  on  a  F  (.r)  =H  -|-A;U,  H  désignant  le  hessien  de  U. 

8.  Supposons  maintenant  que  nous  remplacions  U  par  al]4-6/5H,  a  et  /3 
désignant  des  quantités  numériques  indéterminées.  Sans  faire  de  nouveau 
calcul,  on  sait,  par  les  imporlantes  formules  dues  à  M.  Cayley,  que  H 
devient  (apSH-9;52T)U+(a^ — 5,S-S)H(*),  Set  T  désignant  les  invariants 
fondamentaux  de  la  forme  U. 

Par  suite  Y{x)  devient  MU+(a- — 5|3*S  +  6Â;|3)  H,  M  désignant  un  nombre 
dont  il  est  inutile  d'écrire  la  valeur. 

Pour  que  le  discriminant  F  (r)  prenne  donc  (à  un  facteur  numérique  près) 
une  valeur  donnée  U,  il  suffit  de  choisir  la  constante  k  de  façon  que  l'équa- 
tion a?  —  oS-S  +  6/i-3=0  soit  satisfaite.  D'où  la  proposition  suivante  : 

Soit  U  un  liohjnôme  quelconque  du  quatrième  degré;  en  désignant  par 
H  son  hessien  et  par  S  son  invariant  quadratique,  Vintégrale  générale  de 
l'équation 

dx    dy 

est 

6ri(aU  +  G,SU),  +  (Ô^i-^S  -  0?)  {X  -  yY  =  0, 

le  rapport  «  :  S  étant  la  constante  arbitraire  introduite  par  l'intégration. 

La  parenthèse  affectée  de  l'indice  2  désigne  ici  l'émanant  principal  de  la 
forme  aU  +  6;3H. 

(*)  Salmon",  Algèbre  supérieure,  p.  185. 
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II_    —    ÉQUATION   d'une    SECTION    PLANE;    SYSTÈME   DE    COOnDONNÉES    D\NS   l'eSPACE. 

9.  L'équalion  d'une  conique  tracée  sur  la  surface  est  de  la  forme 

(2)  .  y{Lx  +  B)  +  {Bx  +  C)  +  K(y  - x)  =  0  ; 

je  considérerai  les  quantités  A,  B,  C,  K,  qui  entrent  dans  celte  équation, 
comme  les  coordonnées  du  point  de  l'espace  dont  le  plan  polaire  par  rap- 
port à  la  surface  est  le  plan  de  la  conique. 

On  pourrait  aussi  les  regarder  comme  les  coordonnées  tangentiellos  de  ce 
plan,  et  je  le  ferai  quelquefois;  mais  généralement  je  les  emploierai  comme 
coordonnées  ponctuelles. 

Cela  posé,  étant  données  les  équations  de  deux  coniques 

î/(A.r  +  B)  +  (Ba;  +  C)-fK(?/— .'r)  =  0     et    y{\'x+W)  +  (B'x  +  C')  +  K'(tj  —  x)  =  0, 

on  voit  par  un  calcul  facile  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante,  pour 
^ue  le  plan  d'une  de  ces  coniques  contienne  le  pôle  du  plan  de  l'autre,  est 
contenue  dans  la  relation  suivante  AC  H-  G  \'  —  2BB'  +  2KK'  =  0,  Par  suite, 
l'équation  du  plan  polaire  (par  rapport  à  la  surface)  du  point  de  l'espace 
dont  les  coordonnées  sont  A',  B',  C,  K'  est 

AC  +  CA'  —  2BB'  +  2KK'  =  0  ; 

et  cette  équation  étant  linéaire  par  rapport  aux  variables,  il  en  résulte  que 
le  système  de  coordonnées  employé  est  simplement  un  système  particulier 
de  coordonnées  tétraédrales. 

10.  Dans  tout  ce  qui  suit,  on  voit  que  j'emploierai  simultaném.ent  deux 
systèmes  de  coordonnées,  dont  l'un  (en  ,v  et  y)  ne  se  rapporte  qu'aux 
courbes  tracées  sur  la  surface,  tandis  que  l'autre  (en  A,  B,  C,  K)  s'étend  à 
tous  les  points  de  l'espace. 

La.  même  équation,  suivant  que  l'on  y  considérera  les  .r,  y  ou  les 
A,  B,  C,  K  comme  les  coordonnées  courantes,  présentera  un  sens  différent. 

11.  Cbercbons  les  coordonnées  rectilignes  d'un  point  (.r,  y)  de  la  sur- 
face. En  désignant  par  X,  Y  les  coordonnées  courantes,  la  conique  suivant 
laquelle  la  surface  est  coupée  par  le  plan  polaire  du  point  (ici  cette  conique 
se  réduit  à  deux  droites)  a  pour  équation 

(\-x){Y-y)=l\-y\-xY  +  xy=:0; 

BJ  l'on  identifie  cette  é(|ualion  avec  Téqualion  (2),  on  en  déduit  les  relations 

A_b-fK_B-K_  C 
1        — X         —y   ~ xy^ 


iVoù  encore 

,.,  A  B  C  K 

(o)  -  = =  — = . 

I  X  +  //       xy       y  —  X 

Ces  formules  serviront  à  trouver  en  coordonnées  rectilignes  l'équation 
d'une  courbe  donnée  en  coordonnées  sur  la  surface,  et  je  ferai,  à  ce  sujet, 
celte  remarque  importante  que  si,  dans  un  invariant  de  la  forme  (A,  B,  C) 
et  d'un  nombre  quelconque  d'autres  formes,  on  remplace  respectivement 
A,  B,  C,  K  par  les  valeurs  données  ci-dessus,  le  résultat  sera  un  covariant 
du  système  composé  de  ces  formes. 

l'2.  En  particulier,  supposons  que  l'équation  d'une  courbe  M  soit  de 
même  degré/;  par  rapport  à  x  et  à  y;  on  sait  que  (n"  5),  dans  ce  cas,  son 
équation  est  homogène  par  rapport  aux  quantités  .r  —  y ,  ^^'-\-y  et  xy;  en 
remplaçant  ces  quantités  par  les  expressions  données,  on  obtiendra  l'équa- 
tion d'une  surface  de  degré  p,  qui  contiendra  la  courbe  et  dont  cette  der- 
nière constituera  l'intersection  complète  avec  la  surface  du  second  degré 
fondamentale  (*)  ;  et  je  ferai  observer  que  cette  équation  sera  un  invarian 
du  système  de  formes  qui  caractérisent  la  courbe. 

Ainsi,  l'équation  d  une  biquadratique  étant 

y-[ax^  +  '2hx  +  c)  +  'ly[hx-  +  'Icx  +  d)  +  cy-  +  2dx  -f-  c  +  h(y  —  x)-  =  0, 

on  pourra  la  mettre  sous  la  forme 

axY  +  ^bxy(x  +  y)  +  c[(y  +  .r)'^  +  tvy]  +  '2d{x  +  y)  +  e-i-k{ij  —  .t)'^  =  0 

d'où  l'on  déduira,  en  employant  le  tableau  (5),  l'équation  en  coordonnées 
rectilignes  d'une  des  surfaces  du  second  degré  qui  contient  la  biqua- 
dratique 

aC-  —  4tBC  -h  c(4B2  +  2AC)  —  4f/BA  +  eS.-  +  AhK'  —  0, 

ou  simplement  E4-2â;K"-=:0,  en  désignant  par  E  l'invariant  fondamental 

dos  formes  (A,  B,  C)  et  {a,  b,  c,  d,  e) 

!,rtC-  —  2/'BC  +  c(2B'^  +  AC)  —  2f/BA  +  |eA'\ 

15.  Si  l'on  élimine  les  variables  >r  et  y  entre  les  équations  (5),  on  obtient 
évidemment  l'équation  en  coordonnées  rectilignes  de  la  surface  du  second 
degré  S.  Cette  équation  est  K-  +  D  =  0,  en  réprésentant,  comme  je  le  forai 

(*)  Voir,  à  ce  sujet,  la  note  de  M.  llaliilien,  môme  (orne,  p.  19. 
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constamment  dans  la  suite  de  ces  recherches,  par  D  l'invariant  AC  —  C-  de 
la  forme  (A,  B,  C). 

III.    —   RECUERCHE    DE    LA    FORME    LA    PLUS    SIMPLE   QUE    l"0N    PEUT    DONNER   A    l'ÉQUATION 

d'dse  gourde;  groupes  de  courbes. 

14.  On  peut,  en  faisant  varier  la  conique  fondamentale,  donner  une 
infinité  de  formes  à  l'équation  d'une  courbe  donnée  M. 

Les  formules  de  transformation  peuvent  évidemment  (sans  nuire  à  leur 
gènéralitéj  être  mises  sous  la  forme 


\  =  x    et    Y: 


7?/+^' 


a;  p,  yetrî  désignant  des  quantités  numériques  ;  en  sorte  que  Ton  dispose  de 
trois  constantes  arbitraires. 

La  chose  la  plus  importante  est  d'ol)tenir  une  équation  de  la  courbe 
donnée  dans  laquelle  entre  le  moins  de  formes  possible. 

A  ce  point  de  vue,  on  voit  facilement  que  l'équation  des  cubiques  gauches 
peut,  d'une  infinité  de  façons,  être  mise  sous  une  forme  qui  ne  contienne 
qu'une  forme  binaire  cubique;  sa  forme  générale  est  en  effet 

{ax^  +  obx-  +  OCX  +rf),  4-  {a'x  +  h'ij)  (y  —  x)  =  0, 

et  l'on  peut,  d'une  infinité  de  manières,  disposer  des  trois  constantes  arbi- 
traires en  sorte  que  a'  et  b'  s'évanouissent. 

L'équation  de  la  biquadratique  peut  (comme  on  le  sait  déjà)  être  mise,  de 
quatre  façons  différentes,  sous  une  forme  où  n'apparaît  qu'un  polynôme  du 
quatrième  degré. 

L'équation  générale  de  la  quartique  gauche,  c'est-à-dire  de  la  courbe  du 
quati  iéme  ordre  par  laquelle  on  ne  peut  faire  passer  qu'une  surface  du 
second  ordre,  est 

(ax*  +  ihx'^  -j-  Oc.r-  -h  Mx  -+-  e)i  +  (a'x-  +  'îb'x  -h  c'){ij  —  x)—  0, 

et  un  calcul  simple  fait  voir  que  l'on  peut,  d'une  seule  façon,  disposer  des 
constantes  arbiti aires  en  sorte  que  a',b'  et  c'  s'évanouissent;  on  peut  donc 
mettre  léquation  de  la  quartique  (et  cela  d'une  seule  manière  bien  dé!er- 
minée)  sous  une  forme  où  n'apparaît  qu'une  seule  forme  biquadratique  ;  ce 
sera  pour  nous  l'équation  réduite  de  la  courbe. 

15.  KtanI  donné  un  système  quelc,on(iue  de  formes,  je  classerai  dans  un 
même  groupe  toutes  les  courbes  dont  ré(jualion  ne  dépend  que  de  ces 
Termes  et  de  leurs  divers  covariants,  ei  je  dirai  que  toutes  ces  courbes  con- 
stituent les  formes  du  groupe. 
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Ainsi  étant  donnée  une  forme  biquadratiqiie  U,  les  courbes  qui  appar- 
tiendront à  son  groupe  seront  toutes  celles  dont  l'équation  renferme  seule- 
ment la  forme  U  elle-même,  son  hcssien  II  et  son  covariant  du  sixième 
degré  J. 

Si  l'on  s'en  tient  aux  courbes  dont  le  degré  ne  dépasse  pas  4,  on  voit 
que  ce  groupe  contient  seulement  des  biquadraliques  et  des  quartiques 
gauches. 

Toutes  les  biquadraliques  du  groupe  forment  un  système  conjugué  par 
rapport  à  un  tétraèdre  fixe  qui  cai'actérise  le  groupe  ;  c'est-à-dire  que  les 
sommets  de  ce  tétraèdre  sont  les  sommets  des  quatre  cônes  qui  contiennent 
chacune  de  ces  courbes.  Les  quartiques  jouissent  de  propriétés  analogues 
par  rapport  à  ce  tétraèdre. 

C'est  le  groupe  dont  je  viens  de  parler  que  je  veux  étudier  d'abord  dans 
la  suite  de  ces  recherches. 


Sur  une  question  de  probabilités  ;  par  M.  E.  Lemoine. 

(Séance  du  8  janvier  1873) 

Une  lige  se  brise  en  trois  morceaux  ;  quelle  est  la  probabilité'  pour  que, 
avec  ces  trois  morceaux ,  on  puisse  former  un  triangle? 

Divisons  la  tige  en  2m  parties  égales,  et  supposons  que  les  trois  morceaux 
contiennent  respectivement  x,  y  et  z  de  ces  parties;  nous  aurons 

Pour  que  le  triangle  soit  possible,  il  faut  qu'on  ait 
a; < y  +  2,    y  <:Z  +  x,    z^x  +  y. 

Éliminante  à  l'aide  de  l'équation  (1),  ces  inégalités  deviennent 

x<^m,     î/<^m,     X  -i-  y^m. 

Cherchons  le  nombre  des  cas  favorables  : 

x  =  0   permet  pour  y  la  valeur    m, 

x=i\    permet  pour  ?/ les  valeurs  ??j,  m  —  1, 


.   x=im  permet  pour  y  les  valeurs  ?«,  m  —  1,  m  —  2,  ...,  0. 
II  y  a  donc  en  tout   i+2+5  +  ... +(m+ 1)  =  ^"^^^^j"^^^^ 


cas 


favorables. 


—  40  — 
Cherchons  le  nombre  des  cas  possibles  : 

x  =  0     permet  pour  î/1  es  Yiilours  2m,  2m  — 1,  ...,  2,  1,  0, 
x=  1      permet  pour  y  les  valeurs  2m  —  i,  ...,  2,   1,  0, 

> 

,T  =  2m  permet  pour  1/  la    valeur   0. 

Il  y  a  donc  en  tout  1  +  2  +  5  +  .  .  +  (2m  +  l)=^ '-^ ■'   cas 

possibles. 

Le  rapport  du  nombre  des  cas  favorables  au  nombres  des  cas  possibles 

(m  +  l)(m  +  2)           ?n+2  .  ,  1 

,-7, TTTEi ^  =  rr7s TT  7  QUI,  pour  7n=:oc,donne  7* 

\ 
Ainsi,  la  probabilité  cliercJtée  est  j» 


est 


S?/r  la  limite  de  transitivité  des  groupes  non  alternés;  par  M,  Casiille  Jordan. 

(Séance  du  8  janvier  1873) 

Vers  l'année  1845,  époque  oùlestravaux  de  M.  Bertrand  ramenèrent  l'at- 
tention de  Gauchy  sur  la  théorie  des  substitutions,  ce  grand  géomètre 
entreprit  sur  ce  sujet  une  longue  suite  de  recherches,  dont  il  a  consigné 
les  résultats  dans  les  Comptes  rendus. 

Le  principal  théorème  qu'il  ait  obtenu  est  le  suivant  : 

Tout  groupe  dont  V ordre  est  divisible  par  un  nombre  premier  p  contientune 
substitution  d'ordre  p. 

L'importance  de  cette  proposition  est  manifeste,  et  l'on  peut  s'étonner 
qu'elle  n'ait  donné  lieu,  jusqu'à  ce  jour,  pour  ainsi  dire  à  aucune  applica- 
tion. Mais  le  théorème  de  Cauchy  vient  enfin  d'être  complété  et  généralisé, 
delà  manière  la  plus  heureuse,  par  un  géomètre  norwégien,  M.  Sylow.  Il 
vient  en  effet  de  formuler  le  théorème  suivant  {Mathematische  Annalen, 
t.V): 

Soit  G  iLH  groupe  dont  l'ordre  0  soit  divisible  par  ;>" ,  saiis  têtre  par  p"-*-^  ; 
il  contiendra  des  groupes  d'ordre  p" .  Ces  groupes  H,  H',...  sero7it  tous  sem- 
hlahles,  et  seront  les  transfor^nés  de  Vun  (pœlconque  d'entre  eur,  II,  par  les 
suhslituti(ms  de  G.  Enfin,  leur  nombre  sera  un  entier  de  la  forme  np-\-\. 
Enfin  l'on  aura  0  =  p''v  {np -+- i) ,  //v  étant  l'ordre  du  groupe  I  formé  par 
celles  des  substitutio7is  de  G  qui  sont  permutables  h  H. 

Cette  proposition  mérite  assurément  par  sa  simplicité,  sa  netteté  et  sa 
généralité,  d'être  considérée  comme  fondamentale  ;  et  nous  ne  doutons  pas 
qu'elle  ne  donne  lieu  à  d'importantes  conséquences. 


Nous  en  faisons,  dans  lo  mémoire  ci-joint,  une  première  applica- 
tion à  la  recherche  de  la  limite  de  Iransitivité  des  groupes  de  substi- 
tutions. 

On  sait  que  M.  Emile  Mathieu  a  montré  le  premier  qu'il  existe  une  sorte 

de  fossé  entre  le  groupe  alterné  et  les  autres  groupes  de  substitutions, 

n     , 
ceux  ci  ne  pouvant  être  plus  de  ^  fois  transitifs  {n  étant  le  nombre  des  let- 

très),  tandis  que  le  groupe   alterné  l'est  w — 1  fois.  Mais  cette  limite  -x, 

assignée  à  la  transitivité  des  groupes  qui  ne  contiennent  pas  le  groupe  al- 
terné, est  beaucoup  trop  élevée.  11  est  donc  intéressant  de  la  resserrer  le 
plus  possible;  et  si  même  on  parvenait  à  démontrer  que  la  véritable  limite 
est  une  constante  indépendante  de  n,  on  aurait  atteint  un  résultat  des  plus 
importants. 

*  Malheureusement  cette  question  paraît  d'une  extrême  difficulté;  et  nous 
avons  dû  recourir  à  des  considérations  très-compliquées  pour  arriver  à 
réduire  notablement  la  limite  de  M.  Mathieu  {Traité  des  Substitutions, 
n"^  99  à  113). 

Or,  le  théorème  de  M.  Sylow  permet  d'établir  avec  une  grande  facilité  les 
deux  théorèmes  suivants  : 

Théouème  I.  —  Soit  p  un  nombre  premier  impair.  Un  groupe  de  degré 
p-\-k  ne  pourra  être  plus  de  k  fois  transitif,  si  k  >>  2,  à  7noins  de  contenir  le 
groupe  alterné. 

Théorème  11.  —  Un  groupe  de  degré  'ip  +  k  {p  étant  premier  et  >>  5)  ne 
pourra  être  plus  de  k  fois  transitif,  à  moins  de  contenir  le  groupe  alterné  : 
1"  Si  A:>>2,  lorsque  p  est  de  la  forme  on —  1  ;  'iî°  si  k'^ù,  lorsque  p  est  de 
la  forme  7m  -f- 1 . 

Le  théorème  suivant,  beaucoup  plus  difficile  à  démontrer,  et  d'une  u!i- 
lité  moins  fréquente,  mérite  néanmoins  d'être  signalé  à  cause  de  sa  géné- 
ralité : 

Théorème  111.  —  Soient  p  un  nombre  premier  impair,  q  un  entier  premier 

à  p  et  contenu  entre  p"'  et  /j'"+'.  Un  groupe  de  degré  p^q-\-k  ne  pourra  être 

plus  de  k  fois  transitif,  si  l'im  des  trois  systèmes  de  conditions  ci  dessous  nest 

lofic  /,■ 
pas  satisfait  :  1  "  A;  <<  5  ;  2"  k  <  a  ;  H"  m  -\-n>  k  —  r-^ —  S- 

log2 

On  remarquera  que  ce  système  de  conditions  est  entièrement  indépen- 
dant de  p. 

Cette  troisième  condition  peut  être  remplacée  par  la  suivante,  qui  don- 
nera parfois  une  limite  plus  resserrée,  ^-^r -ho,  ?•  étant  le  plus  petit 
nombre  premier  supérieur  à  m-\-n-\-i. 

On  voit  immédiatement  comment  ces  Ihéprèmes  peuvent  être  appliqués. 
Cherchons,  par  exemple,  combien  de  fois  un  groupe  de  degré  100  peut  être 
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trnnsilif.  Lopins  grand  nombre  premier  inférieur  à  100  —  2  est  97.  Utili- 
sant le  théorème  1,  pour;;  =  97,  on  voit  que  le  groupe  de  degré;; +  3  =  400 
ne  peut  être  plus  de  o  fois  transitif. 

Le  plus  grand  nombre  premier  p,  lel  que  2;j<<400  —  5  est  47.  Appli- 
quant à  ce  nombre  le  théorème  II,  on  verrait  que  le  groupe  de  degré 
100  =  2;; H-  6  ne  peut  être  plus  de  6  fois  transitif.  On  voit  que,  dans  ce  cas 
parliculier,  c'est  le  théorème  1  qui  mérite  la  préférence;  mais  il  n'en  sera 
pas  toujours  ainsi. 

Les  nouvelles  limites  de  transitivité  que  nous  venons  d'indiquer  sont 
très-préférables  à  celles  que  nous  avons  données  dans  notre  Traite.  Non- 
seulement  elles  sont  plus  resserrées  (*)  (ce  qu'il  serait  peut-être  difficile  de 
démontrer,  vu  le  peu  de  notions  que  l'on  a  sur  la  loi  de  succession  des 
nombres  premiers),  mais  en  outre  ces  nouvelles  limites,  au  lieu  d'être, 
comme  les  précédentes,  des  fonctions  croissant  régulièrement  avec  n,  dé- 
pendent de  la  nature  arithmétique  de  ce  nombre,  plutôt  que  de  sa  gran* 
deur  absolue.  11  est  donc  vraisemblable  qu'elles  sont  plus  conformes  à  la 
réalité. 

I 

1.  Théorème  I.  —  Soit  p  vn  nombre  premier  impair.  Un  groupe  de  degré 
p  -+-  k  ne  pourra  être  plus  de  k  fois  transitif,  si  A-  >>  2  à  moins  de  contenir  le 
groupe  alterné. 

Soit  Cj  un  groupe  de  degré  p  +  k  et  plus  de  k  fois  transitif.  Le  groupe  G 
formé  par  celles  de  ses  substitutions  qui  ne  déplacent  que  p  lettres  données 
Op...,  flp  sera  transitif,  et  contiendra  une  substitution  circulaire  d'ordre jt>. 
Les  puissances  de  cette  substitution  S  formeront  un  groupe  H  d'ordre  p. 
Soient  1  le  gi'oupe  formé  par  celles  des  substitutions  de  G  qui  sont  permu- 
tables à  H,  ii=pj  son  ordre  :  I  étant  contenu  dans  le  groupe  K,  d'ordre 
pip — 1),  formé  par  toutes  les  substitutions  entre  les  lettres  «i,...,ap  qui 
sont  permutables  à  II,  v  divisera  p  —  1  ;  enfin  l'ordre  0  de  G  sera  égal  à 
il  [np  -h  1),  d'après  le  théorème  de  M.  Sylow  ;  on  aura  donc 

0=^0  mod;j-. 

Soient  maintenant  r,  //  deux  autres  lellres  quelconques  parmi  celles  qui 
fignrent  dans  le  groupe  Cj;  G,  le  groupe  au  moins  trois  fois  transitif  formé 
par  celles  des  substitutions  de  C^  qui  ne  déplacent  que  les  lettres 
«,,...,£/,„./,//;  0,  =  0  (y;-f-1){/;-4-!2)  sou  ordre;  U  le  groupe  formé  par 


(*)  D'après  ces  aiicicmies  fonmilcs,  un  grouiie  de  do.i^r,'  100  pourrait  être  10  l'ois  tran- 
sit i  t. 
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celles  clos  substitutions  de  G,  qui  sont  permutables  à  II;  il,  son  ordre  :  on 
aura,  toujours  d'après  le  tbéorème  do  M.  Sylow, 

(1)  n2  =  02  =  20  =  2n  mod}f-. 

Or  Q.,  est  un  multiple  de  il,  car  I,  coiilient  I.  Soit  donc  il,  =  rii  ;  il  étant 
divisible  par  p,  mais  non  pary>%  la  relation  (l)  donnera 

(2)  r  =  2  mod;;. 

D'ailleurs,  les  substilulions  de  il,,  étant  permutables  à  II,  permuteront 
exclusivement  entre  elles  les  deux  lettres  x,  y  que  II  no  dêploco  pas. 
Elles  seront  donc  toutes  de  la  forme  Âj  ou  de  la  forme  k^[xy).  Ai,...,  Aj,... 
désignant  les  diverses  substitutions  du  groupe  K,  et  {xy)  une  transposition 
opérée  sur  les  lettres  x,y.  Si  toutes  les  substitutions  de  I2  étaient  de  la 
forme  Aj,  elles  appartiendraient  à  l  ;  on  aurait  donc  il,  =  ii,  d'où  r=l, 
résultat  incompatible  avec  la  relation  (2).  Donc  l^  contiendra  au  moins  une 
substitution  de  la  furme  A^{xy),  et  l'on  aura  r  =  2. 

Soit  maintenant  J  le  groupe  formé  par  celles  des  substitutions  de  C^  qui 
sont  permutables  à  H,  tout  en  permutant  exclusivement  entre  elles  les  let- 
tres fli,  ...,  a^;  ce  groupe  contiendra  évidemment  L;  donc  il  contiendra  la 
substitution  Ap(.r?/].  On  voit  de  même  qu'il  coi\tiendra  une  substitution 
Aç,'(.ri),  z  étant  une  nouvelle  lettre  quelconque,  autre  que  n^,...,  a^,  x,  y. 

Cela  posé,  K  résulte  de  la  combinaison  du  groupe  11,  formé  des  puissances 
de  S,  avec  les  puissances  d'une  certaine  substitution  circulaire  B,  d'ordre 
p  —  l,  qui  lui  est  permutable.  Donc  A^  sera  de  la  forme  S''B%etde  même 
Aj'  sera  de  la  forme  S'B'* .  Le  groupe  J,  contenant  évidemment  la  substi- 
tution S,  et  contenant  d'autre  part  Aj(.r^)  =  S''i3'°(j^?/),  contiendra  B'(jv/);  de 
même  il  contiendra  B^  {xz)  ;  il  contiendra  donc  la  substitution 

[B'^ {xy)]-^ {\^{xz)]-^li^ [xy]  ^^'(xz)  =  {xy)- ^(xz)- \xy)[xz)  =  {xzy), 

laquelle  est  circulaire  ternaire.  Le  groupe  Ç  contiendra  a  fortiori  celte  sub- 
stitution, et  comme  il  est  plus  de  trois  fois  transitif,  il  contiendra  le  groupe 
alterné. 

2.  Théorème  II.  —  Soit  p  un  nombre  premier  impair  >•  3.  Un  groupe  &  de 
degré  'Ip  +  k  ne  pourra  être  plus  de  k  fois  transitif,  à  moins  de  contenir  le 
groupe  alterné  :  1"  Si  /»;  >■  2 ,  lorsque  p  est  de  la  forme  5n  —  1  ;  !2"  si  k  >»  5, 
lorsque  p  =  7yn  -\-  1 . 

En  elïet,  le  groupe  G,  formé  de  celles  des  substitutions  do  Cj  qui  ne  dé- 
placent que  ^p  lettres  données  a^,...,  a^,  b^,...,  bp,  sera  transitif,  par  hypo- 
tbèse.  Donc  son  ordre  sera  divisible  par  jj;  s'il  l'était  par p^  le  grouper 
d'ordre  'ip  fois  moindre,  formé  par  celles  dos  substitutions  de  G  qui  ne  dé- 
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placent  que  les  2;^-^  i  lettres  a^,...,  bp,  aurait  son  ordre  divisible  par  ;j;  il 
coiiliendrail  donc  une  substitution  d'ordre;)  qui  ne  pourrait  être  que  circu- 
laire; et  G,  contenant  cette  substitution,  serait  y; -t-  1  fois  Iransitif  (Note  G 
de  notre  Traité  des  Substitutions)  ;  donc  G  contiendrait  le  groupe  alterné 
el,  par  suite,  contiendrait  une  substitution  circulaire  de  trois  lettres  ;  le 
groupe  C^  contenant  a  fortiori  cette  substitution,  étant  d'ailleurs  plus  de 
trois  fois  transitif,  contiendrait  le  groupe  alterné,. 

Supposons  au  contraire  que  l'ordre  de  G  ne  soit  divisible  qu'une  fois  par 
p;  il  contiendra  une  substitution  d'ordre  j)  à  deux  cycles 

S={ai...ap){bi...bp), 

ses  puissances  formeront  un  groupe  H  d'ordre  p.  Soient,  comme  tout  à 
l'heure,  1  le  groupe  formé  par  celles  des  substitutions  de  G  qui  sont  pern.u- 
tables  à  H  ;  K  le  groupe  formé  par  toutes  les  substitutions  possibles  permu- 
tables à  II,  et  ne  déplaçant  que  les  lettres  ai,...,  bp.  Soient  de  plus  x,  y  deux 
lettres  nouvelles  quelconques,  prises  parmi  celles  de  d.  On  voit,  comme  au 
théorème  I,  que  le  groupe  J,  formé  par  celles  des  substitutions  de  G  qui  sont 
permutables  à  H,  tout  en  permutant  exclusivement  entre  elles  les  lettres 
«1,  ...  bp,  contient  une  substitution  de  la  forme  Af(.rî/),  Aj,  étant  une  substi- 
tution de  K.  On  voit  de  môme  que  J  contiendra  des  substitutions  A^'  {jcz-),  ..., 
2,...  étant  les  autres  lettres  qui  figurent  dans  (|. 

En  combinant  ensemble  ces  substitutions,  on  obtiendra  des  substitutions 
contenues  dans  3,  et  permutant  de  toutes  les  manières  possibles  les  lettres 
x,y,z,u,.... 

Les  substitutions  de  0  étant  donc  représentées  par  Ai©!,  S^_&.,,...,  où 
A^,A^,...,  sont  des  substitutions  de  K,  el  &^,  ©.,,...  des  substitutions  qui 
permutent  ensemble  les  lettres  T,y,z,...,  ces  dernières  substitutions  for- 
meront un  groupe  ©  contenant  toutes  les  substitutions  possibles  entre 
x,y,z,.... 

3.  Cela  posé,  les  substitutions  de  K,  étant  permutables  à  11,  remplace- 
ront les  lettres  d'un  même  cycle  de  S  par  celles  d'un  même  cycle;  elles  se- 
ront donc  de  la  forme  1)  ou  de  la  forme  Cl),  C  étant  la  substitution  qui 
remplace  respectivement  «!,...,«,)  par  />i,...,  bp  et  réciproquement,  et  Dune 
nouvelle  substitution  permutable  à  II,  mais  ne  déplaçant  plus  les  deux  cy- 
cles de  S.  La  substitution  1)  transformera  d'ailleurs  S  en  une  de  ses  puis- 
sances que  l'on  jiourra  désigner  ])ar  S''\  y  étant  une  lacine  jjrimitive  de;>. 
Or  il  existe  une  substitution  B  d'ordre;;  —  1,  à  deux  cycles,  qui  iransTorme 
S  en  S'';  (iii  aura  donc  D^rB'^D',  D'  étant  une  nouvelle  substitution,  de 
même  lurme  que  1),  mais  échangeable  à  S.  H  est  claii'  que  D'  devra  être  de 
la  forme  S'i'S|^*,  Sj  et  Sj  désignant  les  deux  substitutions  circulaires  par- 
tielles (r/,..  a,,)  et  ^b^...  bp). 


Donc  les  substitutions  de  K  seront  de  la  forme  C'^B^S,'S"'-,  les  indices 
7,  p,  «1,  «2  variant  respectivement  de  0  à  1,  de  0  à  p  —  2,  et  les  deux  der- 
niers de  0  à  p  —  1 .  L'ordre  de  K  sera  par  suite  égal  à  2  (;;  —  1);;^ 

A.  Soit  maintenant  j^=3n  —  i.  L'ordre  de  K  sera  premier  à  5,  et,  par 
suite,  l'ordre  de  chacune  de  ses  substitutions  sera  premier  à  o.  Mais  on  a 
vu  que  J  contient  une  substitution  T  de  la  forme  A  iryz),  A  étant  une  sub- 
stitution de  K.  Soitw  l'ordre  de  A;  J  contiendra  la  substitution  T"={xijzy\ 
laquelle  ne  se  réduit  pas  à  l'unité,  &j  étant  premier  à  o. 

Donc  J,  et  a  fortiori  (|,  contient  une  substitution  circulaire  ternaire  ;  et 
comme  (j  est  plus  de  trois  fois  transitif,  il  contiendra  le  groupe  alterné. 

5.  Soit  au  contraire  p  =  '5n-h\.  Le  groupe  J',  formé  par  celles  des  sub- 
stitutions A',©',,  A'„02,...  du  groupe  J  dont  les  premiers  facteurs  sont  de  la 
forme  D,  contiendra  évidemment  la  moitié  ou  la  totalité  des  substitutions  de 
J.  A  fortiori,  le  groupe  ©'  formé  par  les  substitutions  partielles  ©',,  ©1,... 
contiendra  au  moins  la  moitié  des  \.'2...k  substitutions  de  ©.  Donc  il  con- 
tiendra le  groupe  alterné,  et  en  particulier  les  deux  substitutions  circulaires 
ternaives  xijz,  xiju.  Donc  J'  contiendra  deux  substitutions  telles  que 

A',{xyz),    K{xyu). 

et  par  suite  la  substitution 

[K{^yz)]-'[K{xyu)]-^[k,{xyz)][K{xyti)]  =  M^^y), 
en  posant 

,ao  =  A;-iA.;-iA;A:. 

Or  A',,  h',  sont  de  la  forme  P/S'^'S"-  ;  Sj  et  S^  étant  échangeables  entre  elles, 
et  B  les  transformant  respectivement  en  Sf,  S^,  J\û  se  réduira  à  la  forme 
S^'Sg-  et  sera  d'ordre  p.  Cela  posé,  3'  contiendra  la  substitution  circulaire 
ternaire 

[M^xuy)]P  =  (xuy)P, 

et  Ç,  qui  la  contient  a  fortiori  et  qui  est  plus  de  trois  fois  transitif,  con- 
tiendra le  groupe  alterné. 

Il 

6.  Nous  allons  déduire  des  mêmes  principes  un  nouveau  théorème,  plus 
étendu  que  les  précédents.  Mais  auparavant  il  sera  bon  de  reprendre  la  dé- 
monstration d'une  proposition  auxiliaire  que  nous  avons  établie  ailleurs 
dans  ce  qu'elle  a  de  plus  essentiel  {Traité  des  substitutions,  59 i),  mais  par 
des  voies  indirectes  et  sous  un  énoncé  qui  ne  serait  pas  commode  dans  la 
question  actuelle.  Les  développements  dans  lesquels  nous  allons  entrer,  et 
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les  définitions  qui  leur  servent  de  base,  nous  semblent  d'ailleuis  de  nature 
à  simplifier  notablement  la  démonstration  de  plusieurs  propositions  impor- 
tantes. 

7.  Définitions.  —  Deux  substitutions  s  et  t,  permutables  à  un  groupe  II, 
sont  dites  congrues  sniva7it  le  groupe  II,  si  l'on  a  une  égalité  de  la  forme 

s  =  th. 

h  étant  une  substitution  de  H. 

On  peut  exprimer  cette  relation  par  une  formule  analogue  à  celle  des 
congruences  ordinaires 

s^t  modll. 
On  peut  nmltiplier  deux  congruences  membre  à  membre.  Soit  en  elfet 

s  ^  t  mod  H  =  th , 
s' EE  V  mod  H  =  i'h', 

on  aura 

ss'  —  tht'h'  =  tt't'-^hl']i\ 

et  comme  t'-^lu'  appartient  à  II,  par  hypothèse, 

ss'  ^z  il'  mod  II. 

On  dira  qu'une  suite  de  substitutions  Sj,  Sj,  ...  (toutes  permutables  à  un 
même  groupe  II)  forme  un  groupe  suivant  le  module  H,  si  l'on  a  pour  toutes 
valeurs  de  a  et  de  |3  une  relation  de  la  forme 

SaS^^Sv  mod  H. 

Vonlrc  de  ce  groupe  sera  le  nombre  des  substitutions  diverses,  incon- 
grues suivant  le  module  H,  (ju'il  contient. 

Soit  G  le  groupe  dérivé  des  substitutions  Si,  s^,  ...,  lorsqu'on  les  combine 

Q 

entre  elles  à  la  manière  ordinaire.  Nous  désignerons  par  j-  le  groupe  formé 

par  CCS  mêmes  substitutions  suivant  le  module  H.  11  est  aisé  de  voir  que 

l'ordre  de  G  est  égal  au  produit  de  l'ordre  0  de  ..  par  l'ordre  Li  du  groupe  1 

formé  des  substitutions  communes  à  G  et  à  II. 

Iji  effet,  soit  .s  une  quelconque  des  0  substitutions  de  jj-,  et  soient  i,  t, 

l',  ...  les  subhlitutidns  de  1  ;  G  contiendra  ii  substitutions  s,  st,  si',  ...  con- 
grues à  .s-  mod II,  mais  il  n'en  contiendra  pas  davantage;  car  s'il  en  con- 
tenait une  su,  il  contiendrait  u,  laquelle  étant  congrue  ù  1  mod  II  serait 
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aussi  contenue  dans  H,  quoique  n'appartenant  pas  à  I,  ce  qui  est  contraire 
à  la  définition  de  ce  groupe. 

On  peut  transporter  aux  substitutions  et  aux  groupes  pris  suivant  le  mo- 
dule Il  toutes  les  définitions  principales  relatives  aux  groupes  ordinaires. 
Ainsi  deux  substitutions  S,  T  seront  échangeables  si  l'on  a  ST^TS.  Une 
substitution  T  sera  permutable  à  un  groupe  (S^,  S,,  ...)  si  l'on  a  pour  toute 
valeur  de  a  une  relation  de  la  forme 

T-iS^TeeS^. 

Cette  relation  s'exprimera  en  langage  ordinaire  en  disant  que  Si  est  la 

transformée  de  S,,,  par  T  (suivant  le  module  H). 

G  G' 

Un  groupe  vr-  sera  isomorphe  ù  un  autre  groupe  777-,  si  l'on  peut  faire 

r 

correspondre  aux  diverses  subslilutions  de  p-  (incongrues  suivant  le  mo- 

G' 
dule  H)  les  diverses  substitutions  de  yû  (incongrues  suivant  le  module  H'j, 

G' 
de  telle  sorte  qu'à  chaque  substitution  de  —,  corresponde  une  seule  sub- 

r 

slilution  de  „,  et  qu'au  produit  de  deux  substitutions  corresponde  le  pro- 
duit de  leurs  correspondantes.  L'isomorphisme  sera  dit  mériédrique  si,  à 

G  G' 

une  même  subslitution  de  ^,  correspondent  plusieurs  substitutions  de  ^r,. 

8.  Soit  maintenant  G  un  groupe  d'ordre  0,  ayant  pour  facteurs  de  com- 
position Vj,  V.,, ...;  il  existera  par  définition  une  suite  de  groupes  G,  GijG,,  ..., 

avant  respectivement  pour  ordres  0, —,  — ,  ..,,  tels  que   chacun  d'eux 

"•'1       ''i^2 

soit  contenu  dans  le  précédent  et  permutable  à  ses  substitutions,  mais  ne 
soit  contenu  dans  aucun  groupe  plus  général  jouissant  de  cette  double 
propriété. 

Soient  1,  (/i,  (/^,  ...  les  —  substitutions  de  Gj;  on  sait  que  les  0  sul  sti- 
"■'1 
tutions  de  G  seront  données  par  le  tableau 


1 

<Ji 

9'i 

il 

QfJi 

gg'i 

9' 

il'ili 

il'OÏ 

7,  g',  ...  étant  des  substitutions  en  nombre  Vi,  toutes  incongrues  suivant  le 
module  G^.  Donc  le  îtroupe  p^-  contiendra  -j^  substitutions  distinctes  1,  g, 
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<;',  ...  iiiodG,,  correspondant  respectivement  à  celles  de  G  qui  forment  les 

Q 

diverses  lignes  du  tableau  ci-dessus.  De  même  ~  aura  pour  ordre  Vj,  etc. 

G     G 
Nous  dirons  que  les  groupes  -^,  ^S  ...  sont  les  groupes  composants  de 

Uj    Go 

G,  respectivement  afférents  aux  facteurs  de  composition  v,,  vg,  ...;  et  nous 

dirons  encore  que  les  groupes  Gj,  Go,  ...  se  déduisent  de  G  par  la  suppression 

successive  des  groupes  composants  k-,  ~,  ••.. 

9.  Ces  définitions  posées,  soit  G  un  groupe  non  transitif,  groupons  ses 
lettres  en  classes  en  réunissant  ensemble  celles  que  G  permute  entre  elles. 
Les  substitutions  de  G  seront  de  la  forme  : 

s,  =  (iibiCi ...,  Sj  =  ajbaC, ...,  ..., 

fli.a,,...  étant  des  substitutions  opérées  entre  les  lettres  delà  première  classe, 

fci,  t,,  ...  des  substitutions  opérées  entre  celles  de  la  seconde  classe,  etc. 

Soient  respectivement  A,  B,  ...  les  groupes  formés  par  les  substitutions 

partielles  a,,  a^,  ...;  h^,  b^,  ...;  ....  Soient  enfin  Vj  le  premier  facteur  de 

A 
composition  de  A;  —  le  groupe  afférent  à  ce  facteur;  Gj  le  groupe  formé 

par  celles  des  substitutions  de  G 

dont  les  premiers  facteurs  a>,,  ...  appartiennent  à  Ai;  Bj  le  groupe  formé 
par  les  seconds  facteurs  bi,  ...;  etc.  Le  groupe  B^  sera  évidemment  permu- 
table aux  substitutions  de  B,  et,  s'il  n'en  contient  qu'une  partie,  les  deux 

groupes  T-  et  77-  seront  isomorphes  sans  mériédrie. 
Al       t'i 

En  effet,  aux  diverses  substitutions  Si,S2v  de  G  correspondent  des  substi- 

A        B 

tut  ions  a^a^.  •••>  Pn  Psî  •••  ^^^"s  chacun  des  groupes  -r-  et  p-,  ce  qui  établit 

Aj        bj 

une  correspondance  entre  les  substitutions  de  ces  deux  groupes.  11  reste  à 

A 
prouver  que  cette  correspondance  est  telle  que  diaqiie  i-ubsiitulion  de— 

Al 

correspond  à  une  seule  substitution  de  =^,  et  réciproquement. 

"i 
Supposons  d'abord  que  l'on  put  avoii'  «lEZa^  modAi,  sans  avoir  en 
môme  temps  Pi^^p^  mod  Bj.  La  substitution  t^^s^sf^  =  a^b.^  ...  aurait 

pour  corres[)ondanle  dans  —  la   substitution  «ja-'sEi;  donc  a^  appar- 

Ai 
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licadrait  à  Ai;  mais  ^  aurait  pour  correspondante  dans    -  la  substitution 

/3jj6-',  laquelle  diffère  de  1  modB^;  donc  b^  n'appartiendrait  pas  à  Bj,  ce 
qui  est  (contraire  à  la  définition  de  ce  groupe. 

Supposons  au  coniraire  que  l'on  eût  /3i  ^p^niid  Bj  et  «^^  a,  modAi  ; 

t  aurait  pour  corrospondanle  l'unilé  dans  tt-,  et  une  substitution  «ç  autre 

que  l'unité  dans  — -•  Cela  posé,  G  contient  le  groupe  dérivé  des  transfor- 
raées  Si-~Hsi,sfHs,,  ...  de  t  par  les  substitutions  de  G.  A  ces  transformées 
et  à  leurs  dérivées  correspondraient  dans  ,-  la  sul)stitutionl,  et  dans—  les 

lil  Al 

substitutions  a^-^ajai,  (/.^^^a^a^,  ...  et  leurs  dérivées.  Ces  dernières  substi- 

A 

tutions  reproduisent  tout  le  groupe  -p'  Supposons  en  effet  qu'elles  formas- 

sent  un  groupe  moindre  \-  d'ordre  -/^Vj.  Ce  groupe  serait  évidemment 
Al 

permutable  aux  substitutions  a^,  «o,  ...  Le  groupe  J\j,  formé  par  celles 

des  substitutions  de  A  dont  les  correspondantes  appartiennent  à  —  serait 

Al 

évidemment  contenu  dans  A  et  ])ermutable  à  ses  substitutions.  D'ailleurs, 

il  serait  plus  général  que  A,,  groupe  formé  par  les  substitutions  de  A  qui 

ont  pour  correspondante  l'unité.  Ce  résultat  est  contraire  aux  propriétés 

caractéristiques  par  lesquelles  nous  avons  défini  Aj. 

\ 

Soit  donc  a^  une  substitution  quelconque  de  --;  G  contiendra  une  substi- 

A  B 

tution  u^  avant  respectivement  pour  correspondantes  dans  —    et  dans   ^ 

Al  Bi 

les  substitutions  x,  et  1.  Mais,  d'autre  part,  Bi  ne  contenant  par  hypothèse 

qu'une  portion  des  substitutions  de  B,  G  contiendra  une  substitution  v 

P 
ayant  pour  correspondante  dans  --  une  substitution  p.,  différente  de  l'u- 

nitè;  soit  a,  sa  correspondante  dans  -r-  ;  G  contiendra  viC^  =  a-b-...,   à 

Al 

A  B 

laquelle  correspondent,  dans  j-  l'unité,  dans  yr-,  p^,  qui  diffère  de  l'unité; 

Al  Bi 

résultat  absurde,  car  il  faudrait  pour  cela  que  a-  appartint  à  Ai,  sans  que 

b-  appartint  à  Bi,  ce  qui  est  contraire  à  la  définition  de  ce  dernier  groupe. 

Le  groupe  Bi  étant  encore  supposé  ■<B,  le  groupe  —,  qui  est  isomor- 

plie  sans  mériédrie,  comme  nous  venons  de  le  voir,  au  groupe  simple 
I  •  4 
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A  n 

j~,  sera  lui-môme  simple,  et  tt-  sera  le  premier  groupe  composant  de  B. 
Al  oi 

Eu  effol,  s'il  en  était  autrement,  il  existerait  un  groupe  B'  plus  général 

que  Bj,  contenu  dansB  et  permutable  à  ses  substitutions.  Les  substitutions 

B  B' 

correspondantes   du    groupe  ^r-  formeraient  évidemment  un  groupe  ^, 

contenu  dans  ^  et  permutable  à  ses  substitutions  ;  cela  est  impossible, 
Bi 

^  étant  simple. 
Bi 

10.  On  déduit  de  ce  qui  précède  la  conséquence  suivante,  qui  est  fort 

utile  : 

Si  l'un  des  groupes  composants  du  groupe  B,  par  exemple,  n'est  isomorphe 
à  aucun  des  groupes  composants  des  autres  groupes  A,  C,  ...,  G  contiendra 
un  groupe  ne  déplaçant  que  les  lettres  de  B,  et  dans  la  composition  duquel 
figurera  encore  le  groupe  en  question. 

En  effet,  nous  avons  vu  que  G  contient  le  groupe  Gj,  et  que  les  groupes 

partiels  ky,  Bj,  Ci,  ...  relatifs  à  ce  groupe  ne  pourront  différer  des  groupes 

analogues  A,  B,  C,...  que  par  la  suppression  de  groupes  composants  iso- 

A  A 

morphes  à  —  •  Soit  — ^  le  second  groupe  composant  de  A;  on  verra  de 
Al  Aj 

même  que  GiConlienlun  groupe  G.^,  tel  que  les  groupes  partiels  A,,  B2,C2, ... 

qui  y  sont  relatifs  ne  diffèrent  de  Ai,  Bi,  Ci,  ...  que  par  la  perte  de  grou- 

pas  composants  isomorpbes  à  ~.   Continuant  ainsi ,   on  arrivera   à   un 

Aj 

gronpe  G'  dont  les  substitutions  ne  déplacent  plus  les  lettres  de  la  classe  A. 
Soient  B',  C,  ...  les  groupes  partiels  formés  par  les  déplacements  que  II 
fait  subir  aux  lettres  des  autres  classes  ;  ces  groupes  conserveront  encore 
tous  ceux  des  groupes  composants  de  B,  C,  ...  qui  ne  sont  pas  isomorphes 
à  ceux  de  A. 

De  G'  on  déduira  de  même  un  groupe  G",  dont  les  substitutions  ne  dé- 
placent plus  les  leltres  de  C,  et  ainsi  de  suite.  On  arrivera  enfin  à  un 
groupe  '0  dont  les  substitutions  ne  déplacent  plus  que  les  lettres  de  B  ;  et 
ce  groupe  retiendra  toujours  ceux  des  groupes  composants  de  B  qui  ne 
sont  pas  isomorphes  à  ceux  de  A,  C,  .... 

m 

1 1 .  riiKOHKMi:  111.  - —  Soit  p  un  nombre  premier  impair,  q  un  nombre  quel- 
conque premier  à  p  et  com}>ris  entre  p"  et  //'  '  '.  /,'//,  groupe  C?  de  degré 
p"'q  -h  A  ne  pourra  être  plus  de  k  fois  lr(tnsillfsaiis  contenir  le  groujte  alterné, 
(I  inum.'i  (pi' une  dex  trois  conditions  ci-dessous  ne  soit  satisfaite  :  i"/i<^5; 


2"  k  <  q;  5»  le  groupe  linéaire  de  degré  jy-^'^  contient  un  groupe  admettant 
parmi  ses  groupes  composants  un  groupe  isomorphe  au  groupe  tlterné  de 
degré  k. 

12.  Démonstration.  —  Supposons  qu'aucune  des  conditions  ci-dessus  ne 
soit  satisfaite.  Considérons  7J"'fy  lettres  quelconques  a,  b,  ...  parmi  celles 
de  (^  ;  celles  des  substitutions  de  (^  qui  ne  déplacent  que  ces  lettres  for- 
ment un  groupe  transitif  G.  Soient  0  l'ordre  de  G;  p'  la  plus  haute  puissance 
de  p  par  laquelle  0  est  divisible.  D'après  le  théorème  de  M.  Sylow,  G  con- 
tiendra un  groupe  H  d'ordre  p'^. 

Groupons  les  lettres  de  G  en  classes,  en  réunissant  entre  elles  celles  de 
ces  lettres  que  les  substitutions  de  H  permutent  entre  elles. 

Le  nombre  des  lettres  de  chaque  classe  sera  une  puissance  de  p  au  moins 
égale  à  p"'.  Considérons  en  effet  une  lettre  quelconque  a,  et  soit  r  le  nombre 
des  lettres  de  sa  classe  :  l'ordre  de  H  sera  évidemment  égal  à  rs,  s  étant 
l'ordre  du  groupe  H'  formé  pai'  celles  des  substitutions  de  II  qui  ne  dépla- 
cent pas  a.  Or  l'ordre  de  II  est  une  puissance  de  p  ;  donc  r  et  s  sont  des 
puissances  de  p.  D'ailleurs,  H'  est  contenu  dans  le  groupe  G',  formé  par 
celles  des  substitutions  de  G  qui  ne  déplacent  pas  a;  0',  ordre  de  G',  est 

égal  à  -— ,  et  par  suite  ne  contient];  qu'à  la  puissance  /  —  m;  s,  ordre  de 

p' 
ir,  divisant  0',  sera  au  plus  égal  àp'-'";  donc  ?-=-  sera  au  moins  égal 

à  ;/". 

Le  nombre  total  des  lettres  de  G  étant  p^q,  et  chaque  classe  en  conte- 
nant au  moins  p^,  le  nombre  des  classes  sera  au  plus  égal  à  q. 

15.  Cela  posé,  soit  J  le  groupe  formé  par  celles  des  substitutions  de  6 
qui  sont  pernuitables  à  H  et  qui  permutent  exclusivement  entre  elles  les 
lettres  a,  b,  ...  d'une  part,  et  les  k  lettres  restantes  x,  y,  ....  d'autre  part. 
Ces  substitutions  seront  de  la  forme 

Aj,  A2,  ...  étant  des  substitutions  entre  les  lettres  a,  b,  ...,  lesquelles  de- 
vront être  permutables  à  H,  et  &^,  ©,,  ...  des  substitutions  entre  les  lettres 
x,y, ....  On  verra,  comme  au  théorème  précédent,  que  le  groupe  0,  formé 
des  substitutions  ©i,  0,,  ...,  contiendra  toutes  les  substitutions  possibles 
entre  les  lettres  oc,  y,  .... 

Ce  point  établi,  chacune  des  substitutions  Aj,  A.2,  ...  étant  permutable 
à  II,  devra  remplacer  les  lettres  d'une  même  classe,  lesquelles  sont  permu- 
tées entre  elles  par  les  substitutions  de  II,  i>ar  d'autres  lettres  jouissant  de 
cette  même  propriété,  lesquelles  appartiendront  par  suite  à  une  même 
classe.  Donc  chacune  des  substitutions  A^,  A^,  ...  sera  de  la  forme  BC,  B 
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étant  une  certaine  substitution  exécutée  sur  les  classes,  et  C  une  nouvelle 
substitution  qui  ne  déplace  pas  les  classes. 

Le  nombre  clos  clauses  ne  pouvant  dépasser  </,  le  nombre  des  déplacements 
qu'on  peut  leur  faire  subir  ne  saurait  dépasser  i.2...q,  nombre  inférieur 
à  1.2. ..A:,  nombre  des  subslilulions  distinctes  du  groupe  0.  Donc,  parmi  les 
substitutions  de  J,  on  en  trouvera  au  moins  deux,  Ajô  et  A,©,  qui  permu- 
teront les  classes  de  la  même  manière,  sans  permuter  x,  ?/,...  de  la  même 
manière;  ci  J  contiendra  la  substitution  (Ai0j)~^4,02i  IcKluelle  ne  déplace 
plus  les  classes,  mais  déplace  encore  les  lettres x,ij,  .... 

Celles  des  substitutions  de  J  qui  ne  déplacent  pas  les  classes  forment 
évidemment  un  groupe  3',  contenant  11  et  permutable  à  toutes  les  substi- 
tutions de  J.  Soient 

C.e;,  C.,0:,  ..., 

les  substitutions  de  J'.  Les  substitutions  de  0  seront  évidemment  permu- 
tables au  groupe  0',  formé  des  substitutions  partielles  0,',  0'. Mais  /.• 

étant  >- 4^,  les  seuls  groupes  contenus  dans  le  groupe  0  et  pernuilables  à 
ses  substitutions  sont,  comme  on  sait,  le  groupe  0  lui-même  et  le  groupe 
alterné.  Donc  0'  contient  dans  tous  les  cas  le  groupe  alterné. 

On  peut  d'ailleurs  admettre  que  0'  ne  contient  aucune  substitution  autre  que 
celle  du  groupe  alterné.  Car,  s'il  en  était  autrement,  nous  n'aurions  qu'à 
appliquer  les  raisonnements  qui  vont  suivre  non  plus  aux  groupes  0'  et  3', 
mais  au  groupe  alterné  0"  et  au  groupe  3",  formé  par  celles  des  subslilu- 
tions  de  3'  dont  les  seconds  facteurs  appartiennent  à  0". 

14.  Ce  point  établi,  celles  des  lettres  a,  b,  ...  qui  appartiennent  à  la  pic- 
niiére  classe,  à  la  seconde,  etc.,  sont  respectivement  en  nombre  ]>"■' ,p'^", ..., 
a, y.",...  étant  au  plus  égau.v  à  ni-\-n;  car  le  nombre  total  des  lettres  fl,  ft,  ... 
esl  p"'q,  nombre  <;^/«  +  n+»  par  bypotbése. 

15.  Considérons  maintenant  les  substitutions  (\,  C„,  ...  qui  forment  les 
prt-miers  facteurs  des  substitutions  de  3'.  On  aura 

Cî,C^,  ..  étant  des  substitutions  opérées  entre  les  lettres  de  la  première 
classe,  Cj',  C^,  ...  des  substitutions  opérées  entre  les  lettres  de  la  secoiule 
classe,  etc. 

En  particulier,  les  substitutions  de  H  seront  respectivement 

ii;ii;'...,    ]\X, 

H,,  11^,  ...  étant  des  subslilulions  opérées  entre  les  lettres  de  la  premiéi-e 
classe,  II'',  H^,  ...  des  substitutions  opérées  entre  les  lettres  de  la  seconde 
classe,  etc.  Le  groupe  II'  dr  degré  //'',  formé  juu-  les  substitutions  partielles 


II^,H1,...,  sera  transitif  par  hypothèse.  D'ailleurs  Tordre  de  H,  lequel  est  p', 
est  évidemment  le  produit  de  l'ordj'e  de  IT  par  l'ordre  du  nouveau  groupe 
formé  par  celles  des  substitutions  de  II  qui  ne  déplacent  plus  les  lettres  de 
la  première  classe.  Donc  l'ordre  de  II',  divisant  p',  sera  une  puissance  de  p, 
telle  que  p^' . 

IG.  Soit  maintenant  C  le  groupe  formé  par  les  substitutions  C[,  Ci,  .... 
Nous  allons  montrer  que  tous  les  groupes  composants  de  C  appartiennent  à 
des  groupes  contenus  dans  le  groupe  linéaire  de  degré p^'^'^.  Et  d'abord,  nous 
remarquerons  que  les  substitutions  C,,  C,,  ...  étant  permutables  à  II,  les 
substitutions  partielles  C^,  C^,  ...  le  seront  a  fortiori  à  celles  de  II'. 

Or  il  résulte  d'un  théorème  de  M.  Sylow  que  le  groupe  II',  dont  l'ordre 
est  une  puissance  de;;,  contient  au  moins  une  substitution  d'ordre ;K'chan- 
geable  à  toutes  les  autres  (n°  5  du  mémoire  cité).  Mais  il  pourra  en  contenir 
plusieurs.  Réunissons-les  toutes  ensemble;  nous  obtiendrons  un  groupe  F', 
formé  de  substitutions  d'ordre  p,  échangeables  entre  elles.  Toutes  les  sub- 
stitutions de  C  seront  permutables  à  F';  en  effet,  soit  *'  le  groupe  transformé 
de  F'  par  l'une  quelconque  Cj  de  ces  substitutions;  les  substitutions  de  *' 
seront  d'ordre  p  et  échangeables  à  toutes  celles  du  groupe  transformé  de  H' 
parCj,  lequel  groupe  n'est  autre  que  il';  donc,  par  définition,  les  substitu- 
tions de  4>'  appartiendront  à  F'. 

Le  groupe  F'  pourra  être  transitif  ou  non.  Supposons  pour  plus  de  géné- 
ralité qu'il  ne  le  soit  pas  ;  et  groupons  les;j"  lettres  do  la  classe  considérée 
en  systèmes,  en  réunissant  ensemble  celles  que  F'  permute  entre  elles. 
Chaque  substitution  de  C,  étant  permutable  à  F',  remplacera  les  lettres  de 
chaque  système  par  celles  d'un  môme  système. 

En  particulier,  11' étant  transitif,  ses  substitutions  déplaceront  a  fortiori 
les  systèmes  d'une  manière  transitive;  donc  chacun  d'eux  contiendra  unmême 
nombre  de  lettres  ,  p^  ,  et  ils  seront  en  nombre 7/"'=;/^'. 

17.  Considérons  maintenant  les  déplacements  d'ensemble  que  les  sub- 
stitutions de  C  font  éprouver  aux  systèmes.  Ils  forment  un  groupe  transitif 
D,  isomorphe  à  C,  et  les  groupes  composants  de  C  seront  ceux  de  D,  joints 
à  ceux  du  groupe  E  formé  par  celles  des  substitutions  de  C  qui  ne  dépla- 
cent pas  les  systèmes  {Traité  des  substitutions,  noteB.).  Les  substitutions  de 
E  sont  d'ailleurs  de  la  forme 

e;e';...,   e,e:...,    ..., 

Eî ,  E.^,...  étant  des  substitutions  opérées  entre  les  lettres  du  premier 
système,  E,',E.^, ...  des  substitutions  entre  les  lettres  du  second  système,  etc. 
Les  substitutions  partielles  E^,  El,...  forment  évidemment  un  groupe  E' 
isomorphe  à  E;  et  E  aura  pour  groupes  composants  ceux  de  E',  joints  à 
ceux  du  groupe  r  formé  par  celles  des  substitutions  de  E,  qui  ne  déplacent 
pas  les  lettres  du  premier  système. 


Soit  de  même  r"  le  groupe  formé  par  les  déplacements  que  les  substi- 
tutions de  r  fonl  subir  aux  lettres  du  second  système,  lequel  groupe  sera 
évidemment  contenu  dans  E"  =  (E[,  El, . . .).  Le  groupe  r  aura  pour  groupes 
composants  ceux  de  r"  et  ceux  du  groupe  A  formé  par  celles  de  ses  substi- 
tutions qui  ne  déplacent  pas  les  lettres  des  deux  premiers  systèmes.  Soit 
de  même  i'"'  le  groupe  formé  parles  déplacements  que  les  substitutions  de 
A  font  éprouver  aux  lettres  du  troisième  système,  lequel  groupe  est  contenu 
dans  E"':=(Ej",  E'^', ...);  A  aura  pour  groupes  composants  ceux  de  r"',  plus 
ceux  du  groupe  formé  par  celles  des  substitutions  de  A  qui  ne  déplacent 
pas  les  lettres  des  trois  premiers  systèmes;  Continuant  ainsi,  on  voit  que  C 
a  pour  groupes  composants  ceux  des  groupes  D,  E',  r",  r'",...;  r",  r'",.,. 
étant  des  groupes  respectivement  contenus  dans  E",  E'", .... 

18.  Or  il  est  aisé  de  voir  que  les  groupes  E',  E",  E'",...  et  a  fortiori  les 
groupes  E',r",r"',  ...sont  respectivement  contoius  dans  les  groupes  linéaires 
de  degré p'  (et  a  fortiori  dans  le  groupe  linéaire  du  degré  7/"+";  car  le 
groupe  linéaire  de  degré  p'  est  formé  par  celles  des  substitutions  du 
groupe  linéaire  de  degré />"''^"  qui  laissent  77i4-n  — ,5'  indices  immobiles). 

En  effet,  les  substitutions  de  E 

e;e';...,   e:(ç....   ..., 

sont  permutables  àF,  formé  des  substitutions 

f,=:F,f;....   f.,=:F.;f:...; 

a  fortiori  les  substitutions  partielles  E[ ,  E[,,...  opérées  entre  les  lettres  du 
premier  système,  seront  permutables  au  groupe  partiel 

F'^(f;,  F-, ...), 

formé  des  déplacements  que  les  substitutions  de  F  font  subir  aux  lettres  du 
premier  système. 

Mais  les  substitutions  de  F  sont  d'ordre  p  et  ôcbangeables  entre  elles; 
a  fortiori  celles  de  F'  seront  d'ordre  p  et  écdiangeables  entre  elles;  de  plus, 
elles  permutent  trionsitivement  les  p**'  lettresdupremier  système.  On  pourra 
donc  {Traité  des  substitutions,  n"  408)  caractériser  ces  lettres  par  p'  in- 
dices choisis  de  telle  sorte  que  les  substitutions  de  F'  soient  de  la  forme 

I  .r,  y,  ...     .T  -1-'^,  y  -\-  'V,  ...  \ 

et  les  substitutions  de  E',  qui  leur  sont  permutables,  delà  forme  linéaire 

I  X.  y    (IX  -f  by+  ...-{-  ^.  a'x  +  h'y  -\-  ...  +  ^',  ...  \ 

L^  mémo  démonstration  s'applique  aux  groupes  F"  et  E",  etc. 

Il  est  donc  établi  que  les  derniers  groupes  composants  de  (/  sont  ceux  de 
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certains  g l'oiipes  E',  r",  r'",...  contenus  dans  le  groupe  linéaire  de  degré' 
m-f-?i.  11  reste  à  démontrer  que  les  premiers  groupes  composants,  à  savoir 
ceux  de  I),  jouissent  de  la  même  propriété. 

19.  Soit  A  le  groupe  formé  par  les  déplacements  que  les  substitutions 
de  H'  font  subir  auxp'  systèmes.  L'ordre  de  H',  p^',  est  évidemment  égal  à 
l'ordre  de  A,  multiplié  par  l'ordre  du  groupe  formé  par  celles  des  substi- 
tutions de  H'  qui  ne  déplacent  pas  les  systèmes;  donc  A  a  pour  ordre  une 
puissance  de  ;j,  et  pour  degré  p'  ,  y'  étant  <mH-n.  D'ailleurs  les  substi- 
tutions de  C  étant  permutables  à  II',  celles  de  D  le  sont  a  fortiori  à  A. 
Cela  posé,  on  raisonnera  sur  D  et  A  comme  nous  l'avons  fait  sur  C  et  11', 
pour  prouver  que  les  derniers  groupes  composants  de  D  sont  ceux  de 
groupes  contenus  dans  le  groupe  linéaire  de  degré  ;)'"+".  Continuant  ainsi, 
on  arrivera  à  prouver  que  tous  les  groupes  composants  de  C  jouissent  de 
cette  propriété. 

Il  résulte  de  là  que  si,  comme  nous  le  supposons,  la  troisième  condition 
du  théorème  III  n'est  pas  satisfaite,  aucun  des  groupes  composants  de  C'n 
sera  isomorphe  au  groupe  alterné  0'  ;  de  môme  pour  les  facteurs  de  coii»- 
position  des  groupes  C"  =  (C'j ,  C^' , . . .  ) 

20.  Cela  posé,  k  étant  >>4,  le  groupe  e'  sera  simple,  et  par  suite  n'aura 
d'autre  groupe  composant  que  lui-même  ;  donc  d'après  la  proposition  dé- 
montrée au  n"  10,  celles  des  substitutions  du  groupe  J'  qui  ne  déplacent  pas 
les  lettres  a,  b,...  permuteront  encore  d'une  manière  alternée  les  lettres  .r, 
/y,....  Donc  J',  et  a  fortiori  Cj,  contiendra  une  substitution  circulaire  ter- 
naire ;  et  comme  il  est  au  moins  5  fois  transitif,  il  contiendra  le  groupe  alterné. 

Notre  théorème  est  ainsi  démontré. 


IV 


21.  Nous  nous  trouvons  ainsi  conduits  à  examiner  la  question  suivante  : 

Problème.  —  Déterminer  la  valeur  que  k  ne  doit  pas  dépasser  pour  qu'on 
puisse  déterminer  un  groupe  r,  contenu  dans  le  groupe  linéaire  de  degré  p^, 
et  dont  l'un  des  groupes  composants  soit  isomorphe  au  groupe  alterné  ©  de 
degré  k. 

(Dans  cet  énoncé,  nous  avons  pour  abréger  désigné  par  n  la  quantité 
précédemment  réprésentée  par  m-\-n  et  par  0  le  groupe  que  nous  appe- 
lions ©'.) 

Tout  d'abord,  le  groupe  r  étant  contenu  dans  le  groupe  linéaire,  ses  fac- 
teurs de  composition  divisent  ceux  du  groupe  linéaire  ;  mais  ceux-ci  sont 

•  r  r      A'  1    .     1-    (p"— l)(/^"—p)...(i^"— />"-') 

premiers,  a  1  exception  d  un  seul,  égal  a   — ^  ,        ., \ 

,       ^(/^  — 1) 

5  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  n  et  de  p  —  1  {Traité  des  sub- 
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stitiUions,  155).  Or  r,  par  hypothèse,  a  l'un  de  ses  facteurs  de  composition 

\  2     /." 

ofral  à     '■■  ''     .  On  aura  donc  la  condition 

=  0   mod 


laquelle  pourra  servir  à  limiter  la  valeur  de  /. . 

.Mais  on  peut  assigner  à  celte  quantité  une  limite  plus  étroite,  et  indépen- 
dante de  p.  Nous  allons  en  effet  établir  les  deux  inégalités  suivantes 

(5)  n  >  ry  -  I , 

q  étant  le  plus  grand  nombre  premier  autre  que  p  et  inférieur  à  k—  1 
(4)  n  >  A 


log  2         • 

Pour  les  démontrer ,  nous  pourrons  admettre  qu'il  existe  un  groupe 
contenu  dans  un  gi-oupe  linéaire  à  n  indices,  et  dont  un  groupe  compo- 
sant soit  isomorphe  ù  0,  mais  qu'il  n'existe  aucun  semblable  groupe  con- 
tenu dans  un  groupe  linéaire  à  moins  de  n  indices.  En  suivant  les  consé- 
quences de  cette  hypothèse,  nous  arriverons  aux  inégalités  (5)  et  (4). 

Nous  embrasserons  d'ailleurs  dans  notre  démonstration  pour  j)lus  de 
généralité,  et  pour  éviter  toute  difficullé,  le  cas  où  les  n  indices  x,  /y,...  au 
lieu  d'être  des  entiers  réels,  seraient  des  entiers  imaginaires  de  la  forme 
fl-h/n'H- ...-+- ri'"  ,  i  étant  une  racine  d'une  coiigiuence  irréductible  de 
degré  V  suivant  le  module  p. 

22.  En  premier  lieu,  faisons  correspondre  à  chaiiue  suljslitution 

-f  ^  I  x,y,  ...     a.v  +  bij  -]-...  -\-  a,  a'x-T-h'ij  +  ■■■-]-  ".'.  ...  | 

du  groupe  r,  la  substitution  linéaire 

g  =  \x,y,...     ox+lnj  + ...,  a'x-\-b'!i+ | 

qui  n'a  plus  de  termes  constants.  11  est  clair  :  1"  que  les  subsliliilions  rj, 
f/,,...,  correspondantes  aux  diverses  subslilulions  y,  y,,...  du  groupe  r,  for- 
meront un  groupe  G  isomorpbe  à  r  ;  2°  quer  aura  puur  premiers  groupes 
composants  ceux  de  G,  ses  autres  groupes  composants  étant  ceux  du  groupe 
r',  l'oimé  par  ceJIes  dos  subslilulions  de  r  dont  la  correspondante  se  réduit 
à  l'unité.  Ces  dernières  substitutions  se  réduisant  à  la  forme 

\  x,y,  .  .     X  +  a,  y  +  a',  ...   | 

les  facteurs  de  composiiioîi  do  r'  seront  tous  pieniiers;  et  ne  pourront  être 


1  2     /i 
t'gaux  à      "j^^  "   .  C'est  donc  parmi  los  groupes  composants  de  G  que  devra 

se  trouver  le  groupe  isomorphe  à  &. 

Ci       g 

25.  Soient    7^,   .,S...  les  groupes  composants  de  G,  et  admettons  que 
Gi    G, 

0  soit  isomorphe  au  groupe  p-^*   Le  groupe  Gç,  étant  contenu  dans  G, 

Gj  +  i 

a  ses  substitutions  linéaires  sans  termes  constants;  et  -k-^>   isomorpheà 

&,  est  le  premier  de  ses  groupes  composants.  On  raisonnerait  au  besoin  sur 
Gç,  au  lieu  de  raisonner  sur  G  ;  on  peut  donc  admettre  sans  nuire  à  la  géné- 

Q 

ralité  de  la  question,  que  ©  est  isomorphe  à  -^,   premier  groupe  compo- 

"1 
sant  de  G. 

Ici  se  présenteront  deux  cas,  suivant  que  Gj  contient  ou  non  des  substi- 
tutions qui  ne  multiplient  pas  tous  les  indices  par  un  même  facteur 
constant. 

24.  Premier  cas.  —  Nous  allons  montrer  qu'on  peut  admettre  ,  sans 
diniiimer  la  généralité  de  la  question,  que  toutes  les  substUutions  de  G  sont 
permutables  à  un  groupe  partiel  II,  ayant  pour  ordre  une  puissance  d'un 
nombre  premier,  et  contenant  des  substitutions  qui  ne  multiplient  pas  tous  les 
indices  par  un  même  facteur. 

Soit  en  effet  O^TtV...  l'ordre  de  Gi ,  tî-,  t:',...  étant  des  nombres  pre- 
miers ;  Gj  contiendra,  d'après  M.  Sylovv,  un  groupe  II  d'ordre  n"',  un  groupe 
IV  d'ordre  ■k'"  ,  etc.,  et  dérivera  de  la  combinaison  de  ces  groupes.  Si  chaque 
substitution  de  chacun  de  ces  groupes  multipliait  tous  les  indices  par  un 
même  facteur  constant,  chacune  des  ttV'...  substitutions  qui  résultent  de 
leur  combinaison  et  qui  reproduisent  toutes  celles  de  G^,  multiplierait  tous 
les  indices  par  un  même  facteur,  contrairement  à  notre  supposition. 

On  peut  donc  admettre  que  les  substitutions  de  II,  par  exemple,  ne  mul- 
tiplient pas  toutes  tous  les  indices  par  un  même  facteur.  Si  celles  de  II',  etc. 
jouissaient  au  contraire  de  cette  propriété,  elles  seraient  échangeables  à 
celles  de  II.  Donc  le  groupe  Gi,  dérivé  de  la  combinaison  des  groupes  II, 
II',...  aura  toutes  ses  substitutions  permutables  à  II  ;  donc  II  sera  le  seul 
groupe  d'ordre  t:"'  que  Gj  contienne.  Cela  posé,  les  substitutions  de  G,  per- 
mutables à  G^,  le  seront  évidemment  à  II,  ce  qui  démontre  notre  proposition. 

Supposons  au  contraire  que  deux  au  moins  II,  II'  des  groupes  de  la  suite 
II,  II',...  contiennent  des  substitutions  qui  ne  multiplient  pas  tous  les  indi- 
ces par  un  même  facteur;  l'un  au  moins  tt  des  deux  nombres  tt,  Tr'sera  >>2. 
Cela  posé,  soient  I  le  groupe  formé  par  celles  des  substitutions  de  G,,  qui 
sont  permutables  à  II,  M  son  ordre  ;  on  aura  d'après  M.  Sylow 

0  =  M  mod  ttM  =  M  mod  7v«+i. 
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Soient  1,  </, ,  (/j ....  les  substitutions  de  G^  ;  1,  s,  s',...  les  substitutions 
de  jT-  ;   celles  de  G  seront  données  par  le  tableau  suivant  : 

1     (Ji      {/'n     ••• 
(5)  S    S(J^    sg\,    ... 


dont  les  diverses  lignes  sont  formées  de  substitutions  congrues  mod  Gj  aux 

diverses  substitutions  de  ^-^ 
^1 

Nous  allons  montrer  que  cliaqne  ligne  de  ce  tableau  contient  au  moins 
une  substitution  permutable  à  H. 

Soient  en  effet  a,  b,  c,  d,...  les  lettres  de  0,  dont  le  nombre  est  par  bypo- 
tlièse  supérieur  à  4.  Soient  a,  fc,  c,  d  quatre  quelconques  d'entre  elles;  © 
contiendra  la  substitution  linéaire  S=  [ab)  {cd),  laquelle  aura  pour  liomo- 

logue  dans  jl-    une  substitution  s,  satisfaisant  à  la  relation  s-=\  mod  G.. 
Gi 

Les  substitutions  des  deux  premières  ligues  du  tableau  (5)  formeront  un 
groupe  (-1  d'ordre  20  contenant  Gj.  Le  groupe  J ,  formé  par  celles  des  substitu- 
tions de  t'j  qui  sont  permutables  à  H,  contiendrai  et  aura  pour  ordre  111  =:rMy 
r  étant  un  entier.  D'ailleurs  r  =  l  ou  2.  En  effet,  si  aucune  des  substitutions 
de  la  suite  s,  sgy,...  n'est  permutable  à  H,  J  se  réduira  à  I  et  son  ordre  lit 
sera  égal  à  M.  Au  contraire,  si  l'une  o-  des  substitutions  de  cette  suite  est  per- 
mutable à  II,  cette  suite  contiendra  M  substitutions  permutables  à  H,  lesquel- 
les s'obtiendront  en  multipliant  successivement  o-  par  les  M  substitutions 
1,ii,  ij,...   du  groupe  L  On  aura  donc 'IIX  =  2M. 

Ce  dernier  cas  sera  nécessairement  réalisé.  En  effet,  le  théorème  de 
M.  Sylow,  appliqué  à  6,  donnera 

20  =  yM  mod  7;^+!, 
et  comme  0  =  M,  on  aura 

(2  — r)0  =  ()  mod7:«  +  i,     d'où     2  —  r  =  n  niod7î=  0. 

Donc  G  contient  des  substitutions  permutables  à  H  et  congrues  mod  Gj  à  la 
substitution  s. 

Soient  maintenant  S,  T, ...  les  diverses  substitutions  semblables  à  S  que 
contient  le  groupe  0.  Ces  substitutions,  combinées  entre  elles,  reproduisent 
tout  ce  groupe.  Leurs  correspondantes  s,  ^  ...  dans  le  groupe  isomorphe 

p-  reproduiront  tout  ce  groupe;  et  les  substitutions  c-,t,...  congrues  à  cel- 
les-là et  contenues  dans  G,  combinées  entre  elles  de  la  mémo  manière, 
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donneront  des  siibstilntions  permutables  à  H  et  congrues  à  toutes  les  sub- 

r 

stitutions  du  groupe  — • 

Le  groupe  V,  formé  par  colles  des  substitutions  de  G  qui  sont  permutables 
à  II,  contiendra  donc  des  substitutions  congrues  à  chacune  de  celles  de  ^-î 

Q 

il  aura  donc  pour  groupes  composants  ce  groupe  ^  ,  suivi  des  groupes 

composants  du  groupe  I  formé  par  celles  de  ses  substitutions  qui  appar- 
tiennent à  Gi- 

Donc,  dans  le  cas  que  nous  traitons,  s'il  existe  un  groupe  G  contenu  dans 
le  groupe  linéaire  et  tel  que  l'un  de  ses  groupes  composants  soit  isomorphe 
à  0,  on  pourra  déterminer  un  autre  groupe  {'jouissant  de  cette  même  pro- 
priété, et  dont  les  suhstitutio7is  soient  en  outre  permutables  à  un  groupe  par- 
tiel II  dont  l'ordre  soit  une  puissance  de  nombre  premier  et  dont  toutes  les 
substitutions  7îe  multiplient  pas  tous  les  indices  par  un  même  facteur  constant. 

On  peut  donc  sans  nuire  à  la  généralité  de  la  question,  imposer  celte 
nouvelle  condition  au  groupe  G  ;  car  s'il  n'y  satisfaisait  pas,  on  appliquerait 
tous  les  raisonnements  qui  vont  suivre  au  groupe  I'  lequel  y  satisfait. 

25.  Ce  point  établi,  parmi  les  substitutions  de  H,  auties  que  l'nnilé,  il 
en  est  qui  sont  échangeables  à  toutes  les  autres  (mémoire  cité  de  M.  Sylow, 
n°  a).  Soit  F  le  groupe  formé  parleur  réunion.  Il  sera  permutable  aux  sub- 
stitutions de  G.  En  effet,  chacune  d'elles  transforme  F  en  un  groupe  formé 
de  substitutions  contenues  dans  H,  et  échangeables  à  toutes  celles  de  II  ;  ce 
groupe  transformé  se  confondra  donc  avec  F. 

26.  Cela  posé,  soit  d'abord  7r^;j.  Les  substitutions  de  F,  étant  échan- 
geables entre  elles,  et  d'ordre  premier  à  p,  pourront  être  ramenées  simul- 
tanément par  un  changement  d'indices  convenable  à  la  forme  canonique 

monôme 

I  X,  y,  ...     ax,  Inj;  ...  [ 

Si  l'on  réunit  ensemble  dans  une  même  classe  tous  les  indicées  qui  sont 
multipliés  par  un  même  facteur  dans  chacune  des  substitutions  de  F,  le 
nombre  m  de  ces  classes  ne  pourra  surpasser  le  nombre  n  des  indices. 

27.  Supposons  d'abord  qu'il  y  ait  plusieurs  classes. 

Les  substitutions  de  G,  étant  permutables  à  F,  remplaceront  les  indices 
de  chaque  classe  par  des  fonctions  linéaires  des  indices  d'une  môme  classe. 
Si  elles  déplacent  les  classes,  elles  seront  de  la  forme  Pid,  P2Q0, ...;  1\,  P.,,... 
étant  des  déplacements  opérés  entre  les  classes,  en  iem|)laçant  chaque  in- 
dice par  un  indice  correspondant,  et  Qp  0,,  ...  des  substitutions  qui  rem- 
placent chaque  indice  par  une  fonction  linéaire  des  indices  de  la  même 
classe. 
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Celles  des  subslitiilions  de  G  qui  ne  déplacent  pas  les  classes  forment  un , 
groupe  K  auquel  loules  les  substitutions  de  G  sont  évideunneiit  permu- 
tables, et  dont  l'ordre  est  égal  à      ,  0  étant  l'ordre  de  G  ,  et  il  l'ordre  du 

groupe  formé  par  les  substitutions  r\,  P,,  ...,  lequel  divisera  évidemment 
1.2...?»,  7)1  étant  le  nombre  des  classes.  Soit  d'ailleurs  G^  le  groupe  le  plus 
généial  parmi  ceux  qui  contiennent  K,  sont  contenus  dans  G  et  permu- 
tables aux  substitutions  de  G.  Son  ordre  sera  un  multiple  de  -,  tel  que 

fj  —  ;  et  G  aura  pour  premier  facteur  de  composition  —  •  Mais  ce  premier 

1  "^     /.• 
facteur  de  composition  doit  être  — -^ —  ;  on  aura  donc 

1.2.../,       fi 

— ; —  =  —  <^  1 .2  ...  »i,    d"où     h<^m<^7i, 
2  (] 

inégalité  qui  entraîne  a  fortiori  les  relations  (o)  et  (-4). 

:28.  Supposons  en  second  lieu  que  les  substitutions  de  G  ne  déplacent  pas 

les  classes.  Elles  seront  de  la  forme  aj\...,  aj)., ,   f/j,f/^, ...   étant 

dos  substitutions  linéaires  (*)  opéi  ées  sur  les  indices  de  la  première  classe  ; 
ij,  i.,, ...  des  sub4ilulions  sur  les  indices  de  la  seconde  classe,  etc. 

Considérons  les  groupes 

..\  =  (//,,  «.,,...).     B  3^  (/;„/;„...),     .... 

L'un  au  moins  d'entre  eux,  A  par  exemple,  contiendra  des  substitutions 
autres  que  l'unité;  et  il  est  clair  que  G  aura  pour  groupes  composants  les 
groupes  composants  de  A  ,  suivis  des  groupes  composants  du  groupe 
partiel  G'  formé  par  celles  des  substitutions  de  G  qui  se  réduisent  à  la 
foime  h.... 

Le  premier  groupe  composant  de  A  étant  en  même  temps  le  premier 
groupe  composant  de  G  devra  être  isomorphe  à  ©.  Résultat  inadmissible, 
par  bypotbése  (21);  A  ayai'.t  ses  substitutions  linéaires  avec  un  nombre  n' 
d'indices  inférieur  à  n. 

29.  Admettons  mamlenanl  qu'il  n'y  ait  qu'une  classe.  Les  substitutions 
de  F  se  réduiront  à  la  forme 

I  X,  y,  ...     (t.r,  ay,  ...   | 
On  pourra  délcrminer  dans  le  groupe  II  un  groupe  parliel  «I»  plus  général 

(*)  Si  la  rûduclion  des  snl)stiliilions  de  F  à  la  forme  canonique  a  nécessite  l'introduc- 
lion  d'imapinairos,  les  snb.'^titutions  Oj.  0.m ••.  pouiront  avoir  leurs  coefficients  imagi- 
naires. 
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que  F,  et  dont  les  substitutions  soient  échangeables  mod  F  à  toutes  les  substi- 
tutions (le  II. 

Soit  en  effet  7:°  Tordre  de  F,  celui  de  H  élant  77"  comme  ci-dessus.  Une 
fonction  z  invariable  par  les  substitutions  de  F  et  variable  par  toute  autre 
substitution  prendra  par  les  substitutions  de  II  un  nombre  de  valeurs 
distinctes  ;,  ;',  ...  égal  à  77""'.  Les  déplacements  opérés  sur  ces  fonctions 
par  les  substitutions  de  II  formeront  un  groupe  %  de  substitutions  S,  S',  ... 
isomorphe  à  II  et  d'ordre  -''~\  On  pourra  (Sylow,  n"  5)  y  déterminer  un 
faisceau  Y  de  substitutions  échangeables  entre  elles.  Soit  tt'  son  ordre.  A 
chacune  des  substitutions  S,  S',  ...  correspondent  -■'  substitutions  dans  H; 
et  l'ensemble  des  substitutions  correspondantes  à  celles  de  T  donnera  un 
groupe  *  d'ordre  77'"^',  dont  les  substitutions  seront  échangeables  mod  F  à 
toutes  celles  de  H.  Soient  en  effet  s  une  d'entre  elles,  t  une  substitution  de 
H,  S  et  T  leurs  corrélatives  dans  %.  La  substitution  s'~H~^st,  ayant  pour 
corrélative  S"^T~^ST,  qui  se' réduit  à  l'unité,  appartiendra  à  F. 

50.  L'une  quelconque  u  des  substitutions  de  •!>,  élant  contenue  dans  II 
dont  l'ordre  est  une  puissance  de  77,  aura  pour  ordre  une  puis.-^ance  de  77; 
et  l'exposant  de  la  première  de  ses  puissances  successives  qui  appartient 
à  F  étant  évidemment  un  diviseur  de  l'ordre  de  m,  sera  lui-même  une  puis- 
sance de  77,  telle  que  77'^ ;  et  *  contiendra  la  substitution  u~  ,  dont  la 
puissance  77  appartient  à  F. 

Celles  des  substitutions  dei'dont  les  77'^"^^^  puissances  appartiennent  ainsi  à  F, 
forment  un  groupe  5'.  En  effet,  soient  m,  v  deux  d'entre  elles;  comme  elles 
sont  échangeables  mod  F,  on  aura 

{uv)~  =  u~v~  mod  F, 

et  u'\  v~  appartenant  à  F,  il  en  sera  de  même  de  {uv)"- 

Les  substitutions  de  G  sont  permutables  à  3'  ;  car  elles  le  sont  à  F  et  à  H  ;  donc 
elles  transformeront  chaque  substitution  de  5-  en  une  substitution  contenue 
dans  II,  permutable  à  F,  et  dont  la  77'^""^  puissance  appartiendra  à  F  ;  donc 
cette  transformée  appartiendra  à  3, 

Deux  substitutions  quelconques  de  5\  u  eti',  satisfont  par  hypothèse  à  la 

relation 

v  —  htv  =  Tîi, 

T  étant  une  substitution  de  F.  On  en  déduit 

V  —  -ltV-  =  V  —hllV  =  -V  -  h(V  =  7-H, 


V     "uv"  =  -  u.    . 
Mais  i'',  appartenant  à  F,  est  échangeable  à  u  ;  on  aura  donc 


—  C2  — 
et  par  suite  t  sera  une  puissance  de  la  substitution 

I  .T,  y,  ...     e.c,  6)/,  ...  I 

OÙ  0  est  une  racine  primitive  de  la  congriicnce 

6"  EE  1  iiiod;;. 

Nous  désignerons  celte  dernière  subslilution  par  6. 

51 .  Celles  des  substitutions  de  5'  qui  sont  échangeables  à  toutes  les  autres 
forment  d'ailleurs  un  groupe  partiel  Fi,  auquel  les  substitutions  de  G  sont 
évidemment  pernmtablcs.  Si  F^  est  plus  général  que  F,  il  contiendia  des 
substitutions  qui  ne  sont  pas  échangeal)les  à  toutes  celles  de  II,  et  (pii  par 
suite  ne  ni(dti[)Iieront  pas  tous  les  indices  par  un  même  facteur.  Le  raisoii- 
)ienient  des  n"*  26  à  28  étant  appliip'ié  aux  groupes  G  et  Fj  mènera  à  une 
conséquence  inadmissible. 

52.  Supposons  donc  que  Fj  se  réduise  à  F.  Soit  Aj  une  substitution  quel- 
conque de  5",  autre  que  celles  de  F;  5"  contiendra  une  substitution  n  non 
échangeable  à  A^;  supposons  qu'elle  transforme  A^  en  ô\\i  ;  et  soit 

r.  =  „    niod  77. 

La  substitution  ?f''  =  Bi  transformera  Aj  en  ôAj;  et  J"  résulteia  de  la 
condjinaison  de  A^  et  de  Bi  avec  des  sidjstitulions  échangeables  à  A,  et  à 
B,.  Soit  en  effet  v  une  substitution  de  J'  qui  transforme  A^  et  Bj  en  ô''A|,  O'iîi  ; 
on  aura 

t'  =  A7^B>, 

jt' étant  une  nouvelle  substitution  de  5-,  échangeable  à  Aj  et  à  Bj. 

Cela  posé,  celles  des  substitutions  de  3'  qui  sont  échangeables  à  A^  et  Bj 
forment  évidemment  un  groupe  J,.  Si  5"i  contient  une  substitution  A.,  qui 
n'appartienne  ))as  à  F,  il  contiendia  une  substitution  Bj  qui  transforme 
A,  en  ôA^,  et  résultera  de  la  combinaison  do  A^  et  de  B.2  avec  un  groupe 
J'i  de  sul)slitutions  échangeables  à  Ai,  lii,  A,,  1!,.' Poursuivant  ainsi,  on  voit 
(jue  5'  résulte  de  la  combinaison  de  V  avec  une  double  suite  de  substitutions 

A,,  Ao,  ...,  A, , 
B,,  li.,,  ...,  15, , 

loutus  échangeables  entre   elles,    sauf  deux  substitutions  correspondantes 
A,  et  15,  ,  les(juellcs  satisferont  à  la  relation 

li,  'a,IV  — OA,. 
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55.  Les  substitutions  de  la  première  ligne  A^,  ...,  A,  sont  échangeables 
entre  elles  ;  d'ailleurs  leur  puissance  77'*'"''  appartient  à  F  ;  donc  leur  ordie 
est  premier  àp;  et  ces  substitutions  pourront  être  ramenées  simultanément 
par  un  choix  d'indices  convenable  à  la  forme  canonique  monôme.  Réunis- 
sons dans  une  même  classe,  que  nous  désignerons  par  C0...0,  ceux  dos  nou- 
veaux indices  !j,z,...  que  Ai,...,A,  multiplient  respectivement  par  une 
même  série  de  facteurs  constants  «i,  ..  ,  a^;  on  aura  quels  que  soient  les 
entiers  Hj,  ...^,  mod  ;r  une  classe  C:,...;^  contenant  un  nombre  égal  d'in- 
dices u',  Z-' ,  ...  que  Al,  ...,  A,  multiplieront  par  afi^^,  ...,  a^b'"- 

En  effet,  soit  pie  nombre  des  indics  de  la  classe  y,  ^•,....  La  subslitution 
B;'. . .  B>  transformant  ^^,  ...,  A,  en  O^'A^,  ...,  ô'^A,  remplacera  ces  indices 
par  y.  fonctions  distinctes  y,  i/,...  des  indices  tels  que  Aj,  ...,A7  les  mul- 
tiplient respectivement  par  a^?^',  ...,  aa9'<f.  Mais  Aj  multipliant  chaque  in- 
dice par  un  facteur  constant  ne  pourra  multiplier  une  fonction  de  ces 
indices  par  a^fi'^  que  si  celte  fonction  contient  seulement  les  indices  que  i\^ 
multiplie  par  ce  facteur.  On  peut  faire  un  raisonnement  analogue  pour 
Ao,  etc.  Les  indices  //',  :/, ...  qui  figurent  dans  les  fonctions  'f,  -h,  ...  appar- 
tiendront donc  à  la  classe  C      .  .  Leur  nombre  a  devra  èlre  au  moins  égal 

i,  ...  ;<J  1  _  "  _ 

au  nombre  y.  de  ces  fonctions.  Par  un  raisonnement  inverse,  on  verrait 
que  y.  est  au  moins  égal  à  ■/  ;  donc  p.  =  a. 

En  faisant  varier  successivement  ?,,...,  ;,  de  0  à  tt — 1,  on  voit  qu'à  la 
classe  Cq.-.q  sont  associées  n"  classes  également  nombreuses.  Donc  le 
nombre  total  n  des  indices  est  un  multiple  de  -.". 

34.  Gela  posé,  considérons  une  substitution  quelconques  du  groupe  G, 
Elle  transforme  les  substitutions 

•A,,  A,,  ..  ,  A, 
lii,  Bo,  ...,  B, 

en  substitutions  du  groupe  J',  lesquelles  seront  de  la  forme 

/^AfîBf'Aj^B^^ ...,    /;A';'BÎ'U"%Î^  ...,  ..., 
(/.AjiBi'iA^^B^i...,    j/.AÎ'Bl'ÏA^^B^...,  ... 

/i'/-2'  ■••)^i>^2.  •••  <^^'i'^'^  tles  substitutions  de  F,  et  si  l'on  fait  coriespondre 
à  la  substitution  S  la  substitution  linéaire  suivante  de  degré  -rv-" 


niod  w 


on  verra  sans  difficulté  que  les  substitutions  correspondantes  aux  diverses 
substitutions  de  G  forment  un  groupe  r,  isomorphe  à  G. 

55.  Supposons  d'abord  que  r  contienne  des  substitutions  antres  que 
l'unité.  Son  premier  groupe  composant  sera  isomorphe  au  premier  groupe 
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composant  de  G,  cl  par  suite  isomorphe  à  e.  Ce  résultat  est  inadmissible 
par  hypollièse  (;21);  car  r  est  de  degré  --'  et  l'exposant  2^  est  moindre 
que  n,  mulliple  de  -". 

56.  Si  rse  réduisait  à  la  seule  subslitulion  1 ,  tontes  les  substitutions  de  G 
transformeraient  Ai  en  substitutions  de  la  forme  fiA",'.  Elles  seraient  donc 
permutables  au  groupe  F'  dérivé  de  V  et  de  Ap  Ce  groupe  contient  une 
substitution  Ai  qui  ne  multiplie  pas  tous  les  indices  par  un  facteur  constant. 
Donc  les  indices  pourront  s'y  répartir  en  plusieurs  classes.  El  l'on  verra 
comme  aux  n"*  27  et  28  que  si  G  contient  des  substitutions  qui  déplacent  les 
classes,  on  aura  k  <^n  ;  dans  le  cas  contraire,  on  aurait  un  groupe  contenu 
dans  le  groupe  linéaiie  de  degré  jf',  n'  étant <C'î  et  dont  le  premier  groupe 
conqiosanl  serait  isomorphe  à  0;  résultat  inadmissible,  par  hypothèse  (21). 

57.  Soit  en  dernier  lieu  ~  =  p.  On  pourra  (Traité des  Substitutions,  179- 
182)  choisir  les  indices  indépendants  de  telle  sorte  qu'un  certain  nombre 
d'entre  eux,  :r,  .t',...  restent  inaltérés  par  tontes  les  substitutions  de  F;  les 
autres  indices  étant  désignés  par  ij, ...  les  substitutions  de  G  seront  de  la 
forme  suivante  {Ibid.,  188). 

.r,  x\  ..      /"(.r,  .r',    ..),  f'{x,  x',  ..  ),.  . 
y,  ..,  ay  +  ..    +  ^{x,  x',  ...),  ... 


et  il  aura  pour  groupes  composants  : 

1"  Les  composants  du  groupe  isomorjihe  .1  formé  par  les  altér;i lions 

I  X,  x',  ...     f{x,  X',  ...),  f'{x,  .r',  .  .),  ...   j 

que  les  substitutions  de  G  funl  subir  aux  indices  x,x',  ... 

2"  Ceux  du  groupe  formé  par  celles  des  substitutions  de  G  qui  n'altèrent 
pas  les  indices  .r,. ?-',...  et  se  réduisent  en  conséquence  à  la  forme 


.r,  x\  ...      .r,  .r 


Ceux-ci  seront  à  leiu'  tour  de  deux  sortes  : 

1°  Les  composants  du  groupe  isomorphe  K  formé  des  substitutions 


i/' 


aij  + 


2°  Ceux  du  groupe  L  foiiné  par  celles  des  substitutions  de  G  qui  se  ré- 
duisent à  la  foi  me 

x,  x',  ...    x,  af,  .  . 

Or  L  ayaul  ses  sni)-litiili{»us  d'ordie  ]>  et  échangeables  entre  elles,  ses 
cotnposanls  ont  tous  pour  ordre  p  et  ne  peuvent  être  isomorphes  à  0. 
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D'autre  part,  J  et  K  sont  confenus  dans  des  groupes  linéaires  à  moins  de  n 
in<1icos  ;  ils  ne  peuvent  donc  être  isoniorplies  à  0. 

58.  Second  cas.  —  Supposons  que  Gj  ne  contienne  aucune  substitution 
autre  que  celles  qui  multiplient  tous  les  indices  par  un  même  fadeur 
constant. 

Soit  q  un  nombre  premier  impair  quelconque,  différent  de^j  et  inférieur 
à  k  —  1.  Soient  «,  /3, ...,).  les  k  lettres  que  déplace  0.  Ce  groupe  contien* 
une  substitution  circulaire  Senire  les  q  premières  de  ces  lettres,  a,  /3, ...,-/. 

r 

Elle  aura  pour  homologue  dans  ^r-  une  substitution  linéaire  s,  dont  la  puis- 
ai 

sance  q  appartiendra  à  G^.  Cette  substitution  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

canonique 

I  X,  y,  ...     ax,  by,  ...  \ 

avec  la  condition  a''^  h'^  =  ...  modp.  On  aura  donc  b  =  aB^, ... ,  0  étau 
une  racine  primitive  de  la  congruence  0'i  =  {  modp.  On  pourra  grouper  le 
indices  en  classes,  en  réunissant  ensemble,  comme  appartenant  à  la  classe 
p,  ceux  que  s  multiplie  par  aS^ 

Cela  posé,  soit  (/  une  racine  primitive  de  q.  Il  existe  une  substitution  cir- 
culaire entre  les  q —  1  lettres  |3, ...,  7  qui  transforme  S  en  S^ .  En  y  joignant 
une  transposition  opérée  sur  deux  des  lettres  suivantes,  on  obtiendra  une 
substitution  T  qui  transforme  S  en  S"  et  qui  sera  contenue  dans  0.  Son 
homologue  t  dans  G  transfoimera  s  en  som,  m  étant  une  substilution  de  G^, 
laquelle  multipliera  par  suite  tous  les  indices  par  un  même  facteur  m. 

Les  deux  substitutions  s  et  shn,  étant  tr;insforniables  l'une  dans  l'autre, 
auront  la  même  forme  canonique.  Or  l'une  multiplie  les  diverses  classes 
d'indices  par  a,  aO,  aô-,...  ;  l'autre  les  multiplie  par  ma^,  ma^e»,  ma^O*^,..., 
nombres  qui  doivent  être  égaux  à  l'ordre  près  aux  précédents.  On  aura 
donc  une  égalité  de  la  forme 

ma"  =  a6?, 
d'où  l'on  déduira 

Donc  autant  il  y  a  d'indices  dans  la  classe  o-,  autant  il  y  en  a  que  t-^.ft  multiplie 
par  cid^-^"'-'.  Mais  t~^st  est  semblable  à  s;  donc  le  nombre  des  indices  mul- 
tipliés par  un  même  facteur  est  le  même  dans  les  deux  substitutions.  Donc 
la  classe  o-  contient  autant  d'indices  que  la  classe  pH-<T^  =  c-j,  celle-ci  au- 
tant que  la  classe  p-\-Tig,  etc. 

Posons  a  =  -j-^ h  1  mod  q  ;  on  aura  c-i  =  j-^ \-q,  o-,  =  — ^ u  a* 

1  —  g  1  —  g      ^      -  —  1 o^' 

...;  et  comme  la  suite  1,  g,  _9^...  contient  tous   les    nombres  mod  q, 

sauf  zéro,  on  voit  qu'il  y  aura  q  —  \  classes  contenant  un  même  nombre  a 


—  66  — 

d'indices.  Ce  nombre  ne  peut  être  nul,  car  si  tous  les  indices  étaient  con- 
tenus dans  la  même  classe,  s  appartiendrait  à  Gi,  ce  qui  est  absurde.  Quant 
à  la  dernière  classe,  elle  contiendra  f*'  =  w  —  (7 —  1)  p  indices. 

On  voit  déjà  que  n  est  au  moins  égal  à  q  —  1,  ce  qui  démontre  l'iné- 
galité (5). 

59.  On  remarquera  en  outre  que  le  nombre  maximum  d'indices  que 
chaque  classe  puisse  posséder  est  égal  an  —  (/+  1,  ou  à  \.  En  effet,  il  doit 
y  avoir  plusieurs  classes,  donc  ;/>  0,  et  si  7  =  2,  fx'  >>  0,  et  la  plus  grande 
valeur  que  /  puisse  posséder  sera,  pour  f/=1,  f/.'  =  n — q-\-  i.  Quant 

à  u  = ^>  sa  plus  grande  valeur  sera,  si  o  =  2,   n  —  i  =n  —  q+  \, 

'        q  —  1 

cas    répondant  à  /  =  1  ;   si  7  >>  2  ,   on   pourra   poser  pi'  =  0  ;    et   si 

7i<<2(7  —  1),  le  maximum  sera  égal  à  l'unité;  si  n^2{q  —  1),  il  ne  pourra 

dépasser  ?i—  7+I. 

40.  Posons  maintenant  k  —  q=k'  et  supposons  cette  quantité  supérieure 

à  4.  Dans  le  groupe  0  sera  contenu  un  groupe  0',  ne  déplaçant  pas  les 

lettres  a,/3, ...,7  et  alterné  par  rapport  aux  k'  lettres  restantes.  Ce  groupe 

j  2  ,.k' 
sera  simple,  et  d'ordre    '"'^"     •  De  plus  ses  substitutions  U,  U',  ...  seront 

échangeables  à  S.  Leurs  homologues  dans  G  formeront  un  groupe  G',  dont 
les  substitutions  ?^,  m',  ...  transformeront  s  en  substitutions  congrues  à 
s  mod  Gi,  lesquelles  seront,  par  suite,  delaformesm,  sm' , ...,  m, m',  ...  dé- 
signant les  substitutions  qui  multiplient  tous  les  indices  par  un  même  fac- 
teur respectivement  égal  à  m,  m',  .... 

Pour  que  la  substitution  sm,  qui  multiplie  les  diverses  classes  d'indices 
respectivement  par  ma,  maQ, ...  soit  semblable  à  la  substitution  s,  qui  les 
multiplie  par  a,  a9, ...,  il  faudra  que  m  soit  une  puissance  de  ô,  telle  que  6^. 
D'ailleurs,  pour  que  u  transforme  s  en  sm,  il  faudra  qu'elle  remplace  les 
indices  de  la  classe  o-,  que  s  multiplie  par  aO",  par  des  fonctions  que  s  mul- 
tiplie par  7na9'=:a9''^^  c'est-à-dire  par  des  fonctions  des  indices  de  la 
classe  (7 -h  p. 

On  aura  de  même  m'  =  6\  et  u'  remplacera  les  indices  d'une  classe  quel- 
conque T  par  des  fonctions  de  ceux  de  la  classe  a-hp'  ;  etc. 

41.  Nous  allons  montrer  que  l'on  aura  /3=/)'  =  ...  =  0  modq,  de  telle 
sorte  qu'aucune  des  substitutions  de  G'  ne  déplace  les  classes  d'indices.  Sup- 
posons en  effet  p  <;  0  mod  7,  et  soit  5'  un  entier  satisfaisant  à  la  congruencc 
S'p^p'  modq.  On  aura  u'=u^  t',  t'  étant  une  substitulion  qui  ne  déplace  plus 
les  classes;  de  même7t"=M*  t",  etc.  Donc  G'  résultera  de  la  combinaison 
de  u  avec  des  siibslilulions  qui  ne  déplacent  plus  les  classes.  Celles-ci  for^ 
ment  un  groupe  U',  évidemment  permutable  à  toutes  les  substitutions  de 
G';  il  contiendra  d'ailleurs  la  7'*""  partie  des  substitutions  de  G';  car 
u,  u*,  ...,  u"»-*  déplacent  les  classes,  mais  u''  ne  les  déplace  plus.  Cela 
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posé,  le  groupe  0'  étant  isomorphe  à  G',  le  groupe  formé  par  celles  de  ses 
substitutions  qui  sont  homologues  à  celles  de  IV  sera  permutable  aux  sub- 
stitutions de  0'  et  contiendra  la  (/''^''"''  partie  de  ces  substitutions;  résultat 

1  .  2  . . .  /c' 
absurde,  0'  étant  simple,  et  d'ordre  — ^ — ~ — 

42.  Donc  toutes  les  substitutions  u,  u',  ...  du  groupe  G'  remplaceront  les 
indices  de  chaque  classe  par  des  fonctions  de  ces  mêmes  indices.  D'ailleurs 
il  existe  au  moins  une  classe  dont  toutes  les  substitutions  u,u',  ...ne  multi- 
plient pas  chacune  tous  les  indices  par  de  simples  facteurs  constants;  sans 
quoi  u,  u', ...  seraient  échangeables  entre  elles,  et  leurs  homologues  U,  U', ... 
le  seraient  aussi,  ce  qui  est  absurde. 

Cette  classe  o-  contiendra  nécessairement  plusieurs  indices  ;  mais  leur 
nombre  n'  ne  pourra  dépasser  n  —  q  -+- 1,  ainsi  que  nous  l'avons  vu. 

43.  Soient  v,  v' , ...  les  altérations  que  les  substitutions  m,  u'.,  ...  font  su- 
bir aux  indices  de  la  classe  o-  ;  t|  le  groupe  formé  par  ces  altérations  ;  Cji  un 
groupe  aussi  général  que  possible  parmi  ceux  qui  sont  contenus  dans 
fi  et  permutables  à  ses  substitutions.  Celles  des  substitutions  de  G'  qui  font 
subir  aux  indices  de  la  classe  o-  une  altération  contenue  dans  t|  forment 
évidemment  un  groupe  contenu  dans  G'  et  permutable  à  ses  substitutions. 
Leurs  homologues  dans  0'  formeront  un  groupe  contenu  dans  0'  et  permu- 
table à  ses  substitutions.  Mais  0'  est  simple;  donc  ce  nouveau  groupe  se 
réduit  à  la  substitution  \ . 

Il  est  clair  d'ailleurs  que  le  groupe  0'  de  degré  k  —  q  sera  isomorphe  à 
& 
-§-^  premier  groupe  composant  de  Ç.  Or  C|  a  ses  substitutions  linéaires  entre 

w'<^n — g-hl  indices.  Et  l'on  pourra  raisonner  sur  Ç  et  0'  comme  sur 
G  et  0.  On  aura  donc,  en  désignant  par  q'  un  nombre  premier^/;  et 

n'>  </'—!,     d'où     ?i'Xfj  — 1) +(r/— 1). 

On  voit  de  même  que,  si  //'  =  k'  —  q'  >  4,  on  aura,  en  désignant  par  n" 
un  entier  au  plus  égal  à  n'  —q'  -H  1  et  par  q"  un  nombre  premier  différent 
depet<^"— 1, 

n">  </"—!.     d'où     nXr/  — 1)  + (//'—!)  + («/"—l), 

etc. 

So\enl donc  q,q\q", ...  des  nombres  premiers  quelconque*s  différents  de 
1  et  de  p,  et  tels  que  Ton  ait 

(6)  k  —  q+q'+q"+..,+q^^-^^  +  ç, 

(7)  e>l     et    q(i*-i)  +  p>4, 
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011  aura 

(8)  n^q—\+q'  —  \+...>k  —  ?  —  iL. 

44.  Pour  achever  de  déterminer  la  limite  inférieure  de  n  correspondant  à 
chaque  valeur  de  A-,  il  ne  restera  plus  qu'à  opérer  de  la  manière  la  plus 
avantageuse  la  décomposition  de  k  —  p  en  une  somme  de  nombres  pre- 
miers. Très-peu  de  nombres  premiers  suffiront  en  général. 

45.  Les  théorèmes  de  M.  Tchébyclief  sur  la  fréquence  des  nombres  pre- 
miers permettent  d'assigner  à  n  une  limite  indépendante  de  toute  recherche 
arithmétique.  Supposons  en  effet  que  k  soit  contenu  entre  2'"  et  2*"  +  ^  On 

sait  qu'il  existe  un  nombre  premier  q  contenu  entre  k  —  2  et  ^-  Si  q  '^p  , 

on  pourra  poser 

k  =  q  +  k',     7i—q—\+n\ 

k 
k'  étant  <^,  et  par  suite  au  plus  égal  à  2*».  On  aura  d'ailleurs 

/c  —  ?i=:  1  +  k'—n', 

et,  par  suite,  la  limite  de  k  —  n  se  déduira  de  celle  de  k'—n'. 

Si  i)=^q  (cas  qui  ne  peut  se  présenter  que  lorsque  p  est  contenu  lui- 
même  entre  A:  et  ^j  ,  on  aura  un  nombre  premier  q^  compris  entre  ^  et 

k      .  „ 

r ,  et  1  on  posera 

k  =  ^^-\-k\     n  =  (g,-l)+(7,-l)  +  n', 

d'où 

A  — n  =  2  +  A;'  — n', 

k 
A:' étant  encore  <ô* 


On  aura  de  même 


k'  —  n'=:\  +  k"  —  n" 


I" 
k"  étant  <^  y  tt  >^  étant  égal  à  1,  sauf  dans  le  cas  où  p  serait  contenu 

k' 
entre  k'  et  ;^- 

On  opérera  une  suite  de  réductions  analogues,  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à 
un  nombre  A*'*  inféiieur  à  8,  et  l'on  aura 

K  —  »:  =:  r  +  /i     —  n   , 
ou 
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suivant  qu'on  aura  été  ou  non  obligé  d'éviter  le  nombre  premier p  dans  la 
suite  des  opérations. 

Le  nombre  r  des  réductions  à  faire  sera  d'ailleurs  au  plus  égal  à  m  —  2  ; 
on  aura  donc 

^_n<m— l+^*'>  — n^^ 

formule  où  le  nombre  m — 1  doit  être  remplacé  par  m  —  2,  si  l'on  n'a  pas 
eu  à  é\iler p,  et  notamment  si  p<C^- 
Cela  posé,  on  aura 

logk 

il  reste  à  évaluer  k^'^ — n''"'  pour  chacune  des  valeurs  de  k^'^^  inférieure  à  8. 
46.  1°  Soit  k^'^^1. 
Si  p'>^,  on  pourra,  dans  les  formules  générales  (6),  (7),  (8),  poser 

Si  iJ=5,  on  posera  A:"'' =  5 -|- 2  H- 2 ,  n'''>2+l,  k^'^—ré''^^A. 

2°  Si  ^^'^  <7  et  >3,  on  aura  n^''^>2.  En  effet,  si  n^'^  était  égal  à  1,  le 
groupe  linéaire  correspondant  n'ayant  qu'un  indice,  ses  substitutions  se- 
raient échangeables  entre  elles.  11  ne  pourrait  donc  être  isomorphe  au 
groupe  alterné  0,  qui  ne  jouit  pas  de  cette  propriété.  On  aura  donc,  sui- 
vant que  r^^^  =  6,  5  ou  4,  k^"^ —n^'^  >  4,  3  ou  2. 

5°  Enfin  si  k^'^=ù,  on  aura  k^'^ — n^'^^<^2. 

On  aura  donc  dans  tous  les  cas 

d'où  la  formule  définitive 

,  ^lo"k      _ 

log  2 

qui  n'est  autre  que  l'inégalité  (4)  que  nous  voulions  établir. 


Nous  profitons  de  cette  occasion  pour  rectifier  la  proposition  suivante, 
que  nous  avons  donnée  dans  notre  Traité  des  substitutions  (n°  84)  : 

Un  groupe  G  permutable  aux  substitutions  d'un  groupe  n  fois  transitif  H 
est  au  moins  n —  1  fois  transitif. 

Cet  énoncé  doit  être  complété  par  l'exception  suivante  : 
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Néanmoins,  si  G  est  un  groupe  simplement  transitif  de  degré  2"",  formé  par 
les  substitutions 

\Xi,...,Xm     Xi+ai,...,  Xm+  9.m   |  moda^ 

H  pourra  être  trois  fois  transitif. 

La  nécessité  de  cette  exception  est  évidente  ;  car  on  sait  que  le  groupe 
linéaire  de  degré  '2'",  formé  par  l'ensemble  des  substitutions  permutables 
à  G,  est  trois  fois  transitif. 

Nous  allons  montrer  que  cette  exception  est  la  seule,  en  reprenant 
.a  démonstration  de  l'endroit  cité,  dont  l'insuffisance  ressortira  d'elle-même 
chemin  faisant. 

Soient  S  l'une  des  substitutions  de  G;  Ci,...,  C)t  ses  divers  cycles,  y  com- 
pris ceux  qui  ne  contiennent  qu'une  lettre.  Prenons  un  nombre  de  cycles 
Cl,...,  Cj,  tel,  qu'ils  contiennent  au  moins  n  lettres,  mais  qu'en  supprimant 
l'un  d'entre  eux,  les  précédents  en  contiennent  seulement  n  —  v,  v  étant 
>  0.  Nous  admettrons  en  premier  lieu  que  l'on  puisse  choisir  les  cycles 
Cl,...,  Cj  de  telle  sorte  que  l'on  ait  v>>  1. 

Soient,  dans  cette  hypothèse,  a,  h,...  les  n  —  v  lettres  de  Ci,...,  Cp_i, 
d,  e,  ...,  g  les  v  premières  lettres  de  C,.  Le  groupe  H,  étant  n  fois  transitif, 
contient  une  substitution  T  qui  laisse  immobiles  a,  b,  c,...,d,e,...  et  rem- 
place g  par  une  autre  lettre  arbitraire  p  ;  G,  étant  permutable  à  T,  contien- 
dra la  substitution  T~^ST,  et  par  suite  la  substitution  U:^S~*T~^ST, 
laquelle  laisse  immobiles  les  n — 2  lettres  a,  &,...,  e,...  et  remplace  </ par  ;). 
Mais  H  renferme  une  substitution  V  qui  remplace  les  n  lettres  a,  6,...,e,..., 
g,  p  par  n  lettres  arbitraires  «,  |3,...,  s,...,  y,  tt;  et  G  contiendra  V"*UV, 
qui  laisse  immobiles  n  —  2  lettres  arbitraires  a,  |3,...,  e,...  et  remplace 
l'une  des  lettres  restantes,  y,  par  l'une  quelconque  des  autres  lettres 
restantes,  tt.  Donc  G  est  n — 1  fois  transitif. 

Il  reste  à  examiner  le  cas,  omis  dans  notre  ancienne  démonstration,  où 
l'on  a  nécessairement  v  =  l.  Suivons  les  conséquences  de  cette  hypothèse, 
pour  voir  l'étendue  de  l'exception. 

Tous  les  cycles  de  S  contiennent  un  même  nombre  [j.  de  lettres.  En  effet, 
supposons-les  écrits  plus  haut,  de  manière  à  être  ordonnés  d'après  le 
nombre  décroissant  de  leurs  lettres.  Si  le  dernier  cycle  C^  contenait  moins 
de  lettres  que  le  premier  C,  ,les  cycles  C,,  C2,...,Cp_i,  contenant  par  hypo- 
thèse n — 1  lettres,  les  cycles  C^,  C^,...,  Cf_i  en  contiendraient  n  —  v, 
V  étant  >-!.  D'autre  part,  C;t  contenant  au  moins  une  lettre,  les  cycles 
C»,  Cj,...,  Cj_i,  Cl  en  contiendraient  au  moins  n.  On  voit  donc  qu'on  pour- 
rait, contraiiemcnl  à  l'hypothèse,  faire  en  sorte  que  v  fût  >>l.  On  a  d'ail- 
leurs, pai'  liypolhèse,  p.(|i — \)^=n —  i,  donc  p  divise  n — 1. 

La  substitution  S  étant  l'une  quelconque  de  celles  de  G,  on  voit  que  toutes 
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les  substitutions  de  G  {l'unité'  exceptée)  doivent  être  régulières,  et  déplacer 
toutes  les  lettres  :  de  plus  leur  ordre  doit  diviser  n  — 1 . 

Cela  posé,  si  le  groupe  G  n'est  pas  transitif,  le  groupe  H,  dont  les  substi- 
tutions lui  sont  permutables,  sera  non  primitif;  il  ne  pourra  donc  être 
qu'une  fois  transitif,  et  le  théorème  sera  vrai. 

Soit  au  contraire  G  transitif,  il  ne  pourra  l'être  qu'une  fois;  car  toutes 
ses  substitutions  (sauf  l'unité)  déplaçant  toutes  les  lettres,  celles  d'entre 
elles  qui  laissent  une  lettre  immobile  se  réduisent  à  l'unité. 

D'autre  part,  G  est  n  —  2  fois  transitif;  car  H  l'étant  n  fois,  l'est  a  for- 
tiori n  —  1  fois;  et  les  cycles  Cj,...,  Cj_i  contiennent  n  —  1  lettres,  tandis 
que  les  cycles  Ci,...,  Cj_2  n'en  contiennent  que  n — 1 — f*  ;  S  étant  choi- 
sie différente  de  l'unité,  ^  sera  évidemment  >>  1  ;  en  raisonnant  sur  n  —  1 
comme  précédemment  sur  n,  on  ne  tombera  donc  pas  sur  le  cas  d'exception 
que  nous  discutons  en  ce  moment. 

Il  résulte  de  là  que  n  est  au  plus  égal  à  3.  Mais  si  n<^ù,  le  théorème  sera 
vérifié.  Si  n  =  5,  les  substitutions  de  G,  dont  l'ordre  divise  n —  i ,  auront 
toutes  pour  ordre  2.  Donc  l'ordre  du  groupe  G  sera  une  puissance  de  2, 
telle  que  2"".  D'ailleurs  il  est  transilif,  et  toutes  ses  substitutions  déplacent 
toutes  les  lettres  ;  donc  le  nombre  des  lettres  qu'il  conticHt  est  2". 

Soient  maintenant  S  =  (a&)  (a/)...  l'une  des  substitutions  de  G;  Si  une 
autre  substitution  de  G,  qui  remplace  a  par  une  autre  lettre  quelconque  c. 
La  substitution  SSi  remplace  b  par  c  ;  mais  elle  est  d'ordre  2  ;  donc  elle 
remplacera  c  par  b  ;  et  comme  S  le  remplace  par  d,  S^  remplacera  d  par  b  ; 
on  aura  donc  S^  =  {ac)  (bd)...  et  Si  sera  échangeable  à  S. 

Donc  les  substitutions  de  G  sont  échangeables  entre  elles;  donc  {Traité 
des  substitutions,  408)  on  pourra  les  mettre  sous  la  forme 

I    Xi,...,Xm     Xi-i-  a.^,...,Xm  +  '^m  \   mod2. 


Sur  les  cônes  du  second  degré  qui  passent  par  six  points  donnés  de  l'espace; 

par  M.  Laguerre. 

(Séance  du  8  janvier  1873) 

1.  Un  grand  nombre  de  propriétés  intéressantes  des  surfaces  du  second 
ordre  {ou  quadriques),  qui  passent  par  six  points  donnés  de  l'espace,  dépen- 
dent de  la  décomposition  d'un  polynôme  du  sixième  degré  en  la  somme  de 
quatre  carrés. 

Dans  cette  note,  je  me  restreindrai  au  cas  plus  simple  où  on  le  met  sous 
la  forme  d'une  somme  de  trois  carrés,  ce  qui  correspond,  au  point  de  vue 
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géométrique,  à  l'otudedes  cônes  du  second  ordre  que  l'on  peut  mener  par 
six  points  (*). 

2.  Comme,  dans  tout  ce  qui  suit,  je  m'appuie  surtout  sur  quelques  pro- 
priétés des  cubiques  gauclies,  je  ciois  tout  d'abord  devoir  les  rappeler 
brièvement. 

Soit  aP-t-3&/^-l-5c).-hr/  =  0,  l'équation  d'un  plan  mobile,  )-  désignant 
une  variable  numérique  arbitraire;  ce  plan  enveloppe  une  surface  du 
quatrième  ordre,  dont  l'arête  de  rebroussement  est  une  cubique  gauche  K, 

définie  par  le  système  d'équations  —  =  —  =  —;  à  chaque  valeur  de  ).  cor- 

rt'spond  un  plan  osculateurdc  la  cubique  dont  je  désignerai  le  point  de  con- 
tact sous  le  nom  de  point  ()>),  en  disant  que  \  est  le  paramétre  de  ce  point. 
On  voit  facilement,  d'ailleurs,  que  les  coordonnées  de  ce  point  sont  données 
par  les  formules 

a h   c  (/ 

5.  L'équation  d'un  plan  quelconque  étant  alî  —  5fey+ûC/3  —  fia  =  0,  on 
voit  que  ce  plan  coupe  la  cubique  K  en  trois  points  dont  les  paramètres  sont 
les  racines  de  l'équation  a/"'  +  5j3),- H- 57),  + -î^O;  ces  points  définissent 
d'ailleurs  complètement  le  plan,  en  sorte  qu'on  peut  le  considérer  comme 
déterminé  par  le  polynôme  du  troisième  degré  qui  forme  le  premier  membre 
de  cette  équation. 

Dans  ce  qui  suit,  si  A  représente  d'une  façon  générale  l'équation  d'un  plan, 
A' désignera  le  polynôme  qui  a  pour  racines  les  paramètres  des  points  où 
e  plan  coupe  la  cubique.  Le  degré  de  ce  polynôme  A'  s'abaissera  du  reste, 
si  le  plan  passe  par  le  point  de  la  cubique  dont  le  paramètre  est  infini  ; 
l'équation  7îi  =  0,  par  exemple,  où  m  désigne  une  constante,  est  l'équation 
du  plan  osculateur  en  ce  point. 

4.  Etant  donnés  six  points  dans  l'espace,  on  peut  mener  par  ces  six  points 
une  infinité  de  cônes  du  second  ordre  dont  les  sommets  sont  situés  sur  une 
surface  du  quatrième  ordre  S.  Les  différentes  génératrices  de  ces  cônes  for- 
ment un  complexe  de  droites  du  sixième  ordre;  en  effet,  étant  pris  arbi- 
trairement un  point  M  de  l'espace,  pour  qu'une  droite  passant  par  ce  point 
soit  une  droite  du  complexe,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  puisse  construire  un 
cône  du  second  ordre  ayant  son  sommet  sur  cette  droite,  et  passant  par  les 
.six  points  donnés  ainsi  que  par  le  point  M. 

Or,  d'après  un  beau  mémoire  de  M.  liesse  {Crelle,  t.  49),  le  lieu  des  som- 
mets des  cônes  du  second  ordre  que  l'on  peut  mener  par  sept  points  donnés 
est  une  courbe  gauche  du  sixième  ordre  0;  le  cône  du  complexe,  qui  est  le 
cône  projectif  de  celte  couibe,  est  donc  aussi  du  sixième  ordre. 

(*)  Voir,  il  ce  sujet  IIiKniioizEii,  Sur  une  surface  du  qualrième  ordre;  Matli.  Ann.,  f.  IV, 
p.  172. 
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o.  La  surface  S  est  le  lieu  des  courbes  Q.  On  peut,  par  les  six  points 
donnés,  mener  une  cubique  gauche  bien  déterminée  K;  soitV=0  l'équa- 
tion du  sixième  degré  dont  les  racines  sont  les  paramètres  de  ces  points. 
Je  ferai  remarquer  que  le  degré  de  cette  équation  peut  s'abaisser  au  cin- 
quième ,  si  le  système  de  coordonnées  est  tellement  choisi  que  le  para- 
mètre d'un  des  points  donnés  soit  égal  à  l'infini. 

Considérons  un  des  cônes  du  second  ordre  que  l'on  peut  mener  par  les  six 
points;  son  équation  peut  se  mettre,  d'une  infinité  de  façons,  sous  la  forme 
AG  —  B-  =0,  où  A  =  0  et  C  =  0  désignent  les  équations  de  deux  plans  tan- 
gents quelconques  à  ce  cône,  et  B  =  0  l'équation  du  plan  des  génératrices 
de  contact.  Les  paramétres  des  points  de  rencontre  du  cône  avec  la  cubique 
sont  évidemment  les  racines  de  l'équation  Â'C  —  B'-  =  0;  on  doit  donc 
avoir  V=B'^  —  A'C.  Et  réciproquement,  si  l'on  met  le  polynôme  du 
sixième  degré  V  sous  la  forme  précédente,  on  en  déduira  l'équation  d'un 
cône  du  second  ordre  passant  par  les  six  points. 

6.  Étant  donnée  une  droite  quelconque  du  complexe,  c'est-à-dire  une 
génératrice  d'un  cône  du  second  ordre  passant  par  les  six  points,  on  peut 
la  déterminer  par  l'équation  A  =  0  du  plan  tangent  au  cône  le  long  de 
cette  droite,  et  par  l'équation  B  ^  0  du  plan  mené  par  cette  droite  et  par  le 
point  de  la  cubique  dont  le  paramètre  est  l'infini. 

De  cette  façon,  on  voit  que  le  polynôme  B'  sera  simplement  du  second 
ordre, et  l'on  devra  avoir V  =  B'^  —  A'C  Soient  p,  q^r  les  racines  de  l'équa- 
tion A'  =  0;  pour  chacune  de  ces  racines,  on  auraB'=  y/V;  et,  le  poly- 
nôme B'  étant  du  second  degré,  on  pourra  le  déterminer  par  la  formule  de 
Lagrange. 

.  Si  l'on  pose  pour  un  instant  A' =:/■().)  =  (> — ;^)(^— î)(^  —  t)  etB'  =  y(>), 
on  aura 

[x-q)[x-r)  {x-p){x-r)         _.  (x-p){x-q) 

— n/^)— "^^^(^^^      r(^r"+^^^')      7W~' 

On  déduirait  facilement  de  là  les  équations  A=:0  et  B  =  0  des  plans  qui 
déterminent  la  droite  du  complexe,  et  l'on  voit  que  ses  quatre  coordonnées 
s'exprimeront  au  moyen  des  variables  p,  q,  r  ;  l'élimination  de  ces  variables 
entre  les  équations  qui  donnent  ces  coordonnées  fournira  l'équation  elle- 
même  du  complexe. 

7.  Un  plan  quelconque  est  tangent  à  quatre  cônes  du  complexe. 
En  effet,  A  =  0  étant  l'équation  de  ce  plan,  si  l'on  pose 

K'  =  {l-p){l-q){7-r), 

on  voit,  par  ce  qui  précède,  que  les  génératrices  de  contact  sont  déter- 
minées par  l'expression  fÇk)  =0,  expression  qui,  à  cause  des  doubles  signes, 
est  susceptible  de  quatre  valeurs. 
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JI  +  N4-P  =  0,  M  +  N— P  =  0,  M  — N+P=0,  M  — N  — P  =  0, 

M  =  0,N  =  OetP  =  0  étant  les  équations  des  côtés  du  triangle  formé  par 
les  trois  points  où  le  plan  donné  coupe  la  cubique  gauche  K. 

D'où  cette  conclusion  : 

Un  plaii  pris  arbitrairement  est  tangent  à  quatre  cônes  du  complexe  ;  les 
génératrices  (le  contact  forment  U7i  quadrilatère  complet  ;  les  trois  points  de  ren- 
contre des  diagonales  de  ce  quadrilatère  sont  les  points  oii  le  plan  coupe  la  cu- 
bique gauche  K. 

8.  Le  lien  intime  qui  existe,  d'après  les  considérations  précédentes, entre 
la  décomposition  en  trois  carrés  d'un  polynôme  du  sixième  degré  et  le  pro- 
blème qui  consiste  à  construire  les  différents  cônes  du  second  degré  qui 
passent  par  six  points  donnés  de  l'espace,  nous  indique  naturellement  le 
rôle  que  jouent  ces  cônes  dans  la  théorie  des  fonctions  ultra-elliptiques  du 
premier  ordre. 

Soit,  en  effet,  AC  —  B-  =  0  l'équation  d'un  de  ces  cônes;  le  plan  mobile 
dont  l'équation  est  T  =  A/5^  +  2B/3-hC  =  0,  p  désignant  une  variable  arbi- 
traire, enveloppe  ce  cône;  et  les  paramètres  de  ses  points  de  rencontre 
avec  la  cubique  K  sont  donnés  par  l'équation 

(1)  T'  =  A'p^  +  2B'p  +  C'^0. 

Le  plan  mobile  se  déplaçant,  si  l'on  fait  varier  à  la  fois  p  et  le  paramètre 
>.,  on  aura  par  la  différentiation 

dV 


ou,  comme  A'pH-B'  =  vB'- — A'C'  =  s/V,  en  vertu  de  l'équation  (1), 

dV  1-  ^^  —      -'^P 

-pdx -H  2v/Vrfp  =  0,     ou  encore     -;=  —  —  ^jT* 

~dx 
En  désignant  para  et  b  deux  constantes  quelconques,  on  déduit  de  là 


(a  +  hK)d\_      ^a+hy) 


(2)  ./TT Ïf-'^P' 


d\ 


dV 
or  -T-  est  un  polynôme  du  second  degré  en  X  ;  par  suite,  d'après  un  théo- 
rème d'Kuler  bien  connu,  si  l'on  fait  la  somme,  pour  toutes  les  racines  de 
l'équalion  (1),  des  valeurs  que  prend  alors  le  second  membre  de  l'équa- 
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tion  (2),  le  résultat  est  identiquement  nul.  On  a  donc  aussi,  quels  que  soient 
a  etb, 

{a  +  hx)  dx      (a  +  Inj)  dy      {a  +  bz)  dz 


sj\{x)  s/\(y)  s/\{z) 


:0, 


X,  y  et  z  désignant  les  paramètres  des  trois  points  où  le  plan  qui  enveloppe 
le  cône  coupe  la  cubique. 

On  déduit  de  là  la  proposition  suivante  : 

Étant  donnés,  sur  une  aihique  gauche,  six  points  dont  les  paramètres  sont 
les  racines  de  V équation  du  sixième  degré  N  =  0 ,  si  Von  considère  un  quel- 
conque des  cônes  du  second  ordre  qui  passent  par  ces  six  points  et  deux  des 
plans  tangents  à  ce  cône,  en  désignant  respectivement  par  x^^,  y^  et  z^  les  para- 
mètres des  points  où,  le  premier  de  ces  plans  coupe  la  cubique,  et  par  .rj,  y^  et  :?! 
les  paramètres  des  points  d' intersection  relatifs  au  second  plan,  on  a  les  deux 
relations 

r'Xi     dx  /"T/i     dy  rzi     dz    _ 

Jxo   s/W)'^'  Jyo  >JW)'^  J^o   \JW)~ 
et 

rxijcdx^^     Çy^    ydy    ^    pi    ^dz    _^ 

Jxo   s/W)       Jvo   S/V(2/)       Jzo    s/VF) 

9,  Les  équations  transcendantes  quiprécèdentdéterminent.rtetî/i,  quand 
■'^o>  Voi  -0  6t  z^  sont  donnés  ;  on  peut  aussi,  d'après  les  considérations  qui 
précèdent,  les  déterminer  géométriquement. 

Qu'on  imagine,  en  effet,  le  plan  passant  par  les  points  {x^),  (?/„)  et  {z^), 
et  l'un  quelconque  des  quatre  cônes  du  complexe  qui  lui  sont  tangents.  On 
pourra,  par  le  point  [zy),  mener  le  plan  tangent  à  ce  cône,  et  l'un  quel- 
conque de  ces  plans,  par  son  intersection  avec  la  cubique,  donnera  les 
points  (.Tj)  et  [y^).  Comme  il  y  a  lieu  de  considérer  quatre  cônes,  on  voit 
par  suite  qu'on  trouvera  quatre  systèmes  de  solutions. 

10.  En  terminant  ces  brèves  indications  sur  le  problème  géométrique 
que  je  me  proposais  de  traiter,  je  ferai  remarquer  l'analogie  complète  des 
résultats  obtenus  avec  ceux  donnés  par  Jacobi  relativement  aux  fonctions 
elliptiques. 

Il  obtient,  comme  on  le  sait,  la  construction  géométrique  de  l'addition  de 
ces  fonctions,  en  faisant  rouler  une  tangente  sur  l'une  quelconque  des  coni- 
ques qui  passent  par  quatre  points  fixes,  dont  la  position  détermine  sur 
une  conique  un  polynôme  du  quatrième  degré.  Pour  effectuer  géométrique- 
ment l'addition  des  fonctions  ultra-elliptiques  de  première  espèce,  il  suffit  de 
faire  rouler  un  plan  sur  l'un  quelconque  des  cônes  du  second  ordre  que  l'on 
peut  mener  par  six  points  de  l'espace  dont  la  position,  sur  la  cubique  gauche 
qui  les  renferme,  détermine  un  polynôme  du  sixième  degré. 
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EXTRAITS    DES    PROCÈS-VERBAUX 


SÉANCE  DU  MERCREDI  22  JANVIER  1875 

Pr.ÉSlDESCE   DE   M.    CRASLES 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 

M.  Laguerre  communique  à  la  Société  une  noie  Sur  quelques  théorèmes 
(V  arithmétique. 

M.  Brisse  donne  lecture,  de  la  part  de  M.  Flye  Sainte-Marie,  membre  de 
la  Société,  d'une  noie  Sur  quelques  propriétés  des  courbes  gauches  fermées. 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  communique  à  la  Société  une  noie Surun dodé- 
caèdre cmtique  conservé  au  musée  du  Louvre. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  5  FÉVRIER  1875 

PRÉSIDÉE    PAR    M.    BOURGET 

Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 

MM.  Boulanger,  professeur,  à  Paris;  Descliamps,  capitaine  d'artillerie,  à 
Paris;  Haag,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  à  Tours;  Laisant,  capitaine 
du  génie,  à  Tours. 

L'élection  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 

M.  Désiré  André  communique  à  la  Société  un  Théorème  nouveau  sur  les 
faclorielles. 

M.  Camille  Jordan  communique  à  la  Société  une  note  Sur  le  mouvement 
d'une  figure  plane  dans  son  plan. 

M.  Bourget  communique  à  la  Société  la  Démonstration  des  formules  empiri- 
ques trouvées  par  M.  Sondliaus  pour  les  sorts  rendus  par  les  tubes  chauffés. 

M.  Lnguerre  communique  à  la  Société  une  note  Sur  la  biquadratique 
sphérique  et  sur  la  détermiyiation  du  plan  oscidateur  en  un  point  de  cette 
courbe. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  19  FÉVRIER  1873 

PRÉSIDENCE    DE    M.    CHASLES 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 
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Le  secrétaire  annonce  que  M.  Gauthier-Villars  s'est  fait  inscrire  comme 
sociétaire  perpétuel, 

M.  Chasles  donne  communication  d'une  lettre  de  M.  Broch,  répondant  à 
celle  qu'il  lui  avait  adressée,  au  nom  de  la  Société,  à  propos  de  la  publica- 
tion des  œuvres  d'Abel. 

Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 

MM.  Beynac,  professeur,  à  Paris;  Brocard,  capitaine  du  génie,  à  Biskra; 
Tissot,  exaniinatear  d'admission  à  l'École  polytechnique. 

L'élection  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 

M.  Brisse  communique  à  la  Société  une  Démonstration  nouvelle  de  la  rèrjle 
de  Gauss  relative  à  la  convergence  des  séries. 

M.  Mannheîm  communique  à  la  Société  une  série  de  Théorèmes  sur  les  tra- 
jectoires des  points  d'une  droite. 

M.  Halphen  communique  à  la  Société  une  note  Hur  le  mouvement  d'une 
droite. 

M.  Brisse  donne  lecture,  de  la  part  de  M.  de  Pistoye,  membre  de  la 
Société,  d'une  Note  sur  les  sections  planes  des  côiies  circulaires  obliques. 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS 


Sur  quelques  théorèmes  d' arithmétique  ;  par  M.  Lacuerre. 
(Séance  du  22  janvier  187Ô) 

1.  On  connaît  la  proposition  suivante  :  «  o(m)  désignant  combien  il  y  a 
de  nombres  premiers  à  m  et  non  supérieurs  à  m,  on  a 

m  =  o{d)  +  o{d')  +  o{d")  +  ..., 

d,  d\  d"  désignant  la  suite  des  diviseurs  de  m,  parmi  lesquels  figurent  1 
et  m  lui-même  (').  » 

Cette  proposition  peut  se  généraliser  ainsi  qu'il  suit  : 

Désignons  en  général  par  ini,-r\,  où  m  désigne  un  nombre  entier  et  k 

une  quantité  réelle  quelconque  commensurablo  ou  incommensurable,  le 

m 
nombre  des  entiers  premiers  avec  m  et  non  suiiériours  à  -t-;  on  voit  que, 

si  A:  =  1 ,  on  a  {m,  m)  =  f  (m). 

[')  Voy.  Seuret,  Algèbre  supérieure,  t.  II,  p.  13. 
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Cela  posé,  je  dis  que  l'on  a,  m  désignant  un  nombre  entier  et  i-r\  la 
partie  entière  du  quotient  -y^, 

w     (f)=('.D-("-f)-('^?)-+('"."). 

la  somme  contenue  dans  le  second  membre  s'étendant  à  tous  les  diviseurs 
{,  d,  d',  ...,  m  du  nombre  m. 

Pour  le  démontrer,  je  vais  faire  voir  que  si  la  proposition  est  vraie  pour 
une  valeur  quelconque  de  k,  elle  est  vraie  pour  toute  autre  valeur. 

Soit  Aq  la  valeur  de  k  pour  laquelle  la  formule  est  supposée  vérifiée;  con- 
cevons, par  exemple,  que  k^  diminue  d'une  façon  continue,  le  premier  mem- 
bre de  la  relation  (1)  ne  pourra  changer  que  si  k  passe  par  une  valeur  qui 

donne  î\  j-  une  valeur  entière;  dans  ce  passage,  i-r]  augmentera  d'une 

unité;  le  second  membre  ne  peut  changer  que  si  l'une  ou  plusieurs  des 

quantités  -  acquièrent  une  valeur  entière,  et,  comme  alors  -v-  a  aussi  une 

ri  a 

valeur  entière,  puisque  m  est  un  multiple  de  d,  on  voit  que  la  solution  de 

m 
la  question  consiste  à  examiner  ce  qui  se  passe  quand  -j-  est  un  entier. 

K 

Or,  quand  y  est  un  entier,  il  peut  se  faire  qu'un  certain  nombre  d'ex- 
pressions de  la  forme  r  soient  aussi  des  entiers;  supposons-les  rangées  par 
ordre  décroissant  de  grandeur,  en  sorte  qu'elles  forment  la  série 

l'T'  T'  ■■"  r 

^  désignant  la  plus  petite  de  ces  fractions  (il  est  clair  d'ailleurs  que  f/ 
peut  être  égal  à  m) . 
Gela  posé,  ^  est  nécessairement  premier  avecfx;  car,  si  «  désignait  un 

diviseur  commun  ,  -  et  y  seraient  des  nombres  entiers  et  y  ne  serait  pas 
a.       k  k 

le  dernier  terme  de  la  série.  11  n'en  est  pas  de  même  relativement  aux 
termes  précédents  ;  en  «ffet,  si  l'on  pose  ^  =  e,  fx  et  e  étant  premiers  entre 

eux,  on  en  déduit  (  ,    désignant  un  quelconque  des  termes  qui  précè- 
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dent  n  e'  =  '^=  —,  d'où  -^  =  — ;  et,  comme  la  fraction  —  est  ir- 
k)  k  II  m         y.  fA 

réductible,  on  en  conclut  que  e'  et  m'  sont  respectivement  des  multiples  de 

e  et  de  m  et  ont  par  conséquent  un  facteur  commun. 

2.  Voyons  maintenant  quels  changements  subit  le  second  membre  quand 

-r  prend  une  valeur  entière. 
Les  différentes  expressions  telles  que  (  m',  -r-j  "e  changent  pas  de  va- 

leur;  la  série  des  nombres  non  supérieurs  à  -j-  renferme  en  plus,  il  est 
vrai,  le  nombre  e';  mais,  comme  il  n'est  pas  premier  avec  m',  la  somme 
n'est  pas  changée;  l'expression  (pi,  '^j  seule  change,  et  augmente  précisé- 
ment d'une  unité,  puisque  -j.  et  ^  sont  premiers  entre  eux. 

La  proposition  est  donc  vraie,  si  elle  est  vraie  pour  une  valeur  quelconque 
de  A:;  et  comme  elle  l'est  évidemment  pour  une  valeur  de  k  supérieure  àni, 
puisque  les  deux  termes  de  la  relation  (1)  se  réduisent  à  zéro,  elle  est 
démontrée. 

.5.  Je  veux  maintenant  tirer  de  la  relation  m=^l(f{d},  que  j'ai  rappelée 
au  commencement  de  cette  note,  et  dont  je  viens  de  donn.er  une  nouvelle 
démonstration  indépendante  de  la  formule  qui  exprime  f{ni)  au  moyen  de 
ses  facteurs  premiers  (*),  une  démonstration  de  cette  formule  elle-même. 

M.  Dedekind  {Théorie  des  nombres  de  Dibichlet,  p.  odi)  a,  il  est  vrai, 
donné  un  théorème  remarquable  qui  permet  de  résoudre  celte  question. 

Ce  théorème  s'énonce  ainsi  qu'il  suit  :  «  ),  (/i)  désignant  un  nombre  égal 
à  0,  si  «  est  divisible  par  un  carré,  dans  le  cas  contraire,  égal  à  rh  l  sui- 
vant que  le  nombre  des  facteurs  de  n  est  pair  ou  impair,  si  deux  fonctions 
f{m)  et  y{m)  sont  liées  par  la  relation  suivante 

(2)  f{m)=l^{d), 

OÙ,  dans  le  second  membre,  la  sommation  s'étend  à  tous  les  diviseurs  du 
nombre  entier  ï)i,  on  a  réciproquement 

(3)  ^m)^ll(^)f(d), 

la  sommation  s*étendant  également  à  tous  les  diviseurs  de  m.  ? 
De  la  formule  (5),  on  déduit  facilement  l'expression  connue  de  y  (m), 

(')  On  connaît  d'autres  démonstrations  indépendantes  également  de  cette  formule  ;  voir, 
notamment,  Duuchlet,  Théorie  des  nombres,  p.  '25. 
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mais  il  est  à  remarquer  que  la  démonstration  de  cette  formule  indiquée  par 
M.  Dedokiiid  s'appu'e  précisément  sur  cette  expression;  pour  éviter  un  cercle 
vicieux,  il  faudrait  donc  établir  directement  la  relation  (5),  ce  qui  serait 
du  reste  facile  en  développant  les  considérations  qui  suivent. 

4.  Pour  obtenir  l'expression  de  f{m),  je  considérerai  une  série  de  la 
forme 


1  —  X         '  ^    '  \  —  X-         '       '  l  —  X' 

Soit 

0(l),r  +  ô(-2).c-^  +  6(5),r-'+  ... 

son  développement  effectué  suivant  les  puissances  croissantes  de  a:;  il  est 
clair  que  les  coefficients  d'une  des  séries  déterminent  ceux  de  l'autre,  en 
particulier  on  a  évidemment 

0(m)  =  2/-(J), 

la  sommation  s' étendant  à  tous  les  diviseurs  du  nombre  entier  m. 

Supposons  en  particulier  la  fonction  f  tellement  clioisie  que,  m  étant 
décomposé  en  facteurs  premiers,  en  sorte  que  m  ^=^  a'^Uct...,  on  ait 
/'(m)=/'(a'^)/7ft.')....  La  fonction  freste  du  reste  arbitraire;  ainsi  f  (a')  elf{a''') 
peuvent  n'avoir  aucune  relation  entre  elles,  si  «  et  a  sont  différents  ;  il  en 
est  de  même  de  f(a*)  et  f{b''),  si  les  facteurs  a  et  è  ne  sont  pas  les  mêmes. 

Cela  posé ,  dans  ces  bypothéses ,  les  différents  diviseurs  du  nombre 
m^w^b?...   étant  les  différents  termes  du  produit 

(1  +rt+  ...+a"~^){\  +  b  -|-...  +  /;'~Y-M 
il  est  clair  que  l'on  aura 

(.4)         ^,n)  =  [\  +  l{a]  +  ...  +  f{a'^-')][\  +  f(h)+  ...  +  f{b'^-%... 

5.  Celte  formule  offre  un  grand  nombre  d'applications. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  ait  f{a)  =  f{b)  =  ...  =  —  i  ,  et 
[[a:--)  ---  fit')  =  ...  =  0,  pour  toutes  les  valeurs  de  u  supérieures  à  l'unité. 
On  déduira  évidemment  de  la  formule  (4),  pour  toute  valeur  de  m  supérieure 
à  l'unité,  0(m)  =  0;  on  a  d'ailleurs  ô(l)  =  l,  et  il  est  facile  de  voir  que 
f{m)  =  '/,{m),  X  désignant  la  même  fonction  numérique  dont  j'ai  parlé  ci- 
dessus  (n»  3)  (*);  on  a  donc  Texprcssion  suivante,  due  à  Mœbius  {loc.  cit.)  : 

X  X-  x^  x^  afi 


\  —  .X-       1  —  .r''       1  —  .v'      1  —  x'' 


(*)  CcUc  lemnrquable •fonction  nuniéri(|iic,  qui  se  prcscnie  dans  la  formule  do  M.  Dedc- 
kiiul.  a  aussi  l'-U;  (îliidiéc  par  Mo'liius  {Sur  un  nouveau  mode  ilc  rrvrrsiou  r/r.s  .scriri;  Crkmf, 
t.  ixj.eliiar  M.  Tcliebiclicf  [Noie  sur  différentes  séries;  Liouvili.k,  1'"  série,  l.  XVI). 
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6.  Supposons  maintenant  que  Von  fasse,  n  désignant  un  entier  quelconque, 

6(fl)  =  6(t)  =  ...  =  — I,  û(fl«)=z6(Z»«)  =  ...  =  l,  6(a«+i)  =  e(fc«  +  i)  =  ...  =  — 1, 

en  sorte  que  0  («")  soit,  quel  que  soit  le  facteur  a,  égal  à  +  I  si  n  est  divi- 
sible par  n,  ég;il  à  —  1  si  n  est  congru  à  +  1  suivant  le  module  n,  et  dans 
tous  les  autres  cas  égal  à  zéro. 

De  la  formule  (4)  il  résulte  que  6  (m)  est  nul,  à  moins  que  m  ne  soit  une 
puissance  7ï'^'«^  exacle,  auquel  cas  (j{m)  =  \;  d'ailleurs /"(m)  est  toujours 
égal  à  — 1,  0  ou  +1  ;  on  déduit  de  là  que,  quel  que  soit  l'entier  n,  la  * 
série 

peut  se  mettre  sous  la  forme 

X  X^  X^  .T* 


+  '-^  1 z:,  +  h  -, -,  +  U  1 -i  +  . . 


\  —X        -  1  —  X-        •'  \  —x^        *  l  —  x^ 

les  coefficients  t  étant  toujours  égaux  à  — 1,  0  ou  +  J,  et  se  déterminant 
d'ailleurs  facilement  d'après  ce  qui  précède. 

Pour  n=:2,  on  a  en  particulier  la  formule  suivante,  donnée  par  M.  Liou- 
ville  [Journal  de  math.,  ^'^  série,  t.  Il), 

/r-  -vS  7*5  /y'4 

(0)         x+X^+X^+X^<^+...=-r^ _^^_-^^.4, 


1  —  X      1  —  X-       \  —  x-      1  —  a;* 

7.  Pour  revenir  à  l'objet  principal  de  cette  note,  je  ferai  remarquer  que, 
de  la  propriété  fondamentale  de  la  fonction  o 

(7)  m  =  la(d), 

résulte  le  développement  suivant  : 

Posons  maintenant,  quel  ([uo  soit  le  nombre  premier  a,  f{a^)=z  «"-'(a— 1), 
il  est  clair  que,  d'après  la  fonnule  (i),  on  aura 

t[m)  =  a"hK..  =  m,    et    f[m)  =  a"-V-K.\a  —  \){h  —  \). 

V 
D'où,  en  se  reportant  à  la  formule  (7), 

Telle  est  l'expression  que  je  voulais  déduire  de  la  relation  (7)  (*). 

(*)  Depuis  que  cette  note  a  été  écrite,  j'ai  reconnu  que  la  proposition  attribuée  à 
M.  Dedekind  appartenait  en  réalité  à  M.  Liouville.  [So^^.  Journal  de  math.,  'l"  série,  t.  II, 
p.  110. 

II  6 
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Sur  quelques  propriétés  des  courbes  gauches  fermées; 
par  M.  Flye  Sainte-Marie. 

(Séance  du  22  janvier  1873) 

Soit  S  une  courbe  gauche  fermée  quelconque;  je  suppose  cette  courbe 
parcourue  dans  un  sens  déterminé,  et  en  chaque  point  m  de  la  courbe  je 
mène  une  tangente  dirigée  à  partir  de  ce  point  dans  le  sens  suivant  lequel 
est  parcouru  sur,  la  courbe  l'élément  contenant  in.  Par  un  point  0  quel- 
conque de  l'espace,  je  mène  une  série  de  droites  parallèles  à  ces  tangentes 
et  dirigées  dans  le  même  sens.  Les  parallèles  ainsi  menées  déterminent  un 
cône  dont  le  sommet  est  en  0.  Ce  cône  trace  sur  une  sphère  décrite  du 
point  0  comme  centre  une  courbée-  que  je  supposerai  continue;  ce  qui 
revient  à  admettre  que  la  courbe  S  ne  présente  ni  point  anguleux,  ni  point 
de  rebioussement  ;  la  courbe  gauche  S  étant  fermée,  la  courbe  sphérique  a 
l'est  aussi,  et  l'on  démontre  aisément  que  tout  grand  cercle  de  la  sphère 
est  coupé  par  cette  dernière  au  moins  deux  fois,  soit  en  deux  points  dis- 
tincts, soit  suivant  un  point  double  de  la  courbe. 

En  recherchant  quelles  dispositions  peut  présenter  la  courbe  o-  pour 
satisfaire  à  cette  condition,  et  en  supposant  que  la  courbe  o-  ne  présente  elle- 
même  ni  poini  anguleux  ni  point  de  rebroussement,  on  arrive  aux  conclu- 
sions suivantes  : 

\°  Soit,  sur  la  courbe  <t,  2?i  le  nombre  des  points  d'inflexion  (j'entends, 
par  point  d'inflexion  sur  une  courbe  sphérique,  un  point  où  la  courbe  est 
traversée  par  le  grand  cercle  qui  lui  est  tangent  ;  le  nombre  de  ces  points 
est  nécessairement  pair);  soit  7i' le  nombre  des  points  doubles  et  ?i"  le  nombre 
des  couples  de  points  diamétralement  opposés;  la  somme  n -h  w' est  au 
moins  égale  à  2  ;  si  cette  somme  n'est  pas  plus  grande  que  2,  n"  est  au 
moins  égal  à  2  ;  mais  si  n  +  n'  est  égal  à  5  ou  plus  grand  que  5,  n"  peut 
être  nul. 

2"  La  longueur  totale  de  la  courbe  a  est  toujours  plus  grande  qu'une 
circonférence  de  grand  cercle. 

A  ces  propriétés  de  la  courbe  sphérique  a  correspondent  des  propriétés 
analogues  de  la  courbe  gauche  S  : 

1"  Le  nombre  des  points  où  la  courbe  S  n'est  pas  traversée  par  son  plan 
osculatcur  est  toujouis  pair;  soit  2n  ci'  nombre.  Si,  la  courbe  S  étant  sup- 
posée parcourue  dans  un  sens  déterminé,  n'  désigne  le  nombre  des  couples 
d'éléments  parallèles  et  parcourus  dans  le  même  sens,  n"  le  nombre  des 
couples  d'éléments  parallèles  et  parcourus  en  sens  contraire,  la  somme 
n  ■+-  n'  est  au  moins  égale  à  2  ;  si  cette  somme  n'est  pas  plus  grandi'  que  2, 
n"  est  nu  moins  égal  à  2  ;  mais  si  n-\-n'  est  égal  à  5  ou  plus  grand  que  5, 
n"  peut  être  nul. 


11  est  entendu,  dans  cet  énoncé,  que  la  courbe  S  ne  présente  ni  point 
anguleux,  ni  point  de  rebroussement,  et  qu'il  en  est  de  même  de  la  courbe 
image  o-. 

2°  Si  la  courbe  S  ne  présente  ni  point  anguleux,  ni  point  de  rebrousse- 
ment, la  courbure  totale  de  première  espèce  de  la  courbe  entière  est  tou- 
jours plus  grande  que  'in. 

A  ces  propositions,  on  peut  ajouter  la  suivante  : 

Toute  courbe  spliérique  t,  telle  qu'aucun  grand  cercle  de  la  sphère  ne 
puisse  la  laisser  entièrement  d'un  même  côté,  peut  être  considérée  comme 
la  courbe  image  d'une  courbe  gauche  fermée. 


Sui'  un  dodécaèdre  antique,  conservé  au  musée  du  Louvre, 
par  M.  le  comte  L.  Hugo. 

k  (Séance  du  22  janvier  1873) 

Je  viens  signaler  à  l'attention  de  la  Société  un  objet  appartenant  au 
musée  du  Louvre,  et  qui  a  un  caractère  géométrique. 

On  sait  le  rôle  important  donné  aux  corps  réguliers  dans  l'antiquité  ;  les 
idées  platoniciennes  les  assimilaient  aux  éléments  de  la  nature.  Quoi  qu'il 
en  soit,  il  est  intéressant  de  constater  que  certains  solides  réguliers  avaient 
été  adoptés  comme  formes  industrielles.  Le  cube*  des  anciens  est  arrivé 
jusqu'à  nous  à  l'état  de  tessères,  de  dés  à  jouer;  je  ne  connais  aucun 
exemple  du  tétraèdre  ;  l'icosaèdre  est  une  ^- 

figure  trop  compliquée,  sans  doute,  pour 
avoir  été  suivie  par  les  artisans,  mais  il  n'en 
est  pas  de  même  du  dodécaèdre. 

J'ai  remarqué  dans  une  vitrine  de  la  salle 
des  bronzes  un  objet,  probablement  un 
brûle-parfum,  affectant  la  figure  du  dodé- 
caèdre régulier  :  c'est  un  objet  creux,  et 
dont  les  faces  présentent  des  ouvertures 
circulaires  ;  de  petites  sphères  placées  sur 
les  sommets  servent  de  pieds  dans  toutes 
les  positions  possibles  de  l'objet;  la  patine 
est  verte ,  et  l'aspect  ne  manque  pas  d'élégance.  L'idée  de  purification  qui 
s'attache  à  un  brùle-parfuni  n'est  pas  en  désaccord  avec  la  notion  de  bonne 
santé  que  les  pythagoriciens  attribuaient  aux  figures  pentagonales,  telles 
que  les  faces  de  notre  dodécaèdre.  Ce  petit  bronze  a  environ  deux  pouces  de 
hauteur  ;  un  second  objet  analogue  est  placé  à  côté  du  premier,  et  n'eu  dif- 
fère que  par  quelques  détails.  A  l'état  neuf  et  brillant,  ces  dodécaèdres  mé- 
talliques devaient  flatter  les  regards  par  un  certain  air  de  richesse  et  par 
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la  régularité  de  leur  ornementation.  Cependant,  les  ouvertures  circulaires 
d'une  même  pièce  sont  de  dimensions  très-différentes.  Ces  objets  assez  énig- 
matiqucs  no  sont  pas  compris  dans  la  première  partie  du  catalogue,  la  seule 
qui  soit  encore  publiée. 

Quant  à  l'oclaédre  régulier,  il  existe  un  dé  en  ivoire  présentant  cette 
figure  dans  le  Musée  égyptien,  et  on  en  trouverait  sans  doute  d'autres  dans 
les  diverses  collections  de  l'Europe. 


Théorème  nouveau  sur  les  faclorielles;  \>^v  M.  Déliré  André. 

(Séance  du  5  février  1875) 

1.  A  étant  un  nombre  entier  et  positif,  on  sait  qu'on  appelle  factorielle 
de  A,  et  que  l'on  désigne  par  A!,  le  produit  1.2  5. ..A  des  A  premiers 
nombres  entiers. 

On  sait  aussi  que,  a^  a^,...,  a„  étant  des  entiers  positifs  quelconques  dont 
la  sonnne  est  N,  le  quotient 

N! 


est  un  nombre  entier  :  c'est  un  tliéoréme  connu,  que  l'on  peut  démontrer 
soit  directement,  en  prouvant  que  tout  facteur  premier  qui  entre  au  déno- 
minateur entre  au  numérateur  au  moins  autant  de  fois,  soit  indirectement, 
en  remarquant  que  celte  expression  représente  le  nombre  de  certaines  per- 
mutations avec  répétitions  de  N  lettres,  nombre  qui,  par  sa  nature,  est  for- 
cément entier. 

Nous  nous  sommes  demandé  s'il  ne  serait  pas  possible  de  trouver,  dans 
certains  cas,  un  nombre  moindre  que  N  dont  la  factorielle  fût  divisible  par 
le  produit  des  factorieiles  de  a,,  «2,...,  «„.  C'est  le  théorème  auquel  nous 
a  conduit  cette  recherche  que  nous  nous  proposons  de  faire  conuailre. 

2.  Mais  ce  théorème  repose  sur  un  mode  de  classification  des  systèmes 
de  nombres  entiers  qui  nous  parait  tout  à  fait  nouveau,  auquel  nous  avons 
été  conduit  par  cette  même  recherche,  et  que  nous  devons  exposer  d'abord. 

Soient  «,,  «2,...,  «„  n  nombres  entiers  quelconques.  11  existe  des  fac- 
teurs entiers,  supérieurs  à  l'unité,  qui  sont  communs  à  deux  de  ces  nom- 
bres ;  d'autres  i\w\  sont  communs  à  trois,  à  quatre,  et  ainsi  de  suite.  Kous 
a[)pellerons  fadeurs  le  plus  communs  ceux  qui  sont  connnuns  au  plus 
grand  nombi'e  possible  des  entiers  «,  et  nous  dirons  que  l'ensemble  de  ces 
entiers  </  lorme  un  système  premier  d'ordre  /i,  s'il  y  a  /c  de  ces  entiers  qui 
ne  soient  [)as  divisibles  par  l'un  des  facteurs  le  plus  connnuns. 

I)'aj)rès  celle  dèdnilioii, si  les  n  nombies  a,,  ot^,...,  «„  ne  sont  pas  pi'emier.s 
entre  eux,  ils  forment  un  système  premier  d'ordre  0;  s'ils  sont  premiers 
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entre  eux  deux  à  deux,  ils  forment  un  système  premier  d'ordre  n  —  1  ;  s'ils 
sont  premiers  b  h  b,  expression  inusitée,  mais  dont  on  voit  immédiatement 
le  sens,  ils  forment  un  système  premier  d'ordre  n  —  b-\-\  ;  enfin,  s'ils  se 
réduisent  tous  à  l'unité,  c'est  un  système  premier  d'ordre  n. 

3.  Cela  posé,  voici  le  théorème  annoncé  : 

TiiÉonÈME .  —  Si  les  nombres  entiers  «i,  «,,... ,  ««,  dont  la  somme  est  N,  for- 
ment un  STjstème  premier  d'ordre  h,  le  quotient 

(N  — /?)! 


a,  :  a,  !  a-  !  ...  a„ 


est  un  nombre  entier. 

Nous  le  démontrerons  en  prouvant  que  tout  nombre  premier/?,  qui  entre 
comme  facteur  au  dénominateur,  entre  comme  facteur  au  numérateur  un 
nombre  de  fois  au  moins  égal. 

Supposons  que  ce  nombre  premier  p  entre  comme  facteur  x  fois  au  déno- 
minateur, y  fois  au  numérateur. 

Nous  avons,  d'après  une  formule  bien  connue, 


Ili}} 


S  —  i     i=l 
S=oo 


1  =  1 

Il  suffit  de  prouver  que  l'on  a 

Or  cette  inégalité  sera  évidemment  démontrée,  si  l'on  démontre  l'inéga- 
lité suivante 

et,  a  fortiori,  si  l'on  démontre  celle-ci 


t  =  n 
^  —  k\ 


(  =  1 


dans  laquelle   d  représente   un   nombre  entier  quelconque  supérieur  à 
l'unité. 
Pour  démontrer  cette  dernière  inégalité  ,  divisons  par  d  cbacun  des 
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nombres  «i,  a,,...,  a„:  soient  </i,  r/.,...,  </„  les  quotients,  l'i,  r^,...,  r„  les 
restes.  Il  résulte  de  ces  notations  : 


N  =  rf2^'+2''" 


et 


i:a=2:'- 


Donc  la  dernière  inégalité,  celle  qu'il  suffit  d'établir,  revient  à 


!  =  n 


î=i 

Or  les  nombres  a,,  a^,...,an  forment,  par  hypothèse,  un  système  premier 
d'ordre /î;  donc,  parmi  les  restes  r,,  r,,...,  r„,  /.■  au  moins  sont  différents 

t=n 

de  0  ;  donc  7  r,  est  au  moins  égal  à  k  ;  donc  le  premier  membre  de 

l'inégalité  est  au  moins  égal  à  ^  ç,.  Donc  l'inégalité  considérée  est  démon- 

t—i 
trée,  ainsi  que  le  théorème. 

4.  Nous  terminerons  par  deux  remarques  fort  courtes. 

Premièrement,  lorsque  tous  les  entiers  a  sont  égaux  à  l'unité,  leur  nom- 
bre est  N,  ils  forment  un  système  premier  d'ordre  N,  et  le  théorème  donne 
pour  numérateur  la  factorielle  de  N  —  N,  c'est-à-dire  la  factorielle  de  zéro, 
ce  qui  n'a  pas  de  sens.  Pour  lever  cette  difficulté,  il  suffit  de  convenir, 
comme  on  le  fait  d'ailleurs  généralement,  que  l'on  regardera  la  factorielle 

i 

de  zéro  comme  égale  à  l'unité.  Le  quotient  devient  par  suite  j,  ce  qui  est 

bien  un  noml)re  entier. 

Secondement,  le  théorème  qui  précède  est  très-général.  On  en  pourrait 
déduire  facilement,  comme  cas  particuliers,  sinon  la  totalité,  au  moins  la 
jtlus  grande  partie  dos  théorèmes  relatifs  à  la  divisibilité,  par  certains  nom- 
hit's,  des  coelficienls,  soit  de  la  furmuio  du  j)iiiônie,  soit  du  développement 
de  la  puissance  m'^'"^  d'un  polynôme  quelconque. 
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Théorie  mathématique  des  expériences  de  Pinaud,   relatives  aux  sons 
rendus  par  les  tubes  chauffés;  par  M.  J.  Bourget. 

(Séance  du  5  février  1873) 


INTRODUCTION 

En  1835  (*),  Pinaud,  professeur  de  physique  à  Toulouse,  a  fait  connaître 
et  a  étudié  un  phénomène  acoustique  remarquable  qui  se  produit  quand  on 
laisse  refroidir  un  tube  thermométrique  à  l'extrémité  duquel  est  soufflée 
une  boule.  Si,  après  avoir  chauffé  assez  fortement  la  boule,  on  la  retire  de 
la  flamme,  l'air  extérieur,  en  rentrant  par  le  tube,  produit  un  son  trés-pur. 

Pinaud  a  étudié  avec  soin  la  liaison  qui  existe  entre  la  hauteur  du  son 
produit  et  les  divers  éléments  de  l'appareil.  Dans  son  mémoire,  il  formule 
ainsi  les  trois  lois  générales  auxquelles  il  est  arrivé  : 

l'"  Loi.  —  Le  son  produit  dans  un  tube  de  verre  terminé  par  une  boule 
échauffée  est  d'autant  plus  grave  que  le  tube  est  plus  long,  toutes  choses 
égales  d'ailleurs. 

2*^  Loi.  —  La  longueur  et  le  diamètre  du  tube  restant  les  mêmes,  le  son 
est  d'autant  plus  grave  que  la  boule  qui  termine  le  tube  a  un  plus  grand 
diamètre. 

5^  Loi.  —  Toutes  choses  égales  d'ailleurs,  le  son  produit  est  d'autant 
plus  aigu  que  le  tube  a  un  plus  grand  diamètre. 

Il  a  cherché  ensuite  une  formule  empirique  donnant  le  nombre  des  vibra- 
tions sonores  en  fonction  de  la  longueur  du  tube,  de  son  rayon  et  du  rayon 
de  la  boule.  En  désignant  par  n  le  nombre  des  vibrations  complètes ,  par  / 
la  longueur  du  tube,  par  r  son  rayon,  par  R  celui  de  la  boule,  enfin  par  C 
un  coefficient  constant,  il  a  trouvé  qu'on  pouvait  prendre 

,.« 
n  =  C  — , 

a,  6,  7  étant  des  constantes  données  par  l'expérience.  Son  mémoire  n'in- 
dique par  les  valeurs  qu'il  a  trouvées  pour  ces  constantes. 

Les  expériences  de  Pinaud  ont  été  répélées,  d'abord  par  C.  Marx(**),  puis 
par  M.  Sondhaus (***).  Ce  dernier  a  donné  une  formule  tiès-simple  pour  dé- 

(*)  L'Institut,  t.  ni,  p.  366;  1835. —  J'ai  pris  la  plupart  des  renseignements  historiques 
qui  suivent  clans  l'excellente  analyse  des  travaux  de  M.  Sondhaus  sur  ce  sujet,  faite  par 
M.  Bertin  [Atinales  de  chimie  et  de  pinjsique,  4'=  série,  t.  XXV,  p.  207;  1872). 

(")  Erdmann's  Journal  f.  prakt.  Cheni.,  t.  XXII,  p.  129;  1841. 

(*")  Ann.  de  Pogg.,  t.  LXXIX,  p.  1  ;  1850.  —  Ihid.,  t.CXL,  p.  53-76  et  219-242. 
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terminer  le  nombre  n  des  vibrations  doubles.  En  nommant  V  le  volume  de 
la  boule,  L  la  longueur  du  tube  Ihermoraôtrique,  S  sa  section,  on  | 

(»  -,  =  cy/|:; 

C  est  une  constante  égale  à  52,2  ,  si  le  mètre  est  pris  pour  unité  de  lon- 
gueur. Cette  formule  est  sensiblement  d'accord  avec  l'expérience,  mais 
M.  Sondhaus  ne  donne  aucune  raison  tbéoriqiie  qui  permette  de  la  regarder 
comme  représentant  vraiment  les  lois  du  phénomène. 

M.  Sondhaus  a  été  plus  loin,  il  a  étudié  le  cas  de  plusieurs  tul)es  soudés 
au  même  réservoir.  Si  deux  tubes  égaux  sont  soudés  à  une  boule  aux  extré- 
mités du  même  diamètre,  il  suppose  qu'il  se  forme  un  plan  nodal  perpen- 
diculaire à  la  ligne  des  tubes,  et  qui  divise  la  boule  en  deux  parties  égales 

V  ,  .         . 

de  volume  -^ ,  de  telle  sorte  qu  on  doit  avoir 

(2)  "=C^| 

Cette  formule  empirique  est  encore  d'accord  avec  l'expérience. 

Dans  le  cas  où  plusieurs  tubes  (S,L),  (S',L'),  (S",L")  sont  soudés  à  un 
même  réservoir  de  volume  V,  M.  Sondhaus,  se  fondant  sur  le  môme  prin- 
cipe, écrit  pour  ce  système  complexe 


(3) 


Les  expériences  qu'il  rapporte  pour  5  et  4  tubes  sont  toutefois  peu  con- 
cluantes, l'appareil  ne  vibrait  qu'avec  beaucoup  de  difficultés. 

Je  me  propose  de  faire  connaître  les  lois  véritables  des  phénomènes  ob- 
servés par  Pinaud  et  M.  Sondhaus.  Le  problème  à  résoudre  est,  comme  on 
verra,  assez  facile,  en  s'appuyant  sur  les  principes  donnés  par  Duhamel, 
dans  son  mémoire  sur  les  tuyaux  à  cheminée. 

Les  formules  auxquelles  j'arrive  sont  compliquées.  La  détermination  de 
n  dépend  en  réalité  d'une  équation  transcendante,  mais  en  tenant  compte 
de  cette  circonstance  que  la  section  S  des  tubes  thermométriques  est  très- 
faible  par  rapport  à  celle  du  réservoir,  je  retombe  précisément  sur  les  for- 
mules de  M.  Sondhaus. 

Ces  formules  pourront  donc  désormais  être  regardées,  au  point  de  vue 
physique,  comme  théoriques,  puisqu'elles  donnent  une  valeur  suffisamment 
approchée  des  nombres  fournis  par  les  formules  véritables. 


—  89 


ANALYSE 


d-ci>        ^  d-tû 

d-o'         ,.,  d-cp' 

dV-  ~~"'  dxr' 

'    —  n            , 

dV'  ■"      dx'^ 

1.  Imaginons  un  réservoir  AB  cylindrique  de  longueur  /  et  de  section  S, 
et,  suivant  son  axe,  un  tube  thermométrique  soudé  HC  de  longueur  /'  et  de 
section  S'.  Supposons  qu'il  s'établisse  dans  cet  appareil  un  mouvement  vi- 
bratoire, tel  que  tous  les  points  d'une  même  tranch»',  perpendiculaire  à 
l'axe  du  tube,  aient  le  môme  mouvement  parallèle  à  l'axe.  Désignons  par 
X  la  distance  au  point  A  d'un  point  quelconque  de  AB  et  par  x'  la  distance 
au  point  B  d'un  point  quelconque  de  BC. 

Les  équations  du  mouvement  vibratoire  sont  (voy.  Duhamel,  Mécanique) 

(M 

La  première  se  rapporte  au  mouvement  de  l'air  dans  le  réservoir,  la  se- 
conde au  mouvement  de  l'air  dans  le  tube  étroit.  Dans  ces  équations,  a 
désigne  la  vitesse  du  son  dans  le  réservoir,  a!  la  vitesse  du  son  dans  le 
tube  étroit  ;  on  sait  que  ces  nombres  sont  un  peu  moindres  dans  les  tuyaux 
sonores  qu'à  l'air  libre,  et  que  la  perte  de  vitesse  est  d'autant  plus  grande 
que  les  tubes  sont  plus  étroits,  voilà  pourquoi  nous  prenons  des  nombres 
différents  pour  les  deux  pai'ties  de  l'appareil. 

La  vitesse  v  en  un  point  quelconque  et  à  une  époque  quelconque  s'obtient 
par  la  formule 

La  densité  variable  p  est  liée  à  la  densité  à  l'état  d'équilibre  D  par  la  re- 
lalionp  =  D(l  -f-  s),  et  s  est  une  fonction  de  x  et  de  f,  nommée  condensation, 
que  l'on  obtient  par  la  formule 

^  '  a-  dt  a'-  dt 

2.  Cela  posé,  le  problème  à  résoudre  est  celui-ci  : 

Trouver  des  fonctions  y  et  (f'  satisfaisant  aux  équations  (1),  et  en  même  temps 
aux  conditions  aux  limites  relatives  à  l'appareil  et  aux  conditions  initiales  que 
nous  laisserons  arbitraires. 

Les  conditions  aux  limites  sont  : 

1°  Qu'en  A  la  vitesse  de  l'air  soit  nulle  ; 

2°  Qu'en  B,  point  de  raccord  des  deux  tubes,  les  vitesses  des  deux  tran- 
ches infiniment  minces  contiguës  soient  en  raison  inverse  des  sections  des 
tubes  auxquels  elles  appartiennent,  afin  qu'il  y  ait  continuité  dans  le  lluide; 

3°  Qu'en  G  la  condensation  soit  nulle,  puisque  la  dernière  tranche  du 
tube  est  en  contact  avec  l'atmosphère. 
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5.  Nous  pouvons  satisfaire  à  toutes  ces  conditions  au  moyen  des  formules 
suivantes 

ç  =  (A  sin  d  +  B  cos  It)  u, 


^  '  \(f':=(k  sin  /.t  +  B  cos  U)  u', 

u  et  u'  étant  deux  fonctions,  l'une  de  x,  l'autre  de  x',  telles  que 

d-u 


(5) 
de  telle  sorte  que  l'on  a 


ax-       a- 

'  -^^  +  -^H'=  0  ; 

rfa  -      a  - 


Iu  =  P  sin h  Q  cos  —  , 
rt  a 

u'  =  I"  sni  — r  +  Q  cos  — -. 
a'  a' 

Dans  ces  équations,  A,  B,P,  Q,P',Q',).  sont  des  constantes,  qu'il  s'agit  de 
déterminer.  Or  : 

cita 

1"   Au   point  A,  la  vitesse  v  =^-j-  est  nulle  à  toute  époque  du  mouve- 
ment; donc 
{7)'  P  =  0,    0  =  arbitraire. 

2»  Au  point  B,  .r  =  /  et  a;'  =  0,  la  condensation  doit  être  identique  pour  les 
extrémités  contiguës  des  deux  colonnes  ;  donc 

(8)  Psin- +Qcûs-=0'. 

Les  deux  vitesses  sont  en  raison  inverse  des  sections;  donc 

(9)  -('pcos--Qsin-W^^F". 
^  '  a\  a  a  J      a 

S"  Au  point  C,  la  condensation  est  nulle;  donc 

(10)  P'sin-'4-Q'cos4=0. 
^  n  a 

De  ces  équations  nous  tirons,  en  faisant  Q  =  1, 

In/  a'  S    .    d 

a  0         a  . 
Q'=icos-  ; 
a 


I 
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par  suite 


a'  S    .    Il  .    il'  "Kl       II' 

jT-  sin  —  sm  — -  +  COS  —  COS  -7-  =  0, 

a  S'       a        a  a        a' 

ou  enfin 

,.„,  àZ     >./'      a  S' 

On  voit  que  >  est  déterminé  par  l'équation  transcendante  (12),  P'  et  Q'par 
les  équations  (11),  P  et  Q  par  les  équations  (7),  et  que  A  et  B  restent  com- 
plètement arbitraires.  Nous  aurons  donc,  pour  solution  particulière,  les 
équations  (4)  unies  aux  équations 


(13) 


u 

Ix 
=  cos — , 
a 

u' 

U       ix' 

=  COS  —  COS  —r 

a         a' 

a'  S     .    a/   .    ix 

r:  sin  -  sin  — 7 . 

a  b        a  a 


La  solution  particulière  que  nous  venons  de  trouver  correspond  à  un 
mouvement  vibratoire  simple  et  possible,  résultant  d'un  étal  initial  facile  à 
trouver  en  faisant  t=:0, 


„  /.   .    ix 
Vn  =  —  B  -  Sin — , 
a        a 


(14) 


„  X  r       II   .     Xx'       a'  S     .Il        XxH 
B  —    COS  -  Sin  — -  -i —  —  sin  —  ces    ,  i-, 
a'  \_      a         a        a  W        a         a  j 


M       XX 

Sn  = ,  ces  — , 

AX  /       xZ       y.x'      a'  S    .    il   .    Xx' 

s„  = -[  COS  -  COS  - 3".  sin  --  sin  — - 

"  a''\       a        a        a  S         a         a' 

Mais,  comme  cet  état  initial  particulier  serait  impossible  à  réaliser  dans  la 
pratique,  le  mouvement  observé  est  plus  complexe  que  celui  que  les  équa- 
tions (4)  et  (15)  définissent.  Nous  allons  montrer  que  le  mouvement  vibra- 
toire le  plus  général  peut  être  regardé  comme  résultant  de  la  superposition 
d'un  nombre  fini  ou  infini  de  ces  mouvements  simples.  Il  nous  suffira  donc 
ensuite  d'étudier  les  propriétés  de  ces  mouvements  simples  pour  connaître 
les  lois  physiques  du  phénomène  de  Pinaud,  puisque  notre  oreille  décom- 
pose instinctivement  le  mouvement  général  en  ces  mouvements  élémen- 
taires qui  correspondent  chacun  à  un  son. 

4.  Intégrale  générale.  —  Pour  arriver  rapidement  à  l'intégrale  générale, 
nous  avons  besoin  d'un  lemme  préliminaire. 

Lemme.  —  Nommons  u^  et  ii^  les  valeurs  des  fonctions  u  et  u' pour  une  racine 
>i,  autre  que  ).,  de  V  équation  transcendante  {{'■2)  ;  on  a  identiquement  la  relation 


S    /*'  S'    /*' 

(15)  —\    MMjCZx-l-—    I     î<'M'irfx' =  0. 
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En  effet,  des  équations  (b)  auxquelles  satisfont  u,  w,,  ?/',  ?/,',  on  tire 

d*Mj  d-u      >:\  —  A- 

M  -TT  —  "i  -7—,  H ; —  ««I  =  0  ; 

dx-  d.v-  a- 

par  suite,  en  multipliant  par  dx  et  intégrant  de  0  à  /, 


( 


duy  dir\'    ^   '/'l  —  A-  i""' 

dx         ^dxJo 


—  "i  7-  ]    +  - — 7-    I    ««1^^  =  0  ; 


de  même 


donc 


/  ,du'.      ,  du' y    À:  —  À-  r'  ,  -  1  ,    n 

1   "  -7-7  —  w^-r-,      -y- ^—r, —        n'tt,dx'=^{); 
\      dx  a.i/o  «-      Jo 


r  s  /''  S'  î^'        1 

+  (aj  —  A-)l  —  I   î/Hjf/xH — ;;,  I     u'u\dx'  1=  0. 

Or  le  second  et  le  troisième  terme  de  la  première  ligne  de  celte  équation 
sont  identiquement  nuls,  puisqu'en  A  la  vitesse  est  nulle  et  qu'en  C  la  con- 
densation est  nulle  à  toute  époque;  les  deux  termes  extrêmes  de  la  même 
ligne  s'annulent,  car  au  point  1} 

.,  dn.        ,„  du.  ,       ^^  du      „,  du' 

donc  le  lemme  est  démontré,  car  dans  la  seconde  ligne  de  cette  équation 
).*,  —  ),*  est  nécessairement  différent  de  zéro. 

Cela  posé,  je  dis  qu'en  désignant  par  s  la  somme  des  termes  tels  que 
{A),  correspondant  aux  diverses  racines  en  nombre  infini  de  l'équation 
(12),  l'intégrale  générale  des  équations  (1),  satisfaisant  non-seulement  aux 
conditions  aux  limites,  mais  à  des  conditions  initiales  arbitraires,  sera 
donnée  par  des  équations  de  la  forme 

..„.  (  9  =:2(à  sinxf -t- B  cos)i)M, 

^     '  I  o'  =  s  (A  sin  >.<  H-  B  ces  U)u', 

A  et  B  variant  d'un  terme  à  l'autre  avec  ).. 

Il  suffit  pour  cela  de  démontrer  que  l'on  peut  choisir  les  constantes  A  et 
P>  de  cliai^uu  des  termes  de  la  série,  de  manière  à  avoir  les  identités 

,„v  UB«   =F(.r),     sBh'  ^¥,(x'), 

^     '  \l\iuz=f[x),     lk/.u'  =  fi{x'). 

Nous  désignons  par  F'(.r)  la  fonction  arbitrairement  donnée  de  x  repré- 
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sentant  la  vitesse,  F(.r)  en  est  la  fonction  j)rimitivo;f(.r)  représente  la  fonc- 
tioîi  arbitraire  de  x  qui  donne  la  condensation  initiale. 

Multiplions  maintenant  par  ndx,  u'd.r  les  deux  équations  qui  renferment 
B,  intégrons  et  ajoutons  après  les  avoir  respectivement  multipliées  par 

— ,,  -i-r',  nous  aurons,  en  séparant  les  divers  termes, 

B    —       u-dx+  —:        u'-dx'  \+  B.\  —       itii.dx -j-  —        u'u.'dx'  \  + ... 
Lfl-Jo  «    Jo  J  U^-Jo  (>■    Jo  J 

S   /•'  S'  r^' 

—  —       uY[x)dx  +  —        u'Yy{x^)dx'. 

Mais,  en  vertu  du  lemme  démontré,  tous  les  termes  du  premier  membre, 
autres  que  le  premier,  sont  identiquement  nuls,  et  l'on  a 


(18)  B  = 

de  même 

(l'J)  AX: 


S  r'  S'  r'' 

—      u¥{x]dx-h—l    u'Fi{x')dx' 

'  s  f'  ,,  S'  f  ,_  , 
—  iC-dx  +  —,  u-(lx' 
a-Jo  «Vo 

S  r^  S'  r'' 

uf{.vyix  +  -       u'U{x')dx' 

_  "■'J  0 "     t'  0 

s  c  ,j      S'  /^''  ,_  , 

n-Jo  «Vo 


Les  équations  (18)  et  (19)  déterminent,  comme  on  voit,  sans  absurdité, 
les  valeurs  des  coefficients  de  chacun  des  termes  des  séries  (IG),  au  moyen 
des  conditions  initiales  arbitrairoinenl  données.  Donc  le  mouvement  le  plus 
général  résulte  bien  de  la  superposition  d'une  infinité  de  mouvements 
simples,  définis  chacun  par  les  équations  (4).  Comme,  d'ailleurs,  notre 
organe  d'audition  a  la  propriété  remarquable  de  percevoir. séparément  cha- 
cun de  ces  mouvements  composants,  tout  en  percevant  par  le  timbre  leur 
ensemble,  on  voit  que  l'étude  des  mouvements  simples  est  seule  importante 
au  point  de  vue  physique,  il  était  néanmoins  nécessaire  d'étudier  l'intégrale 
complète,  afin  d'être  assuré  que  les  mouvements  donnés  par  les  équations 
(4)  sont  les  seuls  qui  composent  le  mouvement  général. 

5.  Propriélés  des  mouvemenls  simples.  —  Les  équations  (jui  donnent,  dans 
un  mouvement  simple,  la  vitesse  et  la  condensation,  sont  les  suivantes 

1«  =  y  =  — (Asin/<-HBcosX/)-^.in  —, 
ax  a        a 

(h'         ,     .  „  •/.  /      >./  .    ix'     a'  S   .    )./      l.v'\ 

dx'  ^  'a'\       a       a'       «  b'       a       a  / 


(21' 
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s  = ^(AcosA<  —  Bsin  A<)cos  —, 

a-^  a 


s'  = T  (Acos>.<  — Bsin/i)    cos— cos—- •^-sin  --sm  -7  ). 

a*     ,  \       "        rt'       a  b'       rt        a'  / 


Ces  équations  montrent  que  ce  mouvement  est  périodique,  le  temps  T  de 
la  période  est 

27; 


T  = 

X 


par  suite,  le  nombre  de  vibrations  doubles  par  seconde  est 


(22)  N=  ^ 


2- 

Pour  avoir  le  son  fondamental  de  l'appareil,  il  faut  chercher  la  plus  petite 
racine  de  l'équation  (12) 

,  \l  ^  W      a  S' 

ta  —  i(r  —  2=z  —  •—, 

°  a  "  a'       a' S 

Sans  résoudre  cette  équation,  nous  voyons  que  : 

1"  >  augmente  si  S'  augmente,  toutes  choses  égales  d'ailleurs,  c'est  la 
troisième  loi  de  Pinaud  ; 

2"  /  dimiiuie  si  S  augmente,  toutes  choses  égales  d'ailleurs  ,  c'est  la 
seconde  loi  de  Pinaud; 

7)°  ),  diminue  si  /'  augmente,  toutes  choses  égales  d'ailleurs,  c'est  la  pre- 
mière loi  de  Pinaud; 

4°  ■/  diminue  si  l  augmente,  toutes  choses  égales  d'ailleurs ,  c'est  un  ré- 
sultat conforme  à  la  seconde  loi  de  Pinaud. 

iNous  pouvons  maintenant  remarquer  que  le  second  membre  est  petit, 

parce  que  -h-  est  une  petite  fraction  ;  donc  —    —,  sont  de  petits  arcs;  donc 
on  peut  poser  approximativement 

>/      x/      i  x--/-' 
tg  -  =  -  +  .  — , 

^U' _ll'      1X''Z'3 
^  a'       a'      5  a'5  ' 

par  suite 

aa'\_  0  \rt'-       "'-/ J      «'  ^ 

Nous  avons  doiu;,  pour  détei  miner  X,  l'éinalion 

"  +  3^  +  0^;''="  V7" 
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V  étant  le  volume  SI  du  réservoir.  De  là  on  tire  approximativement  la  for- 
mule 


V/'       Z)\a^       a'-^JY-i^" 
d'où  enfin 


1^^)  '^-2^-'27vV  V/'       -\^-^'''' 


5  \  a-      a'-  /  V-/'- 


Si  on  néglige  encore  la  seconde  partie  du  radical,  on  obtient  la  formule 
plus  simple  de  M.  Sondhaus 

Si  nous  prenons  pour  a  la  vitesse  535",  nous  trouvons 

1= ">'-'■ 

On  voit  donc  que,  si  nous  prenons  pour  a  une  vitesse  légèrement  plus 
faible  que  la  vitesse  à  l'air  libre ,  nous  retombons  précisément  sur  la 
constante  de  M.  Sondhaus  52,2.  Ce  résultat  nous  semble  confirmer  d'une  ma- 
nière remarquable  la  justesse  de  notre  théorie. 

D'ailleurs,  on  voit  par  la  formule  (25)  que  N  est  plus  faible  que  le  résultat 

■jr— i /-rr^  ;  donc  il  n'est  pas  étonnant  que  M.  Sondhaus,  déterminant  par 
Itx  y      Vf 

expérience  la  constante  C  de  la  formule 

ait  trouvé  un  nombre  plus  faible  que  ^j^-. 

En  prenant  les  expériences  de  M.  Sondhaus,  j'ai  vérifié  que  le  second 
terme  du  radical  de  la  formule  (25j  est  insensible  ;  on  peut  donc,  au  point 
de  vue  physique,  s'en  tenir  à  la  formule  (24). 

6.  La  formule  (24)  montre  que,  si/'  est  réduit  à  moitié,  N  est  multiplié  par 
y/^2  =1,414;  donc  la  note  rendue  par  le  tube  réduit  à  moitié  serait  un 
fa  ;;  par  rapport  à  la  note  primitive  considérée  comme  un  lit.  Piuaud  a  tou- 
jours trouvé  la  quinte,  et  par  suite  le  rapport  1,5  à  la  place  du  rapport  1 ,41 . 
Voici  le  résumé  de  ses  expériences. 
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EXPCr.ItNCES    DE    PINAL'D 


Première 

expcricncc. 

Troisicnie  c.rpcricnce. 

Jfiles  donnfes 

Ploies  dooDéfi 

bneotar  du  tube 

Joies 

par  11  formule 

Longuenr  du  tube                ^otes 

par  la  ruminle 

l'                      eoteadiies 

de  Sondhaus 

L'                      enteadues 

de  Soodhaus 

(i  pouces        ut 

1 

1 

12  pouces        ut      1 

1 

5      —            ré? 

1,122 

1,058 

10 

—           rc?     1,122 

1,058 

4      —           mi 

■1/259 

l,2i5 

9 

—            mih   1,189 

1,154 

5      —           sol 

1.498 

1,414 

2      -           si 

1,888 

1,752 

Sixième  expérience. 

9 

—          ut        1 

1 

Deuxième 

expérience. 

S 

—      uts  haut  1,080 

1,060 

8      —            ut 

\ 

1 

G 

—          mi        1.259 

1,225 

G      —           mib  1,189 

i,ir.i 

4,5 

—          sol       1,498 

1,414 

4      —           sol 

1,498 

l,41i 

5 

—          si         1,888 

1,732 

Ces  expériences  mollirent  nettement  que  la  formule  de  M.Sondhaus  n'est 
encore  qu'une  formule  approximative,  et  il  y  a  ceci  de  remarquable  que 
l'inlervalle  théorique  est  toujours  plus  faible  que  l'intervalle  observé.  On 
explique  cette  anomalie  comme  nous  avons  expliqué  les  perturbations  ob- 
servées par  Wertheim  dans  les  tuyaux  sonores  [Comjites  rendus  de  l'Acadé- 
mie des  sciences,  t.  LX.XIII,  p.  1205). 

L'équation  aux  dérivées  partielles  que  nous  avons  intégrée  doit  être  cor- 
rigée d'un  terme,  et  tout  se  passe  alors  comme  si  les  carrés  des  nombres  de 
vibrations  étaient  diminués  d'une  quantité  constante.  De  cette  loi  résulte  que 
l'intervalle  de  deux  sons  est  plus  grand  que  celui  qui  est  donné  par  la 
théorie,  où  n'intervient  pas  ce  terme  perturbateur. 


TCVAUX  A  BKNFLEMEM  rOUTAKT  DEUX  TIBES 

7.  Imaginons  un  premier  tube  étroit  de  section  S  et  de  longueur/,  dési- 
gnons-le par  AB.  A  la  suite,  sur  le  même  axe,  se  trouve  un  tube  plus  large  BG 
de  section  S'  et  de  longueur/'.  Enfin,  à  la  suite,  sur  le  même  axe,  se  ti'ouve 
un  tube  Cl)  de  section  S"  et  de  longueur  /".  L'appareil  est  ouvert  aux  deux 
extrémités.  Après  avoir  chauffé  le  léservoir,  on  le  laisse  refroidir,  l'air 
renti-e  par  les  deux  tubes  étroits,  un  mouvement  vibratoire  s'établit  dans 
l'appaieil,  on  demande  les  lois  de  ce  mouvement. 

Nous  désignerons  par  x  la  dislance  au  point  A  d'un  pçint  (judconque  de 
AB,  par  x'  la  distance  au  point  B  d'un  point  quelconque  de  BC,  para;"  la 
distance  au  point  C  d'un  point  qiiclconipie  do  Cl>. 

Les  équations  dill'érenliclles  du  mouvement  sont 

d-o 


\:ih) 


"1  —n'i^''^- 


dS 


dl*' 
dt* 


,d'w' 


i 
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11  faut  intégrer  ces  équatioii-î  en  satisfaisant  à  des  conelitions  initiales 
arbitraires  et  aux  conditions  aux  limites  suivantes  pour  les  extrémités  et  les 
deux  points  intérieurs  B  et  G,  où  il  ne  doit  pas  y  avoir  discontinuité. 

8.  Conditions  aux  liniiles  : 

l**  Au  point  A,  où  -v  =  0,  on  doit  avoir 

(26)  ^  =  0. 

2"  Au  point  B,  où  x  =  l  et  x'  =  0,  on  doit  avoir 

a-  ai       a-  dt  dx  dx 

5'^  Au  point  G,  où  x'^=l'  et  x"=0,  on  doit  aviir 

^-')  ^7/r=«^     ''     './^'^^  ./F 

•4"  Au  point  D,  où  /,.":=/",  on  doit  avoir 

d'-i" 

9.  Intéijrales particulières.  —  On  pcutsalisfaire  aux  équations  (L'û)  cl  aux 
conditions  aux  limites  précédentes,  en  posant 

!o  =  (\  siii  /i  +  B  cos  //)  II, 
o'  —  (A  siu  U  +  B  cos  'i.t)  u' 
'^"  =z  (A  sin  rt  +  B  cos  l\)  rt" . 

Les  fonctions  ?<,  u',  u"  satisfont  aux  équations 

d-n       ).- 

-^  +  -,  «  =0, 

d'u'  ■/.-    ,       „ 

I  dx  -  rt  - 

'r/-»"  À'     „      ^ 

«.r  -  a  - 


par  suite,  elles  sont  de  la  forme 


ît  =P  sin-     +  0  cos  — , 
a  a 

u'  =  P'  sin-^  +  Q'  cos  -V' 
«'  a' 

u"  ==  P"  sin  --r-  -r  Q  cos  --r 
a'  a 


A,  B,  P,  Q,  P',  Q',  P",  Q",  A  sont  des  constantes  arbitraire^-. 
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Exprimons  maintenant  que  les  inicgi\ilcs  (50)  satisfont  aux  conditions 
aux  limites  (26),  (27),  (28),  (29),  nous  obtiendrons  les  relations  suivantes 

P  quelconque,         Q=0, 

-     p  sui  -  +  Q  cos  -    =  --r  Q', 
-\  a  aj      a'- 


P  cos Q  sui  -     ==  - 

«  \  a  a  a 


(^^)  \l(psin^;  +  O'cos"^)=:l0", 


—    P' COS  —  —  Q'  sin  -,    =  —,  P", 
«  \  a'  a'  I       a 

P"  sin  -' ,,  +  Q"  cos  — ,,  =  0. 
a  '    '  a 


Nous  en  déduisons 

(34)                             P  =  1 .  0  =  0, 

a'  S        )i  „,       a'-   .    il 

(5o)                               P'  =  --cos-,  Q'  =  ^^,sin-, 

^     '                                        a  b'       a  a-         a 


(5G) 


a"  S         )./        yJ'       (l'a"  S'    .    /./    .    >./' 

;  P"=:—  -77,  cos  -  cos -rr.  SUI  —  SUI  — - 

I  rt    iS         a         a'        a-   W         a        a 

I  ^„      «"■-  S         >i  .    /J'       «"-    .    il        il' 
Q'  =^  — ,  -r.  cos  -  SUI    ,  H — :,  SUI  —  cos  —-, 
^  aa  S'         a       a         ir         a         a 


'    oS         a  '  n  S'      ^a'      ah"      °  a"      aa"bh'      "rt      °  a'         a" 

L'équaliou  (57)  fait  connaître  >.,  et  les  équations  précédentes  donnent 
P,  Q,  P'.  Q',P",0"-  Il  »c  reste  d'arbitraires  que  les  constantes  A  et  B. 

10.  Son  fowkDHcnlal  de  l'airpureil.  —  Le  son  fondamental  de  l'appareil, 
d'après  les  formules  (50),  sera  donné  par  la  formule 

(58)  N  =  ^, 

N  désignant  le  nouibre  des  vibrations  doubles  et  ).  la  plus  petite  racine 
de  l'équation  (57). 

Dans  l'équaliou  (57)  remi)laçons  les  tangentes  par  les  arcs,  elle  donnera, 
après  quelques  réductions  faciles, 

.,_!    "^    V    "*"    a~ÏÏF'~V 

Mais  les  valeurs  de  a,  a',  a"  sont  peu  différentes,  supposons-les  égales,  la 
formule  donnera 


i 
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S    S"     r'  vv" 

rt-  ~  V 

Mais  le  dernier  terme  du  nuniéraleui'  est  très-petit,  et  peut  encore  être 
négligé;  nous  obtenons  donc  enfin 


par  suite 

(59)  K  =  . 

Or  cette  formule  est  précisément  celle  de  M.  Sondhaus;  et  la  constante 
«-est  à  peu  près  égale  à  52,2,  en  prenant  552'"  pour  vitesse  du  son. 

11.  Nous  démontrerons  aisément,  en  suivant  une  marche  analogue  à 
celle  que  nous  avons  déjà  suivie  pour  le  cas  des  tubes  dePinaud,  que  l'in- 
tégrale générale  peut  être  regardée  comme  la  somme  d'un  nombre  fini  ou 
infini  d'intégrales  simples,  de  la  forme  (50).  D'ailleurs  celte  question  de 
pure  analyse  est  sans  importance  pour  la  question  physique  que  nous  trai- 
tons, puisque  nous  cherchons  les  lois  du  son  fondamental  qui  correspond 
à  un  mouvement  simple. 

12.  On  peut  imaginer  un  appnreil  plus  compliqué,  qui  serait  formé  d'une 
suite  de  tubes  étroits,  séparés  par  un  renflement;  notre  analyse  s'étendrait 
facilement  à  l'étude  des  lois  du  son  doimc  par  un  pareil  ensemble.  Admet- 
tons, par  exemple,  que  nous  ayons  trois  tubes  et  deux  réservoirs;  appelons 

/,  /',  /",  /'",  /" 

les  longueurs  successives  de  ces  tubes  ou  réservoirs, 

S,  S',  S",  S'",  S" 
leurs  sections, 

V,  V"  • 

les  volumes  des  réservoirs;  nous  trouverions,  pour  l'équation  transcendante 
donnant  )., 

Qr/r                                        C"/                                      C"'  Ç' 

__      '^  Tlrrr//Tir T'T///Tlr  .    n'T///TiT    __       ^        TT/T/// 

S"S"  S'6-  SS"  6S'"       ^ 

Cri  C'/  C'  S'S'" 
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en  admellanl,  pour  plus  de  simplicilc,  que 

a  ^  a'  =  a"  =  a"  :=  a", 

el  eu  appelant,  pour  abréger, 

T,  T',  T",  T",  V" 

les  langenlcs  des  arcs 

/./     >./'     >7"     /./'"     >./" 
a  '     a  '     a  '     a  '     a 

Remplaçons  maintenant  les  tangentes  par  les  arcs,  et  négligeons  les  quan- 
tités petites.  En  supposant  S,  S",  S"'  petits  par  rapport  à  S'  et  S"';  /,  /",  l" 
grands  par  rapport  à  /'  et  /'",  nous  aurons  simplement 


S      S"      S"       S' 


d'où 


/S      S"      S"      s 

„4    / 

(40)  N  =  - 


rt  4  /  /  +  /"       /"  +  /"" 


'i77  y      v     '     v" 

Celte  formule  est  une  généralisation  de  celle  de  M.  Sondliaus,  el  la  com- 
prend comme  cas  particulier. 

12.  Si  l'on  suppose,  en  particulier, 

q      Cl. 

^  =  ^,,-     et    V=V'", 


on  trouve 


^^l^i 


/+/"- 


donc  le  son  rendu  par  ce  nouvel  appareil  sera  un  fa  #  relativement  à  celui 
que  rend  l'appareil  de  M.  Sondliaus. 
Si  nous  supposons 

S      S'      S"      S'"      .     ,.,      „„ 


nous  trouvons 


«  =  ^.^\/fr 
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donc  le  .<<on  rendu  par  notre  nouvel  appareil  serait  Voctave  de  celui  que  ren- 
drait un  tube  fixé  à  V extrémité  d" une  houle  de  l'appareil. 

13.  Nous  ne  croyons  pas  que  l'appareil  à  trois  ou  quatre  tubes  fixés  à  un 
môme  réservoir  soit  une  généralisation  de  celui  que  nous  avons  étudié,  et 
rincertitude  des  expériences  de  M.  Sondhaus  sur  cet  appareil  compliqué 
semble  confirmer  noire  opinion. 

14.  Dans  un  aulre  mémoire,  nous  étudierons  les  formules  qu'il  a  données 
pour  les  tuyaux  cubiques,  c'est-à-dire  pour  les  tuyaux  dont  le  diamètre  est 
comparable  à  la  longueur,  de  telle  sorte  qu'il  est  impossible  d'admettre, 
sans  erreur,  que  les  divers  points  d'une  même  tranche  perpendiculaire  à 
l'axe  aient  le  même  mouvement  vibratoire. 


Sur  la  hiquadratique  sphérique  et  sur  la  détermination  du  plan  osculateur 
en  un  point  de  cette  courbe;  par  M.  Laguerue. 

(Séance  du  5  février  1873) 

\.  J'appellerai  simplement  hiquadratique  sphérique  la  courbe  qui  résulte 
de  l'intersection  d'une  sphère  S  et  d'une  surface  du  second  cidre. 

On  peut  aussi  la  considérer  à  un  autre  point  de  vue  (*).  Soit  une  conique 
quelconque  K  ;  la  développable,  circonscriteà  cette  conique  et  à  la  sphère  S, 
touche  celte  sphère  le  long  d'une  courbe  qui  est,  comme  on  le  sait,  la  hi- 
quadratique sphérique.  Cette  développable  a  d'ailleurs,  indépendamment 
de  la  conique  K,  o  autres  lignes  doubles  K^,  K^  et  K3,  qui  sont  également 
des  coniques  et  qui  jouent,  par  rapport  à  la  courbe,  exactement  le  même 
rôle. 

2.  Une  hiquadratique  sphérique  à  16  foyers  ordinaires  ;  c'est-à-dire  qu'il 
y  exisie  -4  génératrices  de  la  sphère  de  chacun  des  systèmes  (droites  iso- 
tropes), qui  sont  tangentes  à  la  courbe.  Leurs  intersections  mutuelles  déter- 
minent ses  16  foyers  ordinaires;  il  est  clair  d'ailleurs  que,  la  hiquadratique 
é[ant  supposée  réelle,  4  de  ces  foyers  sont  réels  et  déterminent  complète- 
ment tous  les  autres. 

Dans  ce  qui  suit,  je  désignerai  par  F,  F^,  F,  et  F^  ces  A  foyers  réels.  Les 
16  foyers  sont  aussi,  coriime  on  le  voit  facilement,  les  points  d'intersection 
de  la  sphère  avec  les  coniques  K,  Kj,  K,  et  K-, 

D'où  il  résulte  que  les  foyers  réels  peuvent  être  situés  tous  les  4  sur  l'une 
do  ces  coniques,  ou  être  distribués  2  par  2  sur  2  d'entre  elles  ;  à  ce  point  de 
vue,  nous  distinguerons  donc  deux  classes  de  biquadratiques,  celles  de 

(*]  Voir  Bulletin  de  In  Société  philomatkique,  mars  18G7,  ma  note  Sur  les  courbes  résul- 
tant de  l'intersection  d'une  sphère  avec  une  surface  du  second  ordre. 
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première  classe  où  les  foyers  réels  apparliennent  à  la  même  conique, 
celles  de  seconde  classe  où  ils  sont  répartis  entre  deux  coniques. 

5.  Soit  M  un  point  de  la  sphère  S  ;  on  sait  que  par  ce  point  passent  deux 
biquadratiqucs  ayant  pour  foyers  les  points  F,  Fj,  Fj  et  F3,  et  que  ces  deux 
courbes  se  conpent  à  angle  droit. 

Pour  construire  les  tangentes  en  ce  point,  je  distinguerai  deux  cas  : 

i"  Si  la  biquadratique  est  de  premiéie  espèce,  menons  un  plan  par  le 
poiul  M  et  2  quelconques  des  foyers  réels,  et  un  second  plan  par  ce  même 
point  et  les  2  autres  foyers. 

Cela  posé,  si  l'on  désigne  par  }\t  et  Mi'  les  traces  de  ces  plans  sur  le  plan 
tangent  à  la  sphère  au  point  M,  les  deux  bissectrices  de  l'angle  t'Mt  sont  les 
tangentes  aux  biquadratiques  qui  se  croisent  au  point  M. 

2"  Si  la  biquadratique  est  de  seconde  espèce,  appelons  F  et  Fi  les  foyers 
qui  se  trouvent  sur  une  des  coniques,  F,  et  F.  ceux  qui  se  trouvent  sur  une 
deuxième  conique,  et  menons  respeclivemeut  des  plans  par  le  point  M  et 
les  droites  FFj,  F,F-,. 

Cela  posé,  si  Von  désigne  par  l\t  la  trace  d'u  premier  plan  et  par  W  une 
droite  perpendiculaire  à  la  trace  du  second  sur  le  plan  tangent  à  la  sphère 
au  point  M,  les  deux  bissectrices  de  l'angle  t'Ut  sont  les  tangentes  aux  deux 
biquadratiques  qui  se  croisent  aupoiiitM. 

A.  Ayant  ainsi  déterminé  les  tangentes  aux  biquadratiques  qui  passent 
par  un  point  de  la  sphère,  proposons-nous  de  construire  pour  l'une  d'en- 
tre elles  le  plan  osculateur. 

A  cet  effet,  je  rappellerai  une  notion  géométrique  dont  je  me  suis  déjà 
servi  daus  une  note  Sur  la  détei^mination  du  rayon  de  courbure  des  lignes 
planes,  insérée  dans  le  Bulletin  de  la  Société ph il omathi que,  en  février  18G7. 

Soit  M  un  point  de  l'espace,  et  Aj,  A,,  ...,  A„,  n  autres  points  donnés.; 
déterminons  un  second  point  N  par  la  relation  suivante 


n          ^      ,      '1 

1 

MiN~M.\,   '    MA."*"  ■ 

"^MÂ"; 

1       1 
où.-ït;,  .T1-.  ...  ne  désignent  pas  les  inverses  des  longueurs  MN,  MA,,  .... 

mais  bien  des  quantités  géométriques  égales  à  ces  inverses  en  valeur  absolue, 
et  portées  dans  les  directions  des  droites  joignant  M  aux  points  N,  A,,  ..., 
en  soile  que  ces  quantités  se  composent  comme  des  forces. 

En  donnant  plus  d'extension  à  la  dénomination  bien  connue  due  à  Maclau- 
rin,  nous  dirons  cpie  le  point  N,  déterminé  comme  je  viens  de  le  dire,  est  le 
centre  harmonique  du  point  M  relaiivenient  aux  points  A,,  Aj,  ...,  A„. 

On  peut  remarquer,  à  ce  sujet,  quesi  les  points  M,  A,,  A,,  ...  sont  sur  une 
même  sphère,  il  en  sera  de  même  du  point  N. 

Cette  délinitiou  étant  admise,  on  a  ce  théorème  : 


—  i05  - 

En  un  point  quelconque  M  d'une  hiquadratique  spliérlque,  le  plan  oscn- 
lateur  passe  par  le  centre  harmonique  du  point  M  pai'  rapport  aux  4  foijers 
réels  de  la  eourhe. 

On  en  déduit  la  construction  suivante  : 

La  tangente  au  point  M  aijant  été  déterminée  comme  je  Vai  dit  précédemment^ 
par  M  et  les  foyers  F  et  [\  faisons  passer  un  cercle  sur  lequel  nous  prendrons 
le  point  (f  conjugué  harmonique  de  M  par  rapport  à  Y  et  Y ^  ;  par  M  et  les 
2  autres  foyers  faisons  passer  un  cercle  sur  lequel  nous  prendrons  le  point 
f'  conjugué  harmonique  de  M  par  rapport  à  ces  deux  foyers.  Faisons  enfin 
passer  un  cercle  par  les  trois  points  M,  fet  rji'  ;  le  point  ^  de  ce  cercle,  conjugue 
harmonique  de  M  par  rapport  à  y  et  f',  déterminera  avec  la  tangente  le  plan 
osculateur  de  la  courbe  au  point  M. 

5.  Laconique  sphérique  est  un  cas  particulier  de  la  hiquadratique;  les 
4  foyers  réels  sont  respectivement  les  points  d'intersection  F  et  F^,  FjCtF^ 
de  la  sphère  avec  les  deux  focales  réelles  du  cône  du  second  degré  dont 
elle  est  la  hase. 

La  construction  précédente  se  simplifie  alors  un  peu;  en  effet,  les  points 
F  et  ¥i  étant  alors  diamétralement  opposés,  le  conjugué  harmonique  de  M 
par  rapport  à  ces  deux  points  est  le  second  point  où  la  sphère  est  rencontrée 
par  la  perpendiculaire  abaissée  de  M  snr  la  focale  FFi.  La  même  chose  a 
lieu  pour  les  2  autres  foyers. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

ttant  donné  un  pointU  sur  une  conique  sphérique,  si  de  ce  point  on  abaisse 
sur  les  deux  focales  réelles  de  la  courbe  des  perpendiculaires  rencontrant  la 
sphère  en  m  et  m' ,  le  plan  osculateur  de  la  courbe  au  point  M  passe  par  le  con- 
jugué harmonique  de  ce  point  relativement  aux  points  m  et  m'. 

6.  11  est  presque  inutile  de  faire  remarquer  que  les  propositions  précé- 
dentes s'appliquent  aux  coniques  et  aux  courbe  planes  [anallagmatiques  du 
4,1110  ordre)  qui  sont  les  projections  stéréographiques  des  biquadratiques 
sphériques. 

Relativement  à  ces  dernières  courbes,  on  a  le  théorème  suivant  : 

En  un  point  cjuelconque  M  d'une  anallagmatique  du  4'"''  ordre,  le  cercle 

osculateur  passe  par  le  centre  harmonique  du  point  M  relativement  aux  4 

foyers  réels  de  la  courbe. 

7.  J'ajouterai  quelques  mots  sur  le  problème  analogue  qui  est  relatif  aux 
surfaces  [anallagmatiques  du  4'"''  ordre)  qui,  dans  l'espace,  correspondent 
aux  biquadratiques  sphériques. 

Ces  surfaces,  d'après  un  beau  théorème  dû  à  M.  Moutard,  peuvent  être 
considérées  de  5  façons  différentes  comme  l'enveloppe  de  sphères  qui  se 
déplacent  en  coupant  orthogonalement  une  sphère  fixe,  tandis  que  leur 
centre  décrit  une  surface  du  second  ordre. 

Les  5  surfaces  du  second  ordre  au  moyen  desquelles  on  peut  décrire 
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ainsi  la  surface  sont  homofocales.  Une  normale  menée  en  un  point  M  ilc  la 
surface  anallagmatique  rencontre  chacune  de  ces  surfaces  en  deux  points 
dont  l'un  est  conjugué  du  point  M. 

Cela  posé,  on  a  la  proposition  suivante  : 

Quand  une  normale  à  une  surface  anal'agmalique  se  déplace,  le  rapport 
anharmonique  de  A  quelconques  des  5  points  conjugués  oh  elle  coupe  les  b  sur- 
faces homofocales  demeure  constant  {*). 

On  déduit  de  là,  comme  on  le  voit  facilement,  une  construction  des  rayons 
de  courbure  principaux  de  l'anallagmatiquo,  en  s'appuyant  sur  cette  pro- 
priété bien  connue,  que  les  normales  en  deux  points  infiniment  voisins 
d'une  ligne  de  courbure  sont  dans  un  même  plan,  et  en  employant  le  théo- 
rème de  Ihianchon, 

Mais  le  problème  est  susceptible  d'une  solution  plus  élégante  reposant  sur 
d -s  considérations  très-générales  que  j'ai  données  dans  une  note  Sur  quel- 
ques propriétés  des  courbes  algébriques,  etc.,  insérée  dans  le  Bulletin  de  la 
Société pliilomathiqve,  en  décembre  1871. 

Cette  solution  se  déduit  de  la  proposition  très-simple  qui  suit. 

Appelons  centre  d'une  surface  anallagmalique  le  centre  C  commun 
aux  5  surfaces  du  second  ordre  homofocales  qui  permettent  de  la  décrire. 

Cela  posé  : 

Étant  donnée  une  droite  quelconque  MT  touchant  une  anallagmalique  au 
point  y\,  cette  tangente  rencontre  de  iioureau  la  surface  en  deux  points;  dé- 
signons par  I  le  milieu  de  la  droite  joignant  les  centres  des  splicres  qui  touchent 
la  surface  en  ces  points  et  passent  par  M.  Si,  par  le  point  M,  on  mène  une 
droite  parallèle  à  \C,  dirigée  dans  le  même  sens  et  de  longueur  double,  V extré- 
mité de  cette  droite  est  le  centre  de  courbure  de  la  section  faite  dans  la  surface 
par  le  plan  normal  passant  par  MT. 


Extrait  d'une  lettre  adressée  à  M.  Chaslespar  M.  le  D''  0.  J.  Bnocii. 

^Séanco  du  19  février  1873) 

y  in  eu  l'honneur  de  recevoir  votre  lettre  du  2G  décembre  1872,  dans  la- 
quelle, au  nom  de  la  Société  mathématique  de  France,  vous  appuyez  le 
projet  dont  on  s'est  occupé  à  notre  Société  des  sciences  de  Christiania, 
d'une  nouvelle  édition  des  œuvres  d'Abel. 

C)  J'.ni  communiqué  vorlonlomonl  ce  tliéorèmo  à  la  Société  pliilonialliique  en  inail8C8,  et 
précisément  dans  le  but  d'en  déduire  la  constniclion  des  rayons  de  courbure  principaux 
(if  ranallagmalique.  Depuis,  M.  l)arl)fuix  l'a  obtenu  de  son  cùlé  et  en  a  développé  les  prin- 
cipales con«é(pienccs  dans  un  Mémoire  xur  la  ci/ctidc  inséré  aux  Auualrs  de  l'Ecole  uor- 
malc  super ic lire,  \^li. 
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Je  vous  en  remercie  beaucoup;  elle  prètei\i  plus  de  force  à  la  proposition, 
fpi'avcc  mes  collègues  dans  les  sciences  malhénialiques  à  l'Université,  j'ai 
ou  riionnour  défaire.  La  proposition  a  élé  acceplée  à  l'unanimité  par  notre 
Société  dans  la  séance  d'avaiU-hier,  et  est  maintenant  chez  M,  le  ministre 
(le  l'instruction  [)ii])lique.  Je  n'ai  p;is  de  doute  qu'elle  sera  appuyée  par  lui 
et  que  la  somme  nécessaire  sera  portée  sur  le  budget  qu'on  va  soumettre 
au  Slortliing. 

Ce  qu'on  désire  faire  n'est  pas  une  simple  réimpression  dos  œuvres 
d'Âbel,  mais  !)ieii  une  nouvelle  édition  revisés  et  augmentée.  Plusieurs  des 
mémoires  d'.\bel  étaient  d'abord  écrits  en  français,  langue  plus  fanu'liére  à 
lui,  dans  ce  tenqis,  que  la  langue  allemaude.  Pour  être  insérés  dans  le 
journal  de  M.  Crelle,  ils  étaient  traduits  en  allemand  par  l'éditeur,  plus  tard 
ami  intiiiie  d'AIÎcl.  De  là  ils  ont  été  traduits  do  nouveau  en  français  par 
M.  Ilolmboe,  l'éditeur  des  œuvres  complètes  d'Abel.  Or  les  manuscrits  ori- 
ginaux en  français,  au  moins  en  grande  partie,  se  trouvent  encore  à  Berlin, 
cl  l'on  en  fera  usage  pour  l'édition  révisée. 

Outre  les  deux  mémoires  dont  vous  faites  mention,  qui  font  défaut  dans 
l'édition  actuelle,  et  dont  le  principal  n'avait  pas  paru  à  ce  temps-là,  se 
trouvant  encore  entre  les  mains  de  M.  Libri,  il  y  en  a  encore  quelques  au- 
tres, d'une  valeur  moindre,  mais  dont  un  a  un  certain  intérêt  historique. 
C'est  le  premier  mémoire  d'Abel  sur  les  équations  algébriques,  en  8  pages, 
imprimé  en  français  à  Christiania,  en  18-2i,  dont  il  n'existe  actuellement 
qu'un  tout  petit  nombre  d'exemplaires.  Je  crois  même  en  être  le  seul  pro- 
priétaire en  Norvège.  C'est  ce  mémoire  qui  a  paru  si  obscur  à  M.  Gauss, 
qu'en  le  recevant  de  la  part  de  l'auteur,  jusque-là  inconnu,  par  l'inter- 
médiaire de  M.  Ilansteen,  notre  savant  distingué  dans  le  magnétisme  ter- 
restre et  l'ami  de  M.  Gauss  ,  il  lui  répondait  qu'il  espérait  bientôt  le 
réfuter  en  donnant  la  résolution  algébrique  des  équations  du  cinquième 
degré. 

On  se  propose  de  faire  accompagner  l'édition  nouvelle,  augmentée  et  révi- 
sée, de  notes  nouvelles  rédigées  en  collaboration  avec  les  mathémaliciens 
étrangers  les  plus  distingués  dans  la  partie  des  mathématiques  dont  le  fon- 
dement a  été  jeté  par  notre  illustre  compatriote. 

M.  Sylow,  professeur  de  mathématiques  au  lycée  de  Fredrikshal! ,  et 
M.  Lie,  professeur  de  mathématiques  à  l'université  de  Christiania,  seront 
chargés  de  l'édition  nouvelle. 

Cliristiania,  20  janvier  1875. 
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Sur  Icft  trajectoires  des  points  d'une  droite  mobile  dans  l'espace; 
par  M.  A.  Maknheim. 

(Séance  du  19  février  1875) 

Oh  s'est  surtout  occupé  jusqu'à  préseut  d'étudier  le  déplacemeut 
d'une  droite  sur  un  plan  ;  on  sait  que,  dans  ce  cas,  à  un  instant  quelconque 
du  déplacement,  les  tangentes  aux  trajectoires  de  tous  les  poinis  de  la 
droite  enveloppent  une  parabole,  et  que  les  centres  de  courbure  de  ces 
trajectoires  appartiennent  à  une  conique.  On  sait  aussi  qu'il  existe,  en 
général,  deux  points  de  la  droite  qui  sont  des  points  d'inflexion  sur  leurs 
trajectoires. 

Je  nie  propose  maintenant  d'étudier  ce  qui  est  relatif  au  déplacement 
d'une  droite  dans  l'espace. 

Les  propriétés  des  trajectoires  des  points  d'une  droite  mobile  sont  les 
propriétés  d'une  certaine  série  de  courbes  tracées  sur  la  surface  engendrée 
par  cette  droile.  Ces  courbes  sont  telles,  que  deux  quelconques  d'entre  elles 
interceptent  des  segments  égaux  sur  toutes  les  génératrices  de  cetle  surface. 
Elles  peuvent  être  généralisées  en  considérant  les  courbes  tracées  sur  une 
surface  réglée,  et  qui  déterminent  des  divisions  bomograpliiques  sur  toutes 
les  génératrices  de  cette  surface.  Quelques-unes  des  propriétés  des  trajec- 
toires des  points  d'une  droile  s'étendent  immédiatement  à  ces  courbes  plus 
générales. 

Désignons  par  D  la  droite  mobile,  et  par  (D)  la  surface  réglée  engendrée 
par  cette  droite.  La  génératrice  D  peut  être  amenée,  d'une  infinité  de  ma- 
nières, à  coïncider  avec  la  génératrice  Dp  qui  lui  est  infiniment  voisine;  car 
un  point  a  marqué  sur  D  peut  être  assujetti  à  décrire  sur  (D),  à  partir  de  la 
position  qu'il  occupe,  une  infinité  de  courbes.  A  chacune  des  directions 
qu'on  peut  ainsi  faire  suivre  à  a  correspond  pour  la  droite  D  un  axe  instan- 
tané A  qui  est  une  droite  conjuguée  de  D  ;  excepté  lorsque  la  trajectoire  du 
point  a  est  normale  à  D. 

Considérons  en  particulier  une  trajectoire  de  a  qui  no  soit  pas  nor- 
male à  D.  A  chaque  instant  du  déplacement  de  D,  nous  aurons  une  droite 
telle  que  A.  Ces  droites  appartiennent  à  une  surface  (A).  Les  droites  entraî- 
nées en  même  temps  que  D,  et  qui  deviennent  successivement  des  axes  in- 
stantanés, c'est-à-dire  des  génératrices  de  (A),  appartiennent  à  une  autre 
surface  gauche.  Il  est  facile  de  voir  que  celte  dernière  surface  roule  sur  (A) 
pendant  le  déplacement  continu  de  D,  et  qu'à  chaque  instant  elle  se  rac- 
corde avec  (A). 

A  cliacune  des  trajectoires  de  a  correspond  une  autre  surface  telle  que 
(a).  Nous  avons  donc  ce  théorème  connu  : 

TuKOiiÈME  1.  — :  Une  surface  réglée  peut  être  engendrée  d'une  infinité  de 
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manières  par  une  de  ses  génératrices  entraînée  pendant  le  roulement  d'une 
surface  réglée  sur  une  autre  surface  réglée.  A  chaque  instant,  ces  deux  der^ 
nières  surfaces  se  raccordent  suivant  un  axe  instantané. 

Puisque  a,  pour  un  déplacement  infiniment  petit,  tourne  autour  de  A, 
la  tangente  à  la  trajectoire  de  ce  point  est  perpendiculaire  au  plan  {a,  A). 
Cette  tangente  rencontre  D  et  la  génératrice  Dj  infiniment  voisine  de  D;  elle 
rencontre  donc  deux  droites  et  est  parallèle  à  un  plan  perpendiculaire 
à  A,  11  en  est  de  même  des  tangentes  aux  trajectoires  de  tous  les  poinis  de 
D.  Ces  droites  appartiennent  donc  à  un  paraboloïde  hyperbolique.  On  voit 
donc  que  : 

Tiii-ORÈME  II.  —  Les  tangentes  aux  trajectoires  de  tous  les  points  d'utie 
(huile  D  appartiennent  à  un  paraboloïde  Injperbolique  dont  un  plan  directeur 
est  perpendiculaire  à  la  droite  ^,  conjuguée  de  D  (*). 

Après  un  premier  déplacement  infiniment  petit  de  D,  le  point  a  est 
venu  en  a^^  sur  Dj,  et  la  droite  aa^^  est  une  génératrice  de  ce  paraboloïde. 
Après  un  nouveau  déplacement  infiniment  petit,  Oj  vient  en  a^  sur  Dj,  et  la 
droite  Oj  a.,  est  la  génératrice  d'un  autre  paraboloïde.  Ces  deux  paraboloïdes 
ont  en  commun  la  droite  Dj.  Le  plan  (a,  aj,  a^),  qui  contient  les  droites  rtOj, 
fi^«j,  est  tangent  à  chacun  de  ces  paraboloïdes.  Ce  plan  n'est  autre  que  le 
plan  ûsculateuren  a  à  la  trajectoire  de  ce  point.  Les  plans  osculateurs  des 
autres  points  de  D  étant  tangents  aux  mêmes  paraboloïdes,  leur  enveloppe 
est  la  surface  développable  circonscrite  à  deux  paraboloïdes  ayant  une  gé- 
nératrice commune,  c'est-à-dire  une  développable  du  quatrième  ordre  et  de 
la  troisième  classe.  Ainsi  : 

Théorème  III.  —  A  un  instant  quelconque  du  déplacement  d\ine  droite  D, 
les  plans  osculateurs  des  trajectoires  des  points  de  cette  droite  enveloppent 
une  surface  développable  du  quatrième  ordre  et  de  la  troisième  classe. 

Ce  théorème  est  un  cas  particulier  de  celui  qu'on  obtient  en  prenant  le 
corrélatif  du  théorème  suivant  : 

Quand,  autour  de  trois  droites  données  dans  l'espace,  on  fait  tourner  trois 
plans  formant  trois  faisceaux  homographiques,  le  point  d'intersection  de  ces 
trois  plans  décrit  une  courbe  gaucJie  du  troisième  ordre  {**). 

Mais  il  est  essentiel  de  remarquer  que,  dans  le  cas  du  déplacement 
d'une  droite  D,  le  plan  osculateur,  correspondant  à  la  trajectoire  du  point 
qui  est  à  l'infini  sur  cette  droite,  est  lui-même  à  l'infini. 

Nous  avons  déjà  dit  que  la  tangente  aa^  à  la  trajectoire  de  a  est  perpen- 
diculaire au  plan  {a,  A).  11  en  est  de  même  pour  tous  les  points  de  D,  c'est-à- 

(*)  Voir,  dans  les  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  sciences,  séance  du 
2Gjuia  1843,  le  mémoire  de  ^\.  Ch^&\cs  Sur  les  propriclrs  géométriques  relatives  au  mou- 
vcmcnl  infiniment  petit  d'un  corps  solide  libre  da)is  l  espace. 

{")  Voir,  dans  les  Comptes  rendus  des  séances  de  l Académie  des  sciences,  séance  du 
10  août  1857,  le  mémoire  de  M.  Chastes  Sur  Icsproprictcs  des  courbes  à  double  courbure 
du  troisième  ordre. 
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dire  quelos  plans  normaux  aux  Irajccloiros  des  points  do  celte  droite  passent 
par  A.  Les  plans  passant  par  les  points  de  D  et  par  la  droite  A',  qui  doit  dc- 
vonii' l'axe  instantané,  sont  les  plans  qui,  après  un  déplacement  infiniment 
petit,  seront  normaux  aux  trajectoires  des  points  de  D.  Nous  avons  ainsi 
deux  faisceaux  de  plans  dont  les  arêtes  sont  A  et  A'.  Les  plans  de  ces  fais- 
ceaux passant  respectivement  par  les  mêmes  points  de  D  sont  homogra- 
phiiiues.  Lorsque  la  droite  A'  \iendra  en  Aj  en  enlraînant  le  faisceau  dont 
elle  est  l'arête,  les  plans  de  ce  faisceau,  après  ce  déplacement,  couperont 
alors  les  plans  du  faisceau  dont  A  est  l'arête,  suivant  les  axes  de  courbure 
des  trajectoires  des  points  de  D.  Ces  axes  de  courbure,  résultant  de  l'inter- 
section des  plans  de  deux  faisceaux  homographiques,  appartiennent  à  une 
surface  du  second  ordre  qui  contient  A  et  Oi.  c'est-à-dire  qui  se  raccorde 
avec  la  surface  (o).  De  là  ce  théorème  : 

TnÉoniiME  lY.  —  .1  jin  instant  quelconque  du  déplacement  continu  d'une 
droite,  les  axes  de  courbure  des  trajectoires  de  tous  les  points  de  cette  droite 
appartienne7it  à  une  surface  du  second  ordre  (*) . 

Je  dis  (pie  celte  suiface  du  second  ordre  est  un  liyperboloïde.  Pour  le 
prouver,  il  suffit  de  faire  voir  qu'en  général  il  n'y  a  pas  de  point  sur  D  pour 
lequel  l'axe  de  courbure  de  sa  trajectoire  soit  à  l'infini;  c'est-à-dire  qu'il  n'y 
a  pas  de  point  de  D  qui  soit  un  point  d'inflexion  sur  sa  trajectoire.  Démon- 
trons d'abord  cotte  propriété. 

Si  un  point  a  de  D  était  un  point  d'inflexion  sur  sa  trajoeîoire,  les  deux 
posilions  successives  et  infiniment  voisines  de  a,  c'est-à-dire  ft,  ctr/^,  appar- 
tioiulraiont  ave.",  a  à  une  môme  droite.  Nous  avons  dit  que  a«j  était  parallèle 
à  \\n  plan  perpendiculaire  à  .a,  et  que  a^a,  était  parallèle  à  un  plan  perpen- 
diculaire à  ^^  :  la  droite  aUya.^,  si  elle  exir^lait,  devrait  donc  être  parallèle  à 
l'intersection  de  ces  deux  plans;  mais  le  plan  mené  par  la  droite  commune 
à  nos  deux  paraboloïdes,  parallèlement  à  cette  droite  d'intersection  de 
leurs  plans  directeurs,  ne  touche  pas  nécessairement  ces  deux  paraboloïdes 
au  mémo  point  a.  Cela  devrait  être  pour  avoir  en  ligne  droite  les  points 
rt,  r/,,  a.,.  Donc  il  n'existe  pas  de  point  a  qui  soit  un  point  d'inflexion  sur  sa 
trajectoire,  .\insi  : 

TiiKORLME  V.  —  Kn  général,  il  nij  a  pas  sur  une  droite  mobile  un  point 
qui  soit  point  d'inflexion  sur  sa  trajectoire. 

Le  raisonnement  que  nous  venons  d'employer  n'est  plus  applicable 
lorsqu'il  s'agit  du  déplacement  d'une  droite  sur  un  plan. 

Le  théorème  V  peut  encore  se  démontrer  de  la  manière  suivante  :  s'il 
existe  un  point  a  sur  D  qui  soit  point  d'inflexion  sur  sa  trajectoire,  ce  point 
doit  se  déplacer  dans  la  direction  do  l'asynqilote  de  l'indicatrice  de  (D)  en 
a.  La  tangente  à  la  trajectoire  de  ce  point  est  donc  nécessairement  parallèle 

(')  Voir,  dans  le  Ilnllrtht  de  ta  Socirlr  ii/iiluni(it/il(jiic,  scancc  du  25  juin  1870,  une  note] 
de  M.  llaag. 
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à  ruiic  des  généralrices  du  cône  directeur  de  riiypcrboloùlc  osculatcur  de 
(D)  suivant  1).  Nous  venons  de  dire  que  la  tanj,^ente  à  la  Irajecloiic  d'un 
point  qui  est  point  d'inflexion  sur  sa  trajectoire  est  parallèle  à  l'intersection 
do  deux  certains  plans.  Comme  nous  pouvons  disposer  de  ces  [)lans  de 
façon  que  leur  droite  d'intersection  ne  soit  pas  parallèle  à  l'une  des  généra- 
trices du  cône  dont  je  viens  de  parler,  nous  voyons  bien  qu'alors  il  n'y 
aura  pas  de  point  sur  D  qui  soit  point  d'inflexion  sur  sa  trajectoire. 

Et  si  nous  revenons  à  la  surface  du  deuxième  ordre,  lieu  des  axes  de 
courbure  des  trajectoires  des  points  de  D,  nous  pouvons  dire  que,  ces  axes 
étant  à  disiance  finie,  cette  surface  est  un  hijperboloïde. 

Cet  hyperboloïde  a  pour  cône  directeur  un  cône  du  second  ordre,  dont 
les  génératrices  sont  respectivement  parallèles  à  ces  axes  de  courbure  et, 
par  suite,  perpendiculaires  aux  plans  osculatcursdes  trajectoires  des  points 
de  D.  Il  résulte  de  là  que  : 

TinioRKME  YI. — Si,  d'un  point  de  l'espace,  on  mène  des  plans  parallèles 
aux  plans  osculateiirs  des  trajectoires  de  tous  les  points  d'  U7ie  droite,  ces  plans 
enveloppent  un  cône  du  second  ordre  ;  ou,  en  d'autres  termes,  la  développable 
du  quatrième  ordre,  quiest  V enveloppe  des  plans  osculalenrs  des  trajectoires  de 
tous  les  points  d'une  droite,  a  un  cône  directeur  qui  est  du  second  ordre. 

Examinons  le  cas  particulier  où  un  point  de  D  est  un  point  d'inflexion 
sur  sa  trajectoire. 

L'axe  de  courbure  correspondant  à  ce  point  est  alors  à  l'infini,  et 
l'hyperboloïde  des  axes  de  courbure  des  points  de  D  devient  un  parabo- 
loïde.  Les  axes  de  courbure  appartenant  maintenant  à  un  paraboloïde  sont 
parallèles  à  un  même  plan.  Les  plans  osculateurs  des  trajectoires  des 
points  de  D  étant  respectivement  perpendiculaires  à  ces  axes  de  courbuie 
sont  parallèles  à  une  même  droite  ;  ils  enveloppent  alors  une  surface  cylin- 
dique.  Ainsi  : 

TiiÉonÈWE  Vn.  —  Si,  à  un  instant  quelconque  du  déplacement  d'une 
droite,  un  point  de  cette  droite  est  un  point  d' inflexion  sur  sa  trajectoire,  les 
plans  osculateurs  des  trajectoires  de  tous  les  points  de  la  droite  mobile  enve- 
loppent une  surface  cylindrique. 

Cette  circonstance  se  présente  constamment  si  l'on  assujettit  un  point 
d'une  droite  mobile  à  parcourir  une  ligne  droite. 

Lorsque  deux  points  de  la  droite  mobile  sont  points  d'inflexion  sur  leurs 
trajectoires,  il  résulte  de  ce  que  nous  venons  de  dire  que  les  plans  oscula- 
teurs des  trajectoires  de  tous  les  points  de  la  droite  mobile  sont  parallèles 
entre  eux.  C'est  ce  qui  arrive  constamment  lorsque  deux  points  d'une  droite 
décrivent  deux  droites  données. 

11  est  facile  de  voir  que,  s'il  y  a  sur  la  droite  D  plus  de  deux  points  qui 
soient  points  d'inflexion  sur  leurs  tiajectoires,  tous  les  points  de  la  droite 
D  jouissent  de  la  même  propriété. 
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Occupuiis-nous  maintenant  des  normales  principales  des  trajectoires 
des  points  de  D.  Construisons  la  normale  principale  en  a  à  la  trajectoire  de 
ce  point  Cette  droite  est  dans  le  plan  {a,  a)  qui  est  normal  en  a  à  cette  tra- 
jectoire. Ce  plan  normal  coupe  l'hyperboloïde  des  axes  de  courbure  suivant 
l'axe  de  courbure  relatif  à  cette  trajectoire  ;  la  normale  principale  est  donc 
la  perpendiculaire  abaissée  du  point  a  sur  cette  droite. 

L'hyperboloïde  des  axes  de  courbure,  comme  nous  l'avons  fait  remar- 
quer, contient  A.  11  sera  donc  défini  en  supposant  données  deux  droites  du 
même  système  que  A.  Appelons  G  et  11  ces  deux  droites.  Pour  construire  une 
normale  principale,  on  opère  alors  ainsi  :  par  A  on  mène  un  plan  quel- 
conque ;  ce  plan  coupe  D  au  point  a,  G  au  point  g  et  11  au  point  li  ;  du  point 
a  on  abaisse  la  perpendiculaire  ac  sur  gh  :  la  droite  ac  est  la  normale  prin- 
cipale en  a,  et  le  pied  de  cette  perpendiculaire  est  le  centre  de  courbure  de 
la  trajectoire  de  ce  point.  Lorsque  b?  plan  que  nous  venons  de  mener  par  A 
tourne  autour  de  cette  droite,  la  droite  ac  engendre  la  surface  des  normales 
principales  des  trajectoires  des  points  de  D,  et  le  point  c  décrit  la  courbe 
lieu  des  centres  de  courbure  de  ces  trajectoires. 

Occupons-nous  d'abord  de  la  surface  formée  par  les  normales  princi- 
pales. Je  dis  que  le  cône  directeur  de  celte  surface  est  du  troisième  ordre. 

Prenons  un  point  quelconque  /  sur  A,  et  construisons  le  cône  directeur 
de  riiyporboloïde  des  axes  de  coui'bure  de  façon  qu'il  ait  son  sommet  en  /. 
Ce  cône,  qui  est  du  second  ordre,  contient  A,  et  tout  plan  mené  par  cette 
droite  le  coupe  suivant  une  seule  génératrice.  La  perpendiculaire  à  cette 
génératrice,  située  dans  ce  plan  sécant  et  menée  du  point  /,  est  parallèle 
à  l'une  des  normales  principales.  Le  lieu  des  perpendiculaires  ainsi 
construites  constitue  le  cône  directeur  de  la  surface  des  normales  prin- 
cipales. 

On  voit  déjà  que  tout  plan  mené  par  à  coiipe  ce  cône  suivant  une 
droite;  mais  A,  étant  perpendiculaire  à  deux  génératrices  de  l'hyperboloïde 
des  axes  de  courbure,  est  une  génératrice  double  sur  ce  cône  directeur.  Le 
plan  sécant  mené  par  A  renferme  une  droite  et  la  ligne  double  A  ;  donc  le 
cône  directeur  est  du  troisième  ordre.  Ainsi  : 

TiiÉoiÈMi;  YIII.  —  Le  cône  directeur  de  la  surface  des  normales  prmci' 
pales  des  trajectoires  de  tous  les  points  d'une  droite  est  un  cône  du  troisième 
ordre  qui  a  une  génératrice  double. 

Menons  le  plan  (/,  D),  ce  plan  coupe  ce  cône  directeur  suivant  trois 
droites.  Ces  trois  droites  sont  les  normales  principales  que  l'on  peut  con- 
struire à  partir  du  point  /.  Puis{{u'à  partir  d'un  [loint  quelconque  de  A  on 
peut  construire  trois  normales  principales,  la  droite  A  est  une  droite  triple 
delà  surface  des  normales  principales.  Tout  plan  mené  par  A  coupant,  en 
outre,  celte  surface  suivant  une  droite,  on  voit  alors  qu'^'le  est  du  quatrième 
ordre.  Ainsi  : 
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Théorème  IX.  —  La  surface  formée  par  les  normales  principales  des  tra- 
jectoires de  tous  les  points  d'une  droite  est  une  surface  du  quatrième  ordre 
qui  possède  une  droite  triple. 

L'intersection  de  celte  surface  avec  l'hyperboloïde  des  axes  de  courbure 
est  la  courbe  des  centres  de  courbure.  On  voit  ainsi  immédiatement  que 
cette  courbe  est  du  cinquième  ordre. 

Nous  allons  arriver  autrement  à  ce  résultat.  Considérons  le  point  c 
comme  sommet  d'un  angle  droit  dont  l'un  des  côtés  s'appuie  sur  D  et  A, 
l'autre  côté  sur  G  et  II.  Le  point  c  appartient  alors  à  une  surface  du  qua- 
trième ordre,  qui  contient  les  quatre  droites  D,  A,  G,  Il  ;  car  sur  le  côté  gh 
de  l'angle  droit  il  y  a  deux  points  tels  quec,  et  les  points  g,  h  font  partie  du  ' 
lieu.  Cette  surface  est  donc  du  quatrième  ordre,  et,  comme  elle  contient  les 
trois  droites  A,  G,  Il  de  l'hyperboloïde  des  axes  de  courbure,  elle  coupe 
cette  surface  suivant  une  courbe  du  cinquième  ordre.  Ainsi  : 

TiiiîoRt;.ME  \.  —  Le  lieu  des  centres  de  courbure  des  trajectoires  de  tous 
les  points  d'une  droite  est  une  courbe  du  cinquième  ordre. 

Cette  courbe  rencontre  le  plan  de  l'infini  en  cinq  points,  dont  un,  tou- 
jours réel,  est  le  centre  de  courbure  de  la  trajectoire  du  point  qui  est  à 
l'inlini  "sur  D.  Les  quatre  points  restants  sur  le  plan  de  l'infini  doivent  être 
imaginaires,  puisque  nous  avons  vu  qu'en  général  il  n'y  a  pas,  sur  une 
droite,  de  point  qui  soit  point  d'inflexion  sur  sa  trajectoire.  Ainsi,  sur  une 
droite  quelconque,  il  y  a  quatre  points  imaginaires  dont  les  trajectoires  ont 
leurs  centres  de  courbure  à  l'infini,  et,  par  suite,  dans  un  corps  quelconque 
que  l'on  déplace,  les  points  qui  sont  points  d'inflexion  sur  leurs  trajectoires 
appartiennent  à  une  surface  imaginaire  du  quatrième  ordre.  Si  parmi  ces 
points  il  y  en  a  de  réels,  ils  ne  peuvent  être  que  sur  une  ligne  double  de 
cette  surface.  Nous  pouvons  donc  énoncer  ce  théorème  : 

Théorème  XI.  —  A  un  instant  quelconque  du  déplacement  d'une  figure  de 
forme  invariable,  les  points  de  cette  figure  qui  sont  points  d'inflexion  sur  leurs 
trajectoires  appartiennent  à  une  surface  imaginaire  du  quatrième  ordre,  et, 
s'il  existe  des  points  réels  de  cette  nature,  ils  sont  sur  une  ligne  double  de  cette 
surface. 

Remarquons  que,  s'il  s'agit  du  mouvement  d'un  corps  solide,  les  points 
dont  nous  nous  occupons  sont  ceux  pour  lesquels  l'accélération  normale  est 
nulle  (*). 

Reprenons  notre  droite  mobile  D  et  sa  conjuguée  A.  Appelons  toujours 
a'  la  droite  qui,  après  un  déplacement  infiniment  petit  autour  de  A,  de- 
viendra le  nouvel  axe  instantané  A^.  Désignons  par  A"  la  droite  qui  de^ 
viendra  ensuite  l'axe  instantané  A,.  Les  plans  passant  par  les  points  de  D  et 
par  a',  ainsi  que  les  plans  passant  par  les  mêmes  points  de  D  et  par  a"  de- 

(*)  Voir,  dans  le  37"  cahiei"  dn  Journal  de  l'École  polytechnique,  le  mémoire  do  M.  Resal 
Hur  les  propriclcs  géométriques  du  vwuvoncnt  le  plus  général  d'un  corps  solide. 
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viendront  des  plans  normaux  aux  trajectoires  de  ces  points  lorsque  A'  et  A" 
seront  venus  en  Aj  et  s,.  Nous  avons  maintenant  trois  faisceaux  dont  les 
arêtes  sont  A,  A',  A",  et  dont  les  plans  passent  par  les  points  de  D;  ces  fais- 
ceaux sont  donc  liomographiques  et  ne  cesseront  pas  d'èlre  homographiquos 
lorsque  A'  sera  venu  en  Aj  et  A"  en  A,.  Nous  aurons  alors  trois  faisceaux  lio- 
mographiques dont  les  arêtes  sont  trois  génératrices  infiniment  voisines  de 
(A).  Les  plans  coi'respondants  se  coupent  en  des  points  qui  appartiennent 
à  une  cubique  gauche. 

Ces  points,  intersections  de  trois  plans  normaux  infiniment  voisins,  soiit 
les  cenliTs  des  sphères  osculatrices  des  Irajecloires  des  points  de  D.  Nous 
pouvons  donc  dire  : 

TjiÉoniiME  XII.  —  A  un  inslant  quelconque  du  déphtccmoit  continu  d'une 
droite,  les  centres  des  sphères  osculatrices  des  trajectoires  de  tous  les  points  de 
cette  droite  sont  sur  une  cubique  (jauche. 

On  peut  arriver  à  ce  théorème  en  considérant  les  liyperboloïdes  des 
axes  de  courbure  des  trajectoires  des  points  de  D  pour  deux  instants  in- 
finiment rapprochés.  Ces  hypcrboloïdes  se  coupent  suivant  A  et  la  partie 
reslantc  de  leur  intersection  est  la  cubique  gauche  que  nous  venons  de 
trouver. 

Lorsque  le  ccntie  de  la  sphère  osculatrice  d'une  courbe  est  à  l'infini, 
cetle  sphère  se  réduit  à  un  plan  qui  n'est  autre  qu'un  plan  osculaleur  sta- 
tionnaire.  La  cubique  gauche  dont  nous  venons  de  parler,  rencontrant  le 
pian  de  l'iniini  en  trois  points,  on  voit  qu'il  y  a  sur  une  droite  trois  points 
pour  lesquels  les  plans  osculateui  s  de  leurs  trajectoires  sont  stalionnaires. 
Nous  énoncerons  ainsi  ce  résultat  : 

Tni'onf;.ME  Xlli.  —  Parmi  les  points  d'une  droite  mobile,  il  y  en  a  trois 
pour  lesquels  les  plans  osculateurs  de  leurs  trajectoires  sont  stalionnaires. 

il  lésulte  de  là  que  : 

Tiiiioi  èm::  XIV.  —  A  un  instant  quelconque  du  déplacement  d'une  fujure 
de  [orme  invariable,  les  points  pour  lesquels  les  plans  osculateurs  de  leurs  tra- 
jectoires sont  stalionnaires  sont  sur  une  surface  du  troisième  ordre. 

Ou,  en  employant  le  langage  de  la  cinématique  :  Dans  un  corps  solide 
en  mouvement,  les  points,  pour  lesquels  la  suraccclcration  binormale  est  nulle, 
sont  sur  une  surface  du  troisième  ordre. 

Les  droites  situées  sur  cette  surface  du  troisième  ordre  sont  telles,  que 
les  plans  osculateurs  des  trajectoires  de  tous  leurs  points  sont  stalionnaires, 
et  comme  il  y  a  toujours  une  droite  réelle  sur  une  surface  du  troisième 
ordr.',  nous  voyons  que  : 

TmîonÈME  XV.  —  A  un  instant  quelconque  du  déplacement  d'une  figiirt 
de  forme  invariable,  il  existe  toujours  uncthvite  telle,  que  les  plans  osculalcun 
des  trajectoires  de  tous  ses  points  sont  stationnai rc s. 

On    peut  remarquer    aussi  qu'une  droite  mobile   sur   laquelle  il  y  a] 
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quatre  poinls  tels,  que  les  plans  osculateiirs  de  leurs  Irajecloires  sont  bla- 
tionnaires,  est  tout  entière  sur  la  surface  du  troisième  ordre  dont  je  v'ens 
do  parler  et,  par  suite,  que  les  trajectoires  de  tous  ses  points  possèdent 
aussi  des  plans  osculateurs  slationnaires. 

On  obtient  immédiatement  une  pareille  droite  D  en  assujellissanl  quatre 
points  de  celte  droite  à  rester  sur  quatre  plans  donnés.  A  un  instant  quel- 
conque du  déplacement  de  D,  la  trajectoire  d'un  point  arbitraire  pris  sur 
celte  droite  aura  un  plan  osculateur  stationnaire,  et,  par  suite,  cette  trajec- 
toire sera  plane. 

Je  dis  de  plus  que  celle  courbe  est  une  conique  ;  pour  le  faire  voir, 
supprimons  l'un  des  plans  sur  lequel  doit  rester  l'un  des  points  de  D.  Cette 
droite  D  est  alors  telle,  que  trois  de  ses  poinls  restent  sur  trois  pians  don- 
nés. Dans  ces  conditions^  un  point  quelconque  de  la  droite  décrit  une  surface 
du  second  ordre  (*). 

Par  suite,  si  la  trajectoire  de  ce  point  est  plane,  elle  est  une  section 
conique.  i\ous  voyons  donc  que  : 

Théorème  XVf.  —  Lorsque  quatre  points  d'une  droite  mobile  restent  sur 
quatre  plans  donnés,  un  point  quelconque  de  cette  droite  décrit  une  co- 
nique Ç"). 

Nous  sommes  arrivé  à  la  culjiquc  gauclie,  lieu  dos  centres  des  sphères 
osculalrices,  en  prenant  deux  hyperboloïdes  des  axes  de  courbure. 

Considérons  un  troisième  hyperbuloïde  de  même  nature  que  ceux-ci  et 
qui  en  est  infiniment  voisin.  Les  points  de  rencontre  de  cette  surface  avec 
la  cubique  gauche  sont  les  centres  des  sphères  osculatiices  slationnaires. 
On  a  ainsi  six  poinls  de  rcnconire  :  deux  sur  A  el  quatre  autres.  Les  deux 
points  sur  A  sont  cjux  pour  lesquels  l'hyperboloïde  des  axes  de  courbure 
est  osculateur  de  la  surface  (A).  Ils  se  distinguent  donc  des  quatre  autres  et 
i's  correspondent  sur  D  à  deux  points  qui  se  dist'nguenl  aussi  parmi  les  six 
points  de  D  pour  lesquels  on  a  des  sphères  osculatricps  slationnaires.  De  là 
résultent  les  théorèmes  suivants  :  ' 

'  TiiÉor.ÈME  XVII.  —  A  chaque  instant  du  déplacement  continu  d'une  droite, 
il]]  a  six  points  sur  cette  droite  pour  lesquels  les  sphères  osculalrices  deleurs 
trajectoires  sont  slationnaires. 

THÉoiîiiME  XVIII.  —  A  un  i)istant  quelconque  du  déplacement  continu 
d'une  figure  de  forme  invariable,  les  points  pour  lesquels  les  sphères  ose  la- 
trices  de  leurs  trajectoires  sont  slationnaires  appartiennent  à  un  lieu  qui  se 
compose  d'une  surface  du  second  ordre  et  d'une  surface  du  quatrième  ordre. 

Lorsque  la  droite  mobile  se  déplace  sur  un  plan,  il  n'y  a  plus  à  cher- 

(*)  Voir  les  Dévclopfcments  de  géojnélric  de  Gli.  Diip  n,  et,  dans  le  M'  cahier  à\x  Journal 
de  l'École  pobjtcc/tiiiquc,  un  mémoire  du  même  auteur. 

(**)  La  droite  mobile  engendre  une  surface  du  quaU'ième  cidre  dont  le  cône  diiccleur 
est  de  révolution. 
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cher  de  plans  osculatours  stationnaires  ou  des  sphères  osculalrices  slation- 
naires. 

Mais  on  peut  se  demander  combien  il  y  a  de  points  sur  la  droite  pour 
lesquels  les  cercles  osculateurs  dos  trajectoires  de  ces  points  sont  station- 
naires, c'est-à-dire  des  points  qui  sont  des  sommets  sur  leurs  trajectoires. 

On  arrive  immédiatement  à  la  solution  de  celte  question,  en  faisant 
usage  de  celte  propriété  déjà  énoncée  précédemment  :  Les  centres  de  cour- 
bure des  trajectoires  de  tous  les  pohits  d'une  droite  qui  se  déplace  sur  un  plan 
sont  sur  une  conique. 

En  prenant  deux  coniques  de  la  nature  de  celle-ci  et  infiniment  voisines 
l'une  de  l'autre,  on  trouve  que  : 

ThéofxÈme  XIX.  —  A  un  instant  quelconque  du  déplacement  continu  d'une 
droite  sur  un  plan,  il  y  a  quatre  points  de  cette  droite  pour  lesquels  les  cer- 
cles osculateurs  de  leurs  trajectoires  sont  stationnaires  ;  ou,  en  d'autres 
termes,  qui  sont  des  sommets  sur  leurs  trajectoires. 

L'un  de  ces  points  se  distingue  des  autres.  C'est  celui  dont  la  trajectoire 
a  pour  contre  de  courbure  le  centre  instantané  de  rotation  qui  est  l'un  des 
points  de  rencontre  des  deux  coniques.  Il  résulte  de  là  que  : 

Théorème  XX.  —  .4  un  instant  quelconque  du  déplacement  d'une  figure 
plane  sur  son  plan,  les  points  pour  lesquels  les  cercles  osculateurs  de  leurs  tra- 
jectoires sont  stationnaires  appartiennent  à  un  lieu  qui  se  compose  d'une 
droite  et  d'une  ligne  du  troisième  ordre. 


Sur  le  mouvement  d'une  droite;  par  M.  Halphen. 

(Séance  du  19  février  1873) 

M.  Mannlieim  a  trouvé  cette  remarquable  propriété  que,  si  quatre  points 
d'une  droite  se  meuvent  dans  des  plans,  tous  les  points  de  la  droite  décrivent 
des  ellipses. 

Je  me  propose  de  faire  connaître  quelques  autres  propriétés  de  ce  mou- 
vement. 

Étant  donnés  cinq  plans  1\,  ...,P;;  et  une  droite  D,  il  estfacile  devoir  qu'il 
existe  une  développable  du  (piatiiémo  degré  et  do  la  troisième  classe  tangente 
à  c('si)lans  el  bitan^enle  à  la  droite,  et  qu'il  n'on  existe  qu'une.  Soil  S  celle 
surface.  l'ar  chaque  point,  on  peut  lui  mener  trois  plans  tangents,  et,  par 
suite,  trois  droites  bitangentes.  Par  suite  aussi,  par  chaciue  point  d'une  bi- 
tangeiito  à  cette  surl'acc,  passe  un  seul  plan  langent  à  S,  qui  ne  contienne 
pas  celle  bilangenle.  Donc  tous  les  plans  tangents  divisent  homographi- 
quement  les  bitangentes  de  la  surface. 

La  congruence  formée  par  ces  bitangentes  contient  toutes  les  droites  qui 
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sont  partagées  par  les  cinq  plans  homographiquenicnt  à  la  droite  D.  Car  on 
voit  aisément  que,  par  un  point  d'un  de  ces  plans,  on  ne  peut  mener 
qu'une  seule  droite  satisfaisant  à  cette  condition  et  non  contenue  dans  ce 
plan  ;  et  que,  par  le  même  point,  ne  passe  aussi  qu'une  seule  bitangente  à 
S  non  contenue  dans  ce  même  plan.  Ces  deux  droites  coïncident  donc.  Par 
suite  : 

Théorème  I.  —  Les  droites,  qui  sont  partagées  par  cinq  plans  donnés  liomo- 
yraphiquement  à  une  droite  donnée,  forment  une  congruence  dont  la  focale  est 
une  surface  déceloppable  du  quatrième  degré  et  de  la  troisième  classe.  Tous 
les  plans  tan'jenls  de  cette  surface  divisent  homographiquement  toutes  les 
droites  delà  congruence. 

En  particulier,  si  lun  des  plans,  P^,  est  à  l'infini,  la  congruence  est  formée 
des  droites  divisées  par  quatre  plans  donnés  serablablement  à  une  droite 
donnée,  et  l'on  voit  que  tous  les  points  homologues  d'un  même  point  de  la 
droite  donnée  sont  dans  un  même  plan. 

Si,  parmi  les  droites  de  cette  dernière  congruence,  on  choisit  celles  qui 
sont  divisées  en  parties  égales  à  celles  de  D,  ces  droites  forment  une  surface, 
qui  est  celle  engendrée  par  une  droite  dont  quatre  points  se  meuvent  dans 
quatre  plans.  Le  théorème  I  nous  apprend  que,  dans  ce  cas,  chaque  point  se 
meut  également  dans  un  plan.  Parvenu  à  ce  résultat  par  d'autres  considé- 
rations, M.  Mannheim,  s'appuyant  alors  sur  un  théorème  de  Dupin,  en  con- 
clut que  chaque  point  décrit  une  ellipse.  .levais  démontrer  la  même  propo- 
sition sans  avoir  recours  au  théorème  de  Dupin. 

Revenons  à  la  première  congruence  considérée.  Les  droites  qui  la  consti- 
tuent déterminent  une  correspondance  point  à  point  entre  deux  plans  tan- 
gents quelconques  de  la  surface  focale  S,  en  sorte  qu'à  une  droite  d'un  de 
ces  plans  correspond  une  droite  dans  chacun  des  autres.  Si,  dans  un  de 
ces  plans,  P^,  on  considère  une  droite  Lj,  les  droites  de  la  congruence,  qui 
rencontrent  Lj  et  ne  sont  pas  dans  le  plan  P^,  forment  un  hyperboloïde  tan- 
gent à  chaque  plan  P.  Les  droites  qui  correspondent  à  L^  dans  le  plan  P 
sont  les  génératrices  rectilignes  d'un  système.  Les  droites  de  la  congruence 
sont  celles  de  l'autre  système.  Deux  hyperboloïdes,  déterminés  par  deux 
droites  Li,  Lj  du  plan  P^,  se  coupent  suivant  la  droite  de  la  congruence  qui 
passe  au  point  commun  à  ces  deux  droites  et  n'est  pas  située  dans  le 
plan  Pi- 

Il  est  facile  de  déter.niner  la  seconde  droite  suivant  laquelle  le  plan  Pj 
coupe  l'hyperboloïde  déterminé  par  L^.  Celte  droite  passe  par  un  point  de 
Lj  où  deux  des  trois  plans  tangents  à  S  se  confondent  avec  Pj.  C'est  le  point 
où  L^  rencontre  la  génératrice  rectiligneïi  de  la  surface  S,  suivant  laquelle 
le  plan  Pj  louche  cette  surface.  Le  même  plan  coupe  S,  en  outre,  suivant 
une  conique  Ci  tangente  à  Tj.  La  droite  cherchée  est  donc  l'autre  tangente 
à  Cj,  issue  du  point  commun  à  Li  et  à  T^.  Il  en  est  de  même  dans  chaque 
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plan  P.  Il  coupe  l'Iiyporboloïdc  suivant  deux  droites,  l'une  L,  et  l'aulre  lan- 
gente  à  la  conique  C  et  passant  au  point  de  rencontre  de  L  et  de  T. 

Supposons  de  nouveau  que  lo  plan  P^  soit  à  l'infini.  L'iiypcrboloïde  con- 
sidéré devient  un  paraboloïde.  Les  deux  droites  de  ce  paraboloïde,  conte- 
nues dans  le  plan  Pj,  se  coupent  sur  la  droite  Tj.  Donc  : 

Théorème  II.  —  Tous  les  pàraboloides  contenus  dans  la  congrnence  des 
droites  divisées  par  quatre  plans  seniblahJement  à  une  droite  donnée  sont  tels 
que,  pour  chacun  d'eux,  l'intersection  des  plans  directeurs  est  parallèle  à  un 
plan  fixe. 

Par  lui  point  0  menons  des  parallèles  aux  génératrices  d'un  de  ces  para- 
boloïdcs,  et  portons  sur  ces  droites  des  longueurs  OM  égales  aux  segments 
interceptés  sur  les  génératrices  par  deux  plans  P,  et  de  même  sens.  On  voit 
immédiatement  que  le  lieu  des  points  M  est  une  droite  parallèle  à  l'inter- 
section des  plans  directeurs.  Si  l'on  prend  un  autre  paraboloïde  et  qu'on 
fasse  la  môme  construction,  on  obtiendra  une  autre  droite,  qui  rencontrera 
la  précédente,  attendu  que  les  deux  paraboloïçlcs  ont  une  génératrice  com- 
mune. Donc  le  plan  de  ces  deux  droites  est  parallèle  au  plan  fixe  défini 
dans  le  dernier  théorème.  Donc  : 

Théorème  111,  —  Si  Von  transporte  parallèlement  à  elles-mêmes  toutes  les 
droites  de  la  congrnence,  en  réunissant  en  un  même  point  tous  les  homologues 
d'un  certain  point,  les  ho)nologues  de  tout  autre  point  sont  dans  un  même 
plan  de  direction  constante. 

Dans  la  nouvelle  figure  ainsi  formée,  une  série  de  plans  Q  parallèles  entre 
eux  correspondent  un  à  un  aux  plans  P  de  la  première.  Les  droites  de  la 
congruence  considérée  et  les  droites  menés  parle  point  0  se  correspondent 
une  à  une,  et  déterminent  sur  deux  plans  P,  0  correspondants  une  corres- 
pondance point  à  point  ;  de  sorte  que  deux  courbes  correspondantes  sur  ces 
deux  plans  sont  du  mèmedegié.  On  voit  aussi  très-aisément  que  les  droites 
à  l'infini  de  ces  deux  plans  se  correspondent,  en  sorte  que  les  asymptotesde 
deux  coui'bes  correspondantes  sont  des  droites  homologues.  11  en  résulte  im- 
médiatement que  les  points  de  concours  des  asymptotes  des  couibes  tracées 
sur  les  plans  P,  et  qui  corresjjondent  à  une  courbe  tracée  sur  l'un  d'eux, 
décriveut  des  droites  de  la  congruence.  Si  ce  sont  des  coniques ,  leurs 
centres  sont  en  ligne  droile. 

Les  droites  de  la  congruence,  pour  lesquelles  les  segments  compris 
cuire  deux  plans  P  sont  égaux,  sont  parallèles  à  des  droites  issues  de  0  et 
formant  un  cône  de  révolution,  dont  l'axe  est  perpendiculaire  aux  plans  Q. 
C(!  côno  est  coupé  par  chatpu' plan  Q  suivant  un  cercle.  A  chacun  de  ces 
cercles  répond,  dans  chaque  plan  P,  mie  conique.  Le  lieu  des  centres  de  ces 
coniques  est  la  droite  de  la  congruence  qui  est  parallèle  à  l'axe  du  cône; 
celte  droile  est,  par  suite,  la  droite  de  la  congruence  sur  laquelle  les  plans 
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P  interceptent  les  plus  petits  segments.  On  peut  donc  compléter  le  théo- 
rème de  M.  Mannlieim  de  la  manière  suivante  : 

Théorème  IV.  —  Si  deux  droites  sont  partagées  par  quatre  plans  en  segments 
proportionnels,  et  qu'on  les  fasse  mouvoir  toutes  deux  de  manière  que  les  extré- 
mités de  ces  segments  restent  dans  les  plans  donnés  :  1<*  tous  leurs  points  dé- 
crivent des  ellipses  ;  2"  les  ellipses  décrites  par  deux  points  homologues  sont  dans 
le  même  plan,  concentriques  et  homothétiques  ;  3°  le  lieu  des  centres  de  ces 
ellipses  est  la  droite  unique  partagée  par  les  plans  donnés  en  segments  propor- 
tionnels à  ceux  des  droites  données  et  les  plus  petits  possible;  4"  chacune  des 
deux  droites  fait,  dans  son  mouvement,  un  angle  constant  avec  cette  ligne  des 
centres. 


Sur  les  sections  planes  des  cônes  circulaires  obliques;  par  M.  de  Pistoye. 

(Séance  du  19  février  1875) 

Je  me  propose  ici  de  démontrer  d'une  façon  élémentaire  que  les  sections 
planes  d'un  cône  circulaire  oblique  sont  de  môme  nature  que  celles  d'un 
cône  droit,  en  partant  des  propriétés  des  cercles  focaux. 

Si,  dans  la  démonstration  du  théorème  de  Dandelln,  on  remplace  la 
sphère  inscrite  dans  le  cône  et  tangente  au  plan  sécant  par  une  sphère 
inscrite  qui  coupe  le  plan  sécant,  on  établit  aisément  les  propriétés  des 
cercles  focaux  et  en  particulier  celle-ci  : 

Toute  section  plane  d'un  cône  droit  peut  être  regardée  comme  le  lieu  des 
points  tels  que,  pour  chacun  d'eux,  le  rapport  de  sa  distance  à  une  droite 
donnée  avec  la  longueur  de  la  tangente  menée  de  ce  même  point  à  un  cercle 
aussi  donné  soit  constant. 

Voici  comment  on  peut  établir  la  même  propriété  pour  les  sections  planes 
des  cônes  circulaires  obliques. 

Soit  S  le  sommet  d'une  cône  circulaire  oblique  coupé  par  un  plan  X  sui- 
vant la  courbe  AMA^N;  je  cherche  la  ligne  droite  suivant  laquelle  l'un  des 
plans  cycliques  coupe  le  plan  X  et  je  mène  au  cône  un  des  plans  tangents 
parallèles  à  cette  droite,  il  coupera  le  plan  X  suivant  une  droite  AL  tan- 
gente en  A  au  cône  et  parallèle  à  la  précédente.  Par  la  droite  AL,  je  puis 
donc  mener  un  plan  qui  soit  parallèle  au  plan  cyclique  et  qui  par  suite 
coupe  le  cône  suivant  un  cercle.  Je  cherche  de  même  la  ligne  droite  suivant 
laquelle  l'autre  plan  cyclique  coupe  le  plan  X  et  je  mène  les  deux  plans  tan- 
gents au  cône  qui  sont  parallèles  à  cette  droite  ;  ils  couperont  le  plan  X 
suivant  deux  droites  par  chacune  desquelles  on  peut  mener  un  plan  paral- 
lèle au  plan  cyclique,  mais  je  ne  construis  que  celui  qui  coupe  le  cône  du 
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niênio  côté  du  plan  X  que  le  plan  P.  Le  plan  Pj  ainsi  construit  coupe  le  cône 
suivant  un  cercle,  le  plan  X  suivant  une  droite  AiL  tangente  en  Aj  au  cône, 

et  le  plan  P  suivant  la  ligne 
LTT'.  Les  cercles  suivant  les- 
quels les  plans  P  et  Vy  coupent 
le  cône  se  rencontrent  en  T  et 
T',*et  par  suite  sont  situés  sur 
une  même  sphère  0000.  Les 
lignes  AL  et  A^L  sont  tangentes 
à  celte  sphère,  elles  sont  donc 
égales.  La  sphère  coupe  le  plan 
X  suivant  un  cercle  ACC'AiG". 
Soit  M  un  point  quelconque 
de  l'intersection  du  cône  avec 
le  plan  X  ;  je  mène  la  généra- 
trice de  ce  point,  elle  coupera 
le  plan  P  en  Q  et  le  plan  Pj 
en  Qj.  Considérons  d'ahord  le 
point  Q;  par  le  point  M,  je 
mène  un  plan  parallèle  au  plan 
P,  il  coupera  le  plan  X  suivant 
une  droite  MR  parallèle  à  la 
droite  AL,  et  la  droite  AAi  en  R. 
Par  le  sommet  S,  je  mène  un 
plan  parallèle  au  plan  P,  il  cou- 
pera la  droite  AAj  en  un  certain  point  K  (qui  n'est  qu'indiqué).  La  généra- 
trice SM  et  la  droite  ÂA^  sont  coupées  par  trois  plans  parallèles  ;  on  a  donc 

MQ_QS 
1U~AK' 

Je  construis  de  même  les  points  Rj  et  Kj  en  menant  par  les  points  M  et  S  les 
plans  parallèles  au  plan  ?y  ;  on  a 

MQi  __  QiS 
U,A,-A,K,' 

et,  en  multipliant  membre*  à  membre, 

MO.MQ,  _  QS.Q.S  _     ST- 


Fie.  2. 


UA.U,A,       AK.A,K,       AhA,K,' 

puisque  la  génératrice  ST  est  tangente  à  la  sphère. 

J(;  niéiu!  par  le  point  M  une  parallèle  à  la  droite  AAj,  elle  coupe  les  lignes 
AL  et  AjL  aux  points  B  et  D,,  et  la  sphère  aux  points  C  etC  situés  sur  le 
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cercle  ACC'AïC".  J'abaisse  du  point  L  une  perpendiculaire  sur  la  corde  AAj, 
elle  rencontre  cette  corde  et  sa  parallèle  BBi  en  E  et  en  I  ;  le  point  l  est  le 
milieu  de  la  corde  CC  et  de  la  longueur  BBi. 

Les  produits  MQ.MQj  etMC.MC'  sont  égaux,  les  longueurs  RA  et  R^Ai  sont 
respectivement  égales  aux  longueurs  MB  et  MBj;  on  a  donc 

RA.RiAj ~~  MBJIBi  ~ IB^— M1-' 

et,  en  égalant  les  deux  valeurs  du  rapport  f-r-r. —  , 

r»A.n|Ai 

MI-  —  IC-  ST^ 


IB-^  — .Ml-^      AK.A,K, 

En  ajoutant  les  numérateurs  aux  dénominateurs,  cette  égalité  devient 
Ml-  —  IC-  ST^ 


IB-  — lC-^~ST-'  +  AK.A,K,' 


où  Ml-  —  IC-  est  égal  au  produit  MCMC,  et  aussi  au  carré  de  la  longueur 
MF  de  la  tangente  menée  du  point  M  au  cercle  ACG'AiG".  De  même 
IB^  — IC-  est  égal  à  BÂ^;  on  a  donc 


BA-  ~  SI-  +  AK.AjK, 

J'abaisse  du  point  M  la  perpendiculaire  MD  sur  la  corde  AA^;  on  a 

BA_LA 

MD  ~  LE' 

et,  en  remplaçant  BA  par  sa  valeur  dans  l'équation  précédente, 

MF^      LA^  ST2  ,    ^ 

ttt:,  =  rFT,  ^TfT, . ,-  .  ,.   =  constante. 

MD-       LE- ST-+ AK.AiK, 

Donc,  etc. 

Remarque.  — Si  les  plans  Pet  P^  étaient  menés  de  manière  à  couper  le 
cône  de  côtés  différents  du  plan  X,  la  démonstration  subsisterait  dans  ses 
parties  principales,  et  on  étendrait  facilement  les  propriétés  des  cercles 
focaux  aux  cercles  bitangents  extérieurement. 
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KXTRAITS    DES    PROCÈS-YERBÂUX 


SEANCE  DU  MERCREDI  5  MARS  1873 

PRÉSIDENCE   DE   M.    CHASLES 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 

Le  secrélaire  annonce  que  MM.  Brocard,  Mannheim,  se  sont  fait  inscrire 
comme  sociétaires  perpétuels. 

Le  secrétaire  donne  communical ion  d'une  lettre  du  secrétaire  perpétuel 
de  la  Société  royale  des  sciences  de  Gœltingue,  qui  accepte  le  BuUetin  en 
échange  de  ses  Naschrichten. 

Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 

MM.  Fabre,  ancien  élève  de  l'École  polytechnique,  à  Nîmes;  Lax,  ingé- 
nieur des  ponts  et  chaussées,  à  Paris;  Pliilippon,  secrétaire  de  la  faculté 
des  sciences,  à  la  Sorbonne;  Roux,  architecte,  à  Paris. 

L'élection  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  communique  à  la  Société  Quelques  renseigne- 
ments relatifs  à  un  collier  à  grains  polyédriques,  conservé  dans  la  salle  des 
bijoux  antiques  du  Louvre. 

M.  Fouret  communique  à  la  Société  une  note  sur  la  Détermination,  par 
le  principe  de  correspondance,  du  nombre  des  points  d'intersection  de  trois 
surfaces  algébriques  d'ordres  quelconques. 

M.  Hatt  présente  à  la  Société  Quelques  observations  sur  la  question  depro- 
habililés  traitée  par  M.  E.Lemoine. 

M.  Kœhler  communique  à  la  Société  une  note  Sur  les  réseaux  de  courbes 
planes. 


SEANCE  DU  MERCREDI  19  MARS  1873 

PRÉSIDENTE    DE    M.    CIIASLES 

Le^  meml.res  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 

Le  secrétaire  donne  communication  d'une  lettre  du  secrétaire  de  Fln- 
stitui  roval  grand-ducal  de  Luxem])ourg,  qui  accepte  le  Bulletin  en  échange 
de  ses  Publications  ;  d'une  lettre  du  secrétaire  de  FAcadfmie  des  sciences 
de  Fin  t  tut  do  Bologne,  qui  accepte  le  Bulletin  en  échange  de  ses  Memorie  ; 
d'une  lettre  du  secrétaire  de  l'Institut  royal  lombard,  qui  accepte  le  Bul- 
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Ictin  en  échange  de  ses  Rendiconli  ;  d'une  lettre  de  M.  V.  Klein,  professeur 
à  l'université  d'Erlangen,  qui  accepte  le  Bulletin  en  échange  de  ses  Mathe- 
matische  Annalen;  d'une  lettre  de  M.  G.  Dillner,  professeur  à  l'université 
d'Upsal,  qui  accepte  le  Bulletin  en  échauge  de  son  Tidskrift;  d'une  lettre 
de  M.  le  D'  G.  Â.  F.  Peters  ,  directeur  de  l'observatoire  de  Kiel ,  qui 
acce\^\.e  \c  Bulletin  en  échange  de  ses  Astronomische  Nachrichten  ;  d'une 
lettre  de  M.  IL  G.  Zeuthen,  professeur  à  l'université  de  Copenhague,  qui 
accepte  le  Bulletin  en  échange  de  son  Tidsskrift;  d'une  lettre  de  M.  G.  Bat- 
taglini ,  professeur  à  l'université  de  Rome,  qui  accepte  le  Bidletin  en 
échange  de  son  Giornale;  d'une  lettre  de  M.  Enrico  15etti,  directeur  de 
l'École  normale  supérieure  de  Pise,  qui  accepte  le  Bidletin  en  échange  de 
sesAnnali;  d'une  lettre  de  M.  le  prince  C.  Boncompagni,  qui  adcepte  le 
Bulletin  en  échange  de  son  Bullettino;  d'une  lettre  de  M.  L.  Cremona,  pro- 
fesseur à  l'Institut  technique  supérieur  de  Milan,  qui  accepte  le  Bulletin  en 
échange  de  ses  Annali. 

Le  secrétaire  donne  lecture  delà  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 

MM.  Bertrand,  membre  de  l'Institut;  Florentin,  capitaine  d'artillerie,  à 
Paris;  Jos.  Sivering,  secrétaire  de  l'Institut  royal  grand-ducal  de  i,uxem- 
bourg. 

L'élection  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 

M.  Halphen  communique  à  la  Société  un  mémoire  Sur  la  détermination 
des  coniques  et  des  surfaces  du  second  ordre. 

M.  Darboux  fait  à  la  Société  une  communication  Sur  les  intégrales  des 
fonctions  discontinues  et  sur  les  fonctions  continues  qui  n'ont  pas  de  dérivées. 

M.  Rodet  communique  à  la  Société  une  note  Sur  la  gravitation  univer- 
selle. 


SEANCE  DU  MERCREDI  2  AVRIL  1875 

PRÉSIDENCE   DE   M.    CIUSLES 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 

Le  secrétaire  annonce  que  M.  Camille  Jordan  s'est  fait  inscrire  comme 
sociétaire  perpétuel. 

Le  secrétaire  donne  communication  d'une  lettre  du  secrétaire  de  l'Aca- 
démie des  sciences  de  Berlin,  qui  accepte  le  Bidletin  en  échange  de  ses  Mo- 
natsberichte ;  d'une  lettre  du  secrétaire  de  la  Société  des  sciences  de 
Finlande,  qui  accepte  le  Bulletin  en  échange  de  ses  Acta;  d'une  lettre  du 
recteur  de  l'université  de  Pise,  qui  accepte  \c  Bulletin  en  échange  de  sesi/î- 
nali;  d'une  lettre  de  M.  C.  W.  Borchardt,  de  Berlin,  qui  accepte  le  Bulletin 
en  échange  de  son  Journal, 
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Le  secrélaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux-membres  présentés, 
ce  sont  : 

JlM.Diiguen,  ancien  élève  de  l'École  centrale,  à  Roye  (Somme);  G.  Lehr, 
élève  de  l'École  des  hautes  études,  à  Marseille;  Michelet,  ingénieur  civil,  à 
Paris. 

l/éleclion  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 

M.  G.  de  Polignac  communiqua  à  la  Société  Quelques  théorèmes  d'arith- 
métifjue. 

M.  de  Saint-Germain  communique  à  la  Société  une  note  Sîir  la  résolvante 
de  deux  équations  du  second  degré. 

M.  Camille  Jordan  communique  à  la  Société  une  note  Sur  le  mouvement 
des  figures  dans  le  plan  et  dans  l'espace. 

M.  Drisse  communique  à  la  Société  Quelques  formules  relatives  aux  cour- 
bes gauches,  déduites  de  celles  de  M.  J.  A.  Serret. 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS 


détermination,  par  le  principe  de  correspondance,  du  nombre  des  points 
d'intersection   de  trois   surfaces  algébriques  d'ordres  quelconques  ;    par 

M.  FOURET. 

(Séance  du  5  mars  1875) 

En  s'aidant  du  principe  de  correspondance  qu'il  a  imaginé,  et  qui  l'a 
conduit  à  des  résultats  si  merveilleux,  M.  Chastes  est  parvenu  à  démontrer 
géométriquement  d'une  manière  fort  simple  ce  théorème  fondamental  dans 
le  théorie  des  coui  bes,  à  savoir  que  : 

deux  courbes  d'ordres  p  et  p'  ont  toujours  pp'  points  communs  réels  ou  ima- 
ginaires. 

Une  première  démonstration  de  ce  théorème  a  fait  l'objet  d'une  commu- 
nication de  M,  Chastes  à  la  séance  de  l'Académie  des  sciences  du  50  sep- 
tembre 1872  {Comptes  rendus,  t.  LXXV,  p.  750).  Une  seconde  démonslralion 
du  môme  théorème  a  été  donnée  par  l'illustre  géomètre  dans  la  séance  du 
20  janvier  1875  {Comptes  rendus,  t.  LXXYl,  p.  12C). 

M'étant  proposé  d'appliquer  les  mêmes  procédés  de  démonstration  au 
théorème  analogue  relatif  aux  surfaces,  je  suis  parvenu,  en  ce  qui  concerne 
la  première  démonstration  do  M.  Ghasles,  à  un  résultat  satisfaisant  que  je 
vais  exposer  ici  en  quelques  mots. 

TiiÉOHÈME.  —  Trois  surfaces  algébriques  d' ordres  p ,  p' ,  p"  ont  pp'p"  points 
communs  réels  ou  imaginaires. 

Désignons  par  (Sp),  (Sy),  (Sp")  ces  trois  surlaces,  et  soient  I  une  droite 


I 
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et  0  un  point  situés  d'une  manière  quelconque  par  rapport  à  ces  surfaces. 

Par  la  droite  I,  faisons  passer  un  plan  (A)  quelconque.  Ce  plan  coupe 
les  surfaces  (Sp),  (Sp)  suivant  deux  courbes  d'ordres  ;>  et  ;/ qui  ont/)/ 
points  communs,  d'après  le  théorème  rappelé  ci-dessus  et  démontré  par 
M.  Chasles.  En  joignant  le  point  0  à  chacun  des  points  a,  on  obtient  pp' 
droites  qui  coupent  chacune  (Sp")en/'  points;  de  sorte  que  cesp//  droites 
déterminent  ^jj/j!)"  points  h  sur  {%<). 

Par  la  droite  I  et  chacun  des  points  h,  faisons  passer  un  plan  ;  nous  obte- 
nons de  la  sorte pj/p"  plans  (B),  qui  correspondent  au  plan  (A). 

Inversement,  par  I  menons  un  plan  (B)  quelconque.  Il  coupe  (Sp»)  suivant 
une  courbe  d'ordre  ]/'.  Prenons  cette  courbe  pour  directrice  d'un  cône 
ayant  pour  sommet  le  point  0;  puis  considérons  un  second  cône  ayant 
également  son  sommet  en  0  et  s'appuyant  sur  la  courbe  d'intersection 
des  surfaces  (Sp),  (Sp.)-  Ce  second  cône  d'ordre  pp'  coupe  le  premier,  qui 
est  d'ordre;/',  suivant /)/;/'  arêtes  :  cela  résulte  immédiatement  de  ce  que 
les  sections  de  ces  deux  cônes  par  un  même  plan  sont  deux  courbes  respec- 
tivement d'ordres  pp'  et  p"  qui  ont  pp'p"  points  communs,  ainsi  qu'il  a  été 
dit  précédemment. 

Or  les  pp'p"  arêtes  communes  aux  deux  cônes  déterminent,  sur  les  surfaces 
(Sp),  (Sp.),  pp'p"  points  communs  à  ces  deux  surfaces,  et,  en  faisant  passer 
un  plan  par  la  droite  I  et  par  chacun  de  ces  points,  on  obtient  j^y/ja"  plans  (A) 
qui  correspondent  au  plan  (B). 

Donc  à  un  plan  (B)  correspondent  pp'p^'  plans  (A),  de  même  qu'à  un  plan 
(A)  correspondent  pp'p"  plans  (B);  par  suite,  il  existe  Ipp'p"  plans  (A)  qui 
coïncident  chacun  avec  un  de  leurs  correspondants  (B).  ^ïa'is  pp'p"  de  ces 
plans  se  confondent  avec  le  plan  passant  par  la  droile  I  et  le  point  0,  et 
n'appartiennent  pas  à  des  points  communs  aux  trois  surfaces  ;  tandis  que 
chacun  des  pp'p"  autres  plans  détermine  sur  l'intersection  de  (Sp)  avec  (Sp-) 
un  point  a  et  sur  (Sp")  un  point  b  qui,  situés  en  ligne  droite  avec  0,  doivent 
nécessairement  coïncider.  Ce  qui  démontre  le  théorème. 

Corollaire  I.  —  Un  système  de  trois  équations  algébriques  à  trois  inconnues 
de  degrés  p,  p',  p",  admet  en  général  et  au  plus  pp'p"  solutions. 

Ce  théorème,  qui  est  une  extension  toute  naturelle  de  celui  de  Bezout  re- 
latif à  un  système  de  deux  équations,  résulte  immédiatement  du  théorème  que 
nous  venons  de  démontrer,  en  faisant  abstraction  des  points  communs  aux 
trois  surfaces  qui  sont  situés  à  l'infini  et  auxquels  ne  correspondent  pas  de 
solutions  dans  les  équations. 

Ce  premier  corollaire  se  complète  d'ailleurs  par  lo  suivant  : 

Corollaire  II.  —  Considérons  un  système  de  trois  équations  à  trois  incon- 
nues X,  y,  z,  respective  ment  de  degrés  p,  p',p", 

(x"" ,  f/«,  z'-]P=  0,    {x^\  i/ ,  -jy  =  0,    (a;'"",  «/«",  z'")p"  =  0, 
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dans  lequel  les  degrés  des  puissances  les  plus  élevées  soyit  respectivement  : 
pour  a-,  m,  m',  m";  pour  y,  n,n',  n" ;  pour  z,  r,  r'  r".  Un  pareil  système 
d'équations  a  un  nombre  de  solutions  égal  à 

PP'P"—  (p—m){p'—mW—  m")  —  {p—  n){p'~  n'){p"—  n") 

—  {P  -  ^'){P'  —  r')[p"  —  r")  —  t.), 

w  désignant  lenomhre  des  points  à  F  infini  communs  aux  trois  surfaces  repré- 
sentées par  les  trois  équations,  et  situés  en  dehors  des  axes  de  coordonnées. 

Cela  résulte  de  ce  que,  }>ar  suite  delà  forme  des  équations,  les  surfaces 
correspondantes  ont  respectivement  mm'm"  nappes  qui  se  croisent  en  un 
point  situé  à  l'infini  sur  l'axe  des  x,  nn'n"  nappes  qui  se  croisent  à  l'infini 
sur  l'axe  des  y,  rr'r"  nappes  qui  se  croisent  à  l'infini  sur  Taxe  des  z. 

Remarques. —  1°  Le  théorème  précédent  n'est  qu'une  extension  d'un  théo- 
rème analogue  relatif  à  un  système  de  deux  équations  à  deux  inconnues  et 
que  M.  Chasles  a  énoncé  dans  sa  communication  à  l'Académie  des  sciences 
du  50  septembre  1872. 

2°  En  suivant  un  procédé  de  démonstration  analogue  à  celui  que  nous 
avons  exposé  dans  cette  note,  et  en  nous  appuyant  sur  quelques  considé- 
rations que  l'on  peut  qualifier  d'hypergéométriques,  nous  somtues  parvenu 
à  démontrer  par  le  raisonnement,  et  sans  l'aide  du  calcul,  le  théorème  de 
Bezout  étendu  à  un  nombre  quelconque  d'équations  contenant  un  pareil 
nombre  d'inconnues.  Cette  démonstration  fera  l'objet  d'une  communication 
subséquente. 


Sur  les  réseaux  de  courbes  planes;  par  M.  Kœhler. 

(Séance  du  5  mars  1873) 

On  sait  par  les  travaux  de  Steiner  et  de  M.  Cremona  que,  dans  un  réseau 

d'ordre  n — 1,  il  y  a  en  général  —{n  —  2)(n — 5)(5?i^ — 9« — 5)  courbes  à 

deux  points  doubles  et  12(n  —  2)(n  —  o)  courbes  avec  point  de  robroussc- 
ment.  Mais  ces  nombres  doivent  être  réduits  lorsque  les  courbes  du  réseau 
ont  en  commun  des  points  simples  ou  multiples.  Je  démontrerai  à  ce  sujet 
le  théorénie  suivant  : 

Tout  point  multiple  commun,  d'ordre  p,  diminue  de  i  2p  (p  —  \)  le  nombre 
des  courbes  du  réseau  à  point  de  rebroussement. 

M.  Maximilien  Curlze,  profest^eur  au  gymnase  de  Tliorn,  a  donné  quel- 
ques indications  sommaires  sur  celle  (lueslion  dans  une  des  notes  qui  ac- 
compagnent sa  traduction  allemande  de  l'ouvrage  de  M.  Cremona  sur  les 
courbes  pianos.  Mais  les  résultats  auxquels  on  anivc  en  suivant  ses  indica- 
tions sont  tout  à  fait  en  désaccord  avec  ceux  que  je  vais  présenior  ici. 
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i.  Je  considère  le  réseau  formé  par  les  premières  polaires  de  tous  les 
points  du  plan  relativement  à  une  courbe  fondamentale  U  =  0  d'ordre  n.  Li'S 
polaires  à  deux  points  doubles  et  les  polaires  à  point  de  rebroussement  cor- 
respondent respectivement  aux  poin(s  doubles  et  de  rebroussement  de  la 
courbe  de  Steiner  ;  cette  courbe  est,  comme  on  sait,  le  lieu  des  points  dou- 
bles de  toutes  les  polaires  coniques  réductibles  à  un  système  de  deux  droites, 
ou  encore  le  lieu  des  points  dont  les  premières  polaires  ont  un  point 
double.  Elle  est  de  l'ordre  5(n —  2)-  et  de  la  classe  5(n  —  l)(n  —  2),  lorsque 
U  est  dépourvue  de  points  singuliers. 

Si  la  courbe  U  possède  un  point  multiple  d'ordre  p,  son  équation,  mise 
sous  la  forme  homogène,  sera,  en  plaçant  l'origine  en  ce  point, 

uz'i-P  +  vz"-P-^+  ...  =  0, 

les  polynômes  u^v,...  étant  homogènes  en  >r  cty,  etdes  degrés  p,  p-\-i ,...  ; 
71  =  0  donne  le  faisceau  des  p  tangentes  à  l'origine.  L'équation  de  la  hcs- 
sienne  est,  en  désignant  les  dérivées  secondes  par  des  indices  doubles, 


11  = 


Uh 

U., 

Ui3 

U.i 

u„, 

U.5 

U:, 

Us» 

U53 

=  0, 


et  il  est  très-Facile  de  voir  que  l'origine  est  un  point  muUiple  d'ordre 
op  —  4,  dont  les  tangentes  sont  représentées  par 


{n—p)ui     («  — p)"2     (n  —  p—\)K 


=  0. 


r 


Si  Ton  retranche  des  éléments  de  la  troisième  colonne  de  ce  délorminant 
ceux  de  la  première  multipliés  par  'x  et  ceux  de  la  seconde  multipliés  par 
y,  on  aura 

"il  •  wii         ^ 

«i,  W,2  0  =0, 

{n — p)iii     {n  —  p)iL,    — M 

et  l'équation  des  5jj— 4  tangentes  se  réduit  à  ^l{^l^,^  —  «u  î/.,,)  =  0. 

Le  second  facteur  représente  2p  —  4  tangentes  qui  ne  sont  pas  com- 
munes aux  courbes  II  et  U;  ce  sont  les  rayons  doubles  de  l'involulion 
d'ordre  p  —  1  formée  par  les  faisceaux  des  tangentes  à  toutes  les  premières 
polaires  de  U. 

Cela  posé,  les  conditions  pour  qu'une  courbe  F  =  0  ait  un  point  de  rebrous- 
sement sont 


-    126  — 

En  calculant  Is-,  F,,,  ...,  pour  la  polaire  x'\]^-hy'\],-{-z'\].=  0  d'un 
point  {x',  y',  z'),  on  obtient  un  groupe  de  trois  équations  dont  j'écris  la  pre- 
inière,  savoir  : 

L'élimination  do  (x' ,  y',  z')  conduit  à  l'équation  d'une  courbe  S  d'ordre 
4(n  —  5),  dont  les  intersections  avec  la  hessienne  d'ordre  "ôin  —  2)  donnent 
les  points  de  rcbroussement  des  premières  polaires.  La  fonction  S  est  le 
covariant  obtenu  en  remplaçant  dans  l'invariant  S  du  quatrième  ordre 
d'une  forme  cubique  les  coefficients  de  la  forme  par  les  troisièmes  déri- 
vées de  U  (Clebsch,  Ueber  Curven  vierter  Ordnung;  Grelle,  t.  59)  (*).  L'ex- 
pression de  S  peut  s'écrire,  en  groupant  convenablement  les  termes, 

S  =  Ut,,-2U%3Uu3U2,5+Ul.5^'<.5 

+  U35i(5Uio5Uu«U,o3  -  2U„,,U;\,.  +  Ui,-Ai3lU,  -  Uh-.U-iU2.3  -  UuiUi..) 
+  U35.(5Uh5U,,.U,13-  2U„,U?/3  +  Ui,3U,,3Uui-  U,,3UHo.Ua5-  U,,,Ur.3) 

+  U-3,(UJ,.-U,„U,,,)  +  m,,(U;„-U,aU..i)  +  U33iU33.(UHiU,,,-U,„U,„)- 

Lorsque  U  est  de  la  forme  indiquée  ci-dessus,  on  voit  de  suite  qne  la  plus 
haute  puissance  de  :;  dans  S  est  de  l'ordre  4  (n — p  —  i),  de  sorte  que  l'ori- 
gine est  un  point  multiple  d'ordre  ^{p  —  2)  pour  la  courbe  S.  Pour  obtenir 
l'équation  des  tangentes,  il  suffit  de  considéier  les  troisièmes  dérivées  du 
ternie  uz"-p,  c'est-à-dire  de  faire  les  substitutions  suivantes 

Uu,  =  «H,-"-^     L^,o  =  WH2'-"-^     ^\i-.  =  {n-p)th,iZ"-P-\  .... 

On  obtient  ainsi,  abstraction  faite  du  facteur  z^^'^-p-^\ 

S  =  {n  —  p)i{ni,—  UiiUoJ-' 
+  («—/;)■•(«  —  ;;—!)», (5m, 2Î/.,2»„2—2»/fj'o2,  +  »n"ii"-i2  —  "  -«oJ'iu) 

-i-(n  —  p)-{n  —  p—  1)"..(5hioHiiî<.oi—  27<?,Wu2  +  î'2i"i.."ui  — !'-i"u»iu  —  î<i,"-.a) 

+  î/2oîlooiî<in—  »2o«'^,2~  "ll^oo,) 
+  "l"-j("iu"22a  —  WuiWââl)]  • 

Si  maintenant,  dans  la  deuxième  et  la  troisième  ligne,  on  remplace  /^,  par 
.77/,i-l-?/M,2,  Mj  par a:M,,  H- 2/Mjï;  si  de  plus  on  remarque  que  «,i  =  .rMin-f-?/(/,,^, 
î/„=.ri/22i-l-!/222-  Mi.  =  xMn2  +  y"22*  0"  trouvo,  après  quelques  réductions 

(•)  Le  moyen  le  plus  simple  de  s'en  assurer  consiste  ù  prendre  la  forme  cubique  sous  sa 
fdiinc  caiiijiii(iuo  ax^ +  b>f^  + cz^ +  (jdxyz;  l'élimination  de  x,  ;/,  z  cuire  d^x'^  —  b(:îjz  =  0, 
(i'ij*—cazx  —  {),  d-i*—abxy^-{),  conduit  à  l'invariant  S  —  dabc  —  f/*. 
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faciles  à  apercevoir,  l'expression  —  ^l^  —  pY{n  —  ;;  —  i  )(«,"„  —  "n^az)^- 
Le  coefficient  de  u,  dans  la  quatrième  ligne,  s'annule  identiquement; 
enfui  le  dernier  groupe  de  termes  se  réduit  à 

{n  —  p)-{n  —  p  —  1  )'^(».r,—  «iiî/o.)-. 

11  résulte  de  là  que  les  tangentes  au  point  multiple  de  la  courbe  S  sont  com- 
prises dans  Téqualion  {u^^-,  —  îi^^u,^)-=0.  Ce  sont  précisément  les  tangentes 
de  la  hessienne  qui  ne  sont  pas  communes  à  cette  courbe  et  à  la  proposée, 
chacune  d'elles  étant  comptée  deux  fois. 

On  conclut  de  là  que  le  point  multiple  d'ordre  p  tient  lieu  de 

12(/;-l)(p-2) 

points  d'intersection  des  courbes  11  et  S.  Et,  en  effet,  les  Tip  —  A  branches 
de  H  se  subdivisent  en  deux  groupes,  l'un  de  p,  l'autre  de  2{p  —  2); 
le  premier  groupe  donne  Ap{p — 2)  points  d'intersection  à  l'origine.  Cha- 
cune des  branches  du  second  a  4  points  infiniment  voisins  communs 
avec  la  branche  correspondante  de  S,  puisque  la  tangente  de  celle-ci  est 
en  réalité  une  tangente  double  dont  les  deux  points  de  contact  se  sont 
réunis  ;  de  plus  la  branche  de  II  doit  êlre  considérée  comme  coupant  en  un 
point  chacune  des4(p  —  2)  —  2  branches  de  S  qui  ne  la  touchent  pas.  On 
a,  en  définitive, 

Ap{p^<2)  +  2(/;  -  '2)r4  +  A{p^  2)- 2]  =  12(/; -  \){p  -  2). 

En  particulier,  si  U  est  une  courbe  du  quatrième  ordre  avec  un  point  triple 
à  l'origine,  la  hessienne  a  un  point  quintuple;  la  courbe  S  se  réduit  à  deux 
droites  doubles,  savoir  :  les  rayons  doubles  de  l'involution  formée  par  les 
couples  de  tangentes  des  premières  polaires,  et  elle  rencontre  la  hessiemie 
en  24  points  confondus  à  l'origine. 

Ainsi,  lorsque  la  courbe  U  a  un  point  multiple  d'ordre  p,  le  nombre  des 
rebroussements  de  la  courbe  de  Steiner  se  réduit  à 

12[(n-2)(n-5)-(/;-l)(;;-2)j. 

Comme  on  connaît  l'ordre  et  la  classe  de  cette  courbe,  on  pourra  déter-^ 
miner  par  les  formules  de  Plùcker  ses  autres  caractères,  par  exemple  le 
nombre  de  ses  points  doubles,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  nombre  des 
polaires  à  deux  points  doubles. 

Toutefois,  il  faut  remarquer  que  le  point  multiple  d'ordre  ;;  inilue  égale- 
ment sur  l'ordre  et  sur  la  classe  de  la  courbe  de  Steiner;  l'ordre  est  diminué 
de  (jj  — 2)(5p  — 2),etla  classe  de  (;j— l)(5p— 4)(*). 

(')  Voirj  à  ce  siijetj  la  traduction  allemande  de  l'/H^Jw/uîtone  de  M.  Cremona,  addition  à 
l'art.  88. 
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2.  Si,  au  liou  de  coasidéror  un  roseau  de  premières  polaires,  ou  considère 
un  réseau  général  représenté  par  une  équation  de  la  forme 

/A  +  mVi  +  «C  =  0, 

A,  D,  C  étant  trois  courbes  d'ordre  ?i  — 1,  la  recherche  analytique  delà 
courbe  S  est  plus  difficile;  on  a  à  éliminer  /,  m,  n  entre  les  trois  équations 
suivantes  du  second  degré  : 

I  (/A.j  +  »!B,3  +  nC.,.Y={l\..  +  »!B,,  +  ?iC.,,)(/A33  +  mH..  +  nC-J 

(1)  I  (^\3i  +  »«1^5i  +  n<^;i)'  =  ('-^33  +»«B33  +  "C35)(/An+mBii  +  nC,i) 

I  (/Ali  +  "il^i2  +  «Ci j-^  =  (/Ail  +  ntBii  +  «Cii)(/As.  +  hîB,.  +  nC.J. 

Le  résultant  de  ce  système  n'est  autre  chose  que  l'invariant,  désigné  ha- 
bituellement par  1,  du  système  suivant  : 

I    U  —  Au"/.'-  +  A,„v.-  +  k..'>'-  +  '2A.3;j.v  +  2.\3ivX  +  2Ai,),a  =  0. 

(2)  V  =  Bii>.2  +  BZy  +  B..y-  +  2B.^3av  +  '■IB.^-û.  +  2B„\a  =  0, 
I  W  =  CiiX-  +  C..y-  +  C33---+  2C,;;r/  +  2C3,vX  +  2C,,\a  =  0. 

On  sait,  en  effet,  que  2;=0  exprime  la  condition  pour  que  la  somme 
/U +  î7iY-|-7iW  soit  un  carré  parfait;  et,  en  formant  les  équaiions  de  co!i- 
dition,  on  trouve  précisément  le  système  (1).  L'expression  de  s  est  si  com- 
pliquée que  son  étude  m'a  paru  impraticable  ;  l'extension  à  un  réseau 
quelconque  du  théorème  que  j'ai  donné  plus  h  lut  n'est  donc  qu'une  induc- 
'  tion  légitimée,  il  c:;t  \rai,  par  les  anulogies  qui  existent  entre  l'invariant  z 
et  l'invariant  S  de  la  forme  cubique  générale. 

o.  Applications  ù  quelques  cas  particuliers. 

i°  Le  réseau  est  du  4""-'  ordre  ;  les  courbes  ont  5  points  doubles  et  o  points 
simples  communs. 

La  Iicssienne  est  alors  du  9""-"  ordre  ;  clic  se  compose  de  5  droiles,  côlés 
du  triangle  formé  par  les  points  doubles,  et  de  3  coniques  passant  respecti- 
vement par  ces  points  et  par  2  des  points  simples. 

La  courbe  de  Sleinor  est  de  l'ordre  o.o^ — 5.7  =  G,  et  de  la  classe 
5(4.5)  — o.lO  —  5.2  =  0.  Le  nombre  des  points  de  rebroussement,  qui  est 
de  72  dans  le  cas  du  réseau  le  plus  général,  est  diminué  de  5.2  i  et  se  rédu  t 
à  zéro,  ce  qui  devait  être.  Les  formules  de  l'liu:ker  montrent  qu'il  y  a  15 
points  doubles  ;  ces  15  points  ne  correspondent  pas  seulement  aux  courbes 
du  léseau  à  5  points  doubles,  niais  à  celles  qui  ont  un'point  double  en  un 
des  point-,  simples  donnés. 

Soient  A,  B,  C  les  5  points  doubles  connnuns,  d,  e,  f  les  points  simples. 
On  a  d'abord  5  courbes  composées  de  2  coniques,  savoir  ;  (Ar>C(/e;(Ar)C(//'), 
{XWCedjiWjù'f},  ADC/f/)(ABC/e)  ;  puis  12  courbes  à  5  points  doubles  com- 
posées cIkicuuc  d'une  conique  cl  de  2  droites,  savoir  :  (ADC(/e,  AD,  Cf), 
{liWCde,  AC,  D/'),  (ACWt-,  DC,  hf),  {\bUf,  AD,  Ce),  ..  . 


i 
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Dans  cel  exemple,  on  pouvait  préyoïr  a  priori  los  résullats  donnés  par  Us 
formules  générales  ;  il  n'en  est  plus  de  même  pour  le  suivant. 

2°  Le  réseau  est  du  6""=  ordre;  les  courbes  ont  en  commun  8  points  dou- 
bles et  un  point  simple. 

La  hessionne  est  du  15°"^  ordre. 

Dans  le  cas  général,  la  couibe  de  Steiner  est  du  75"-''  ordre,  de  la  90'"* 
classe  et  a  240  rebrousscmenti--.  Ici  l'ordre  se  réduit  à  75  —  7.8  =  19  ;  la 
classe  se  réduit  à  90  —  8.10  —  2  =  8.  Le  nombre  des  rebroussenienls 
est  diminué  de  8.24  et  devient  égal  à  48.  La  formule  de  Pliicker 
jn  =  n  {n  —  1)  —  25 — op  donne,  en  faisant  m=:8,  n=19  el/3  =  48,  o  =  9o. 
Un  de  ces  95  points  doubles  répond  à  la  courbe  qui  a  un  point  double  au 
point  simple  donné.  Donc  enfin,  parmi  les  courbes  du  6""=  ordre  passant 
\xxr  8  points  doubles  et  un  point  simple  donné,  il  y  en  a  94  qui  ont  en  tout 
10  points  doubles. 

Remarque.  —  Dans  ce  qui  précède,  il  faut  entendre  par  courbe  de  Steiner 
du  réseau  le  lieu  des  points  qui  correspondent  h  des  courbes  possédant  un 
point  double;  on  sait  qu'il  est  toujours  possible  d'établir  d'une  infinité  de 
manières  la  correspondance  entre  los  points  du  plan  et  his  courbes  d'un 
réseau. 

Le  problème  que  je  viens  de  traiter  se  rattache  à  un  sujet  de  recherches 
assez  étendu  sur  lequel  M.  Salmon  a  le  premier,  je  crois,  appelé  l'attention 
[lUyhcr  plane  Cnrves,  p.  55)  ;  c'est  l'étude  des  relations  géomélriques  exis- 
tant entre  les  points  doubles  d'une  courbe  algébrique,  lorsque  le  nombre 
de  ces  points  (multiplié  par  5)  dépasse  le  nombre  de  conditions  qui  détei'- 
minent  la  courbe.  La  première  et  la  plus  simple  des  questions  qui  se  pré- 
sentent est  relative  à  la  couibe  du  G'""  ordre;  elle  peut  avoir  jusqu'à 
10  points  doubles  (exemple  :  l'enveloppe  des  cordes  communes  à  une  el- 
lipse et  son  cercle  osculateur),  mais  9  de  ces  points  suffisent  à  la  délir- 
miner.  Ou  est  alors  conduit  à  la  question  suivante,  dont  j'ai  transmis  der- 
nièrement l'énoncé  à  M.  Drisse  : 

In  système  de  courbes  du  G'"^  ordre  est  assujetii  à  avoir  9  points  doubles, 
8  d'entre  eux  sont  fixes;  quel  lieu  doit  décrire  le  9™^  pour  que  la  courte  ait 
un  IQ"''' point  double? 

j'ai  trouvé  que  ce  lieu  était  du  180"'"  ordre. 

La  nature  de  ce  résultat  peut  faire  prévoir  quelle  serait  la  difficulté  du 
problème  pour  les  courbes  d'ordre  supérieur  au  G"'^ 
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Mémoire  sur  la  détermination  des  coniques  et  des  surfaces  du  second  ordre, 

par  M.  Halphen, 

(Séance  du  19  mars  1875) 


LNTRODUCTION 

Quand  on  considère  des  courbes  ou  des  surfaces  pour  la  détermination 
descpielles  M  conditions  sont  nécessaires,  il  y  a  lieu  de  se  demander  le 
r.o:nbre  de  ces  courbes  ou  de  ces  surfaces  qui  satisfont  à  M  conditions  données. 
11  peut  arriver  qu^  quelques-unes  de  ces  conditions  aient  entre  elles  une 
telle  dépendance  qu'il  ne  soit  pas  possible  de  les  considérer  comme  des  con- 
ditions séparées  sans  introduire  des  solutions  étrangères  au  problème  pro- 
posé. On  peut  employer  les  noms  de  condition  double,  triple,  etc.,  à  désigner 
l'ensemble  de  plusieurs  conditions  inséparables. 

D'une  manière  générale,  les  M  conditions  données  peuvent  se  composer 
de  m^t conditions  simples,  in.,  conditions  doubles,  ...,  ??ij  conditions  multiples 
d'ordre  i,  ...,  indépendantes  les  unes  des  autres,  de  sorte  que  l'on  ait 
7ni  4-  2771, -h  ...  +imj+  ...  =  M.  Cbaque  groupement  des  M  conditions  en 
conditions  séparées  donne  lieu  à  un  problème  particulier,  dont  la  solution 
fournira  un  théorème  enseignant,  dans  chaque  cas,  quels  sont  les  nombres 
relatifs  à  toute  condition  simple,  double,  etc.,  qu'il  faut  connaître,  et  comment 
il  faut  combiner  ces  nombres  pour  obtenir  celui  qiion  cherche;  en  d'autres 
termes,  quelle  fonction  représente  ce  dernier  nombre. 

C'est  ahisi  que,  relativement  à  la  détermination  du  nombre  des  droites  qui 
satisfont  à  deux  conditions  dans  un  plan,  il  suffit  de  connaître,  pour  chaque 
condition,  le  nombre  des  droites  qui  y  satisfont  et  passent  par  un  point. 

Relativement  à  la  détermination  des  plans,  les  théorèmes  sont  également 
bien  connus.  Pour  la  détermination  des  droites  dans  l'espace,  les  problèmes 
sont  résolus  par  deux  théorèmes  que  j'ai  coiiununiqués  à  l'Académie  des 
sciences  en  1871  et  en  1872  {Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des 
sciences,  t.  LXXIII  et  LXXIV) . 

C'est  en  abordant  ce  genre  de  problèmes  relativement  aux  coniques  dans 
le  plan  que  M.  Chasles  a  tout  d'abord  ouvert  la  voie  à  cet  ordre  de  recher- 
ches. Le  premier  problème  est  celui  où  l'une  des  conditions  est  simple.  Les 
quatre  autres  conditions,  qui  peuvent  être  dépcndantos  ou  indépendantes 
les  unes  des  autres,  déterminent  un  sijsii'me.  La  solution  du  problème  est 
contenue  dans  le  théorème  suivant  : 

Dans  un  système  plan,  le  nombre  des  coniques  qui  passent  en  un  point  étant 
H  et  le  yiombre  de  celles  qui  touchent  une  droite  étant  v,  le  nombre  de  celles 
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qui  satisfont  à  une  condition  quelconque  est  ay.  +  |3v,  les  nombres  a  et  (3  ne 
dépendant  que  de  la  condition  donnée  {"). 

Ce  beau  théorème,  que  M.  Ghasles  a  découvert  par  l'induction,  n'a  pas 
encore  été  démontré. 

Je  me  propose  d'en  donner  une  démonstration  dans  la  première  partie 
de  ce  mémoire. 

Dans  la  seconde  partie,  j'aborderai  le  problème  dans  lequel  les  cinq 
conditions  se  partagent  en  deux,  l'une  triple,  l'autre  double.  Ce  problème 
est  résolu  par  un  théorème  analogue  au  précédent  ;  mais  la  formule  esta  ^rois 
termes.  L'énoncé  de  ce  théorème  est  contenu  implicitement  dans  une  note 
de  M.  Chasles  {Comptes  rendus,  i.  LIX,  p.  345),  ainsi  que  l'a  fait  remarquer 
M.  Cremona,  en  le  donnant  explicitement  {Comptes  rendus,  t.  LIX,  p.  776).  Si 
la  condition  double  se  compose  de  deux  conditions  séparées,  ce  théorème 
découle  facilement  du  précédent.  Mais,  s'il  n'en  est  pas  ainsi,  il  constitue 
un  deuxième  théorème  distinct,  non  encore  démontré,  et  dont  on  n'a  même 
presque  fait  aucune  vérification. 

Dans  la  deuxième  partie  de  ce  mémoire,  je  démontrerai  ce  théorème,  et 
je  ferai  voir  que  l'ensemble  de  ces  deux  propositions  fournit  la  solution 
complète  des  problèmes  relatifs  aux  coniques  dans  le  plan,  de  telle  façon 
que,  dans  tous  les  cas,  une  condition  simple,  ainsi  qu'une  condition  qua- 
druple, est  caractérisée  par  deux  nombres,  et  une  condition  double  ou 
triple  par  trois  nombres. 

Dans  la  troisième  partie  de  ce  mémoire,  j'étudierai  les  problèmes  re- 
latifs à  la  détermination  des  coniques  dans  l'espace  et  des  surfaces  du 
second  ordre;  et  je  démontrerai,  à  cette  occasion,  pkisieurs  théorèmes 
nouveaux. 

La  première  partie  contient,  tout  d'abord,  quelques  théorèmes  étrangers 
à  la  question  proposée,  mais  qui  seront  d'un  usage  fréquent  dans  tout  le 
cours  du  mémoire. 


PREMIÈRE  PARTIE 

i.    —   THÉORÈMES   GÉNÉRAUX   SUR    LES   I.NTERSECTIONS   DES   COURBES   PLANES  ALGÉBRIQUES. 

Soit,  sur  une  courbe  algébrique  plane,  un  point  0  tel  que  la  droite  Oij  ait 
r  de  ses  points  d'intersection  avec  la  courbe  réunis  en  0;  soitOx  une  autre 
droite.  L'équation  de  la  courbe,  rapportée  aux  axes  Ox,  Oy,  est  de  la  forme 

(1)  ^'•(Â  +  By  +  ...+%«)  +  a;P  =  0; 

(*)  Les  nombres  //.  et  v  sont  appelés  première  et  deuxième  caractéristiques  du  système. 
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A.  D,  ...,  K  sont  dos  polynômes  en  .r  seul,  dont  le  premier  ne  s'évanouit 
pas  avec  .r,  P  est  un  polynôme  dont  le  degré  en  y  est  inférieur  à  r. 
Pour  une  valeur  infiniment  petite  de  x,  l'équation  (1)  détermine  r  racines 

A 

y  infiniment  petites.  Le  produit  des  autres  racines  est  ±1^.  Soit  mainte- 
nant s  le  moinilre  degré  de  .r  dans  les  termes  indépendants  de  y,  en 
sorte  (jue  ces  termes  soient  x%a-\-hx-ir ...).  Le  produit  de  toutes  les  ra- 

x^ici  -+-  bv  — |—      ) 
cines  de  (1)  est  -ûz— p- '—•  Le  produit  des  racines  infiniment 

1         .     1  .    L  xHa-]-hx-\- ...)       ,    .  .   r       1     ,'     j       1       , 
petites  est  donc  égal  a  ±-.  -— r ,  c  esl-a-dn^e  de  1  ordre  de  x\ 

A 

Prenant  .r  pour  infiniment  petit  du  premier  ordre,  désignons  par  «j,  a,, ... 
les  ordres  de  ces  racines.  Faisons  le  produit  des  r  binômes  [y  —  x'^).  Nous 
obtenons  un  polynôme  en  y  dont  les  r  racines  ont  chacune  un  rapport  fini 
avec  une  racine  infiniment  petite  de  (I).  Les  produits  de  ces  deux  groupes 
déracines  ont  donc  un  rapport  fini,  c'est-à-dire  que  la  somme  des  nombres 
a  est  égale  à  s. 

Or  s  marque  le  nombre  des  points  d'intersection  de  la  courbe  et  de  Clr, 
confondus  en  0.  Donc  : 

Théorème  I.  —  Le  nombre  des  intersections  dune  courbe  et  d'une  droite,  con- 
fondues en  un  point  0,  est  égal  à  la  somme  des  ordres  des  segments  infiniment 
petits  interceptés  par  la  courbe  et  la  droite  sur  une  sécante  quelconque,  dont 
la  distance  au  point  0  est  infiniment  petite  du  premier  ordre. 

On  peut  faire  la  remarque  suivante  :  Une  racine  y  étant  de  l'ordre  a,  on 
peut,  pour  trouver  son  rapport  à  x"',  se  borner  à  considérer,  dans  (I),  les 
ternies  en  y  x>,  tels  que  j  +  ia  ait  la  même  valeur  pour  Ions  ces  termes.  On 
en  conclut  aisément  que  les  produits  de  ces  rappoils  par  x'\  ou  les  racines 
y  de  l'ordre  a,  bornées  ù  leur  premier  terme,  sont  déterminés  par  une 
équation  dont  les  coefficients  ne  contiennent  que  des  puissances  entiéi'es  de 
X.  On  peut  donc  diie  que  :  si  p  est  le  nombre  des  segments  ci-dessus  de  l'ordre 
a,  le  produit  pr/.  est  toujours  un  nombre  entier. 

Ce  théorème  est  susceptible  d'être  étendu  au  cas  de  deux  courbes,  par 
l'analyse  suivante. 

Soient  deux  courbes  S  et  S'  dans  le  même  plan.  On  peut  faire  corres- 
pondre deux  à  deux  les  points  de  ces  deux  courbes  qui  ont  même  ordonnée 
y,  et  imaginer  la  courbe  s  dont  les  coordonnées  rectilignes  l,  n  sont  les 
abcisses  x,  x'  de  deux  points  correspondants.  Un  point  commun  aux  deux 
combes  S  et  S'  correspond  à  un  point  de  i  situé  sur  la  bissectrice  des  axes. 
Supposons  que  le  point  0,  origine  des  coordonnées  x,  y,  soit  commun  aux 
deux  courbes  S,  S'.  La  combe  :i  passe  en  il,  origine  des  coordondées  :,  r,. 

D'apié.s  le  théorème  I,  on  trouvera  le  nombre  des  points  communs  à  i  et 
à  la  bissectrice  des  axes  en  considérant  une  valeur  de  l  infiniment  petite 


\ 
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du  premier  ordre,  cherchant  l'ordre  de  chacune  des  valeurs  de  {c  —  q)  infi- 
niment petites  correspondantes,  et  faisant  la  somme  de  ces  ordres.  Celle 
somme  sera  le  nomhre  cherché.  En  se  reportant  aux  courbes  SetS',  on  voit 
que  cela  revient  à  :  mener  une  parallèle  à  0//,  d'ubcisse  :c  du  premier  ordre; 
prendre  les  points  in,  infiniment  voisins  de  0,  où  celte  droite  coupe  S;  par 
chaque  point  vi,  mener  une  parallèle  à  Ox;  considérer  sur  chaque  parallèle 
les  points  m'  infiniment  voisins  de  0  et  a[)partenant  à  S';  faire  la  somme 
des  ordres  des  èegments  inm',  interceptés  sur  ces  parallèles. 

En  particulier,  si  les  droites  Or,  Oij  ne  sont  pas  tangentes  à  la  courbe  S', 
les  points  ni'  situés  sur  chaque  parallèle  à  Or  sont  en  môme  nombre  que  les 
points  m[  infiniment  voisins  de  0  situés  sur  la  parallèle  à  Oij  et  sur  S'  ; 
chaque  segment  min[  est  du  même  ordre  qu'un  segment  mm',  et  les  nom- 
bres de  ces  deux  groupes  de  segments  sont  les  mêmes.  On  peut  donc  rem- 
placer la  somme  des  ordres  des  segments  mm'  par  celle  des  segments 
mm[.  Donc  : 

Théorème  II.  —  Le  nombre  des  intersectiom  de  deux  courbes,  réunies  en 
un  point  0,  est  égal  à  la  somme  des  ordres  des  segments  infiniment  petits  inter- 
ceptés par  les  deux  courbes  sur  une  sécante  dont  la  distance  au  point  0  est  in- 
finiment petite  du  premier  ordre,  et  qui  ne  coïncide  avec  aucune  tangente  à 
l'une  des  courbes  en  ce  point. 

De  la  remarque  faite  à  propos  du  théorème  I,  on  peut  conclure  ici  que  : 
si  pa.  est  le  iionibre  des  segments  d'ordre  a,  le  produit  pa.  est  toujours  un 
nombre  entier. 

Au  lieu  de  deux  courbes  quelconques,  considérons  maintenant  deux 
courbes  S  et  S'  telles  qu'à  chaque  point  m  de  la  première  correspondent  a 
points  m'  de  la  seconde,  situés  sur  la  droite  qui  joint  m  à  un  point  fixe  C, 
où  ne  passe  pas  S  ;  et  que  les  groupes  de  a  points  m' ,  correspondant  aux 
différents  points  m  en  ligne  droite  avec  C,  soient  tous  différents. 

D'après  cette  définition,  si  ;;  est  le  degré  de  S  et  n  l'ordre  de  multiplicité 
du  point  C  dans  S',  cette  dernière  courbe  coupe  les  droites  issues  du  point 
C  en  ap-\-n  points.  Ce  nombre  marque  dans  son  degré. 

Projetons  en  a,  p.',  sur  une  droite  CA,  deux  points  correspondants  7n,?Ji', 
et  imaginons  la  courbe  s  dont  les  coordonnées  rectilignes  sont  Cm  et  Cm'. 
Cette  courbe  est  de  degré  2«yj  +  n,  et  a,  à  l'origine  des  coordonnées,  un 
point  multiple  provenant  des  couples  de  points  yn,  m'  situés  sur  la  perpen- 
diculaire élevée  en  C  sur  CA.  On  voit  très-facilement  que  ce  point  compte 
pour  ap  intersections  de  i  et  de  la  bissectrice  des  axes.  11  reste  donc  ap-\-7i 
autres  points  communs  à  ces  deux  lignes.  Donc  : 

Théorèsie  m.  —  Si,  à  cJiacun  des  points  d'une  courbe  de  degré p,  situés 
sur  une  droite  issue  d'un  point  fixe,  où.  ne  passe  pas  cette  courbe,  corres- 
pond un  groupe  distinct  de  a  points  sur  la  même  droite,  et  que  le  point  fixe 
soit  multiple  d'ordre  n  sur  le  lieu  de  ces  derniers,  le  degré  de  ce  lieu, 


—  154  — 
ainsi  que  Je  nombre  des  couples  de  points  correspondants  confondue,  est  égal  à 
ap-+-  n. 

Les  données  restant  les  mêmes,  si  un  point  0  est  la  réunion  de  plusieurs 
couples  de  points  correspondants,  on  cherchera  leur  nombre  en  appli- 
quant le  théorème  I  à  la  courbe  2.  On  sera  conduit  alors  à  mener  une 
sécante  à  distance  infiniment  petite  du  premier  ordre  du  point  0,  à  consi- 
dérer chaque  point  m  d'intersection  de  cette  sécante  et  de  S  infiniment 
voisin  de  0,  à  mener  le  rayon  Cm  et  à  faire  la  somme  des  ordres  des  seg- 
ments mm'  compris  entre  deux  points  correspondants  infiniment  voisins. 

La  sécante  peut  être  prise  non  tangente  à  la  courbe  S.  Si,  de  plus,  le 
rayon  CO  n'est  pas  tangent  à  cette  courbe,  un  rayon  issu  de  C,  et  à  distance 
du  premier  ordre  de  0,  coupe  S  en  des  points  à  distance  du  premier  ordre 
de  ce  point  0,  et  en  même  nombre  que  la  sécante  considérée.  Il  y  a  donc 
sur  ce  rayon  le  même  nombre  de  segments  compris  entre  des  poinis  corres- 
pondants infiniment  voisins  de  0,  et  du  même  ordre  que  sur  les  différents 
rayons  considérés  en  premier  lieu.  Donc  : 

Théorème  IV.  —  S'il  existe  une  correspondance  entre  les  points  de  deux  cour- 
bes situés  sur  les  droites  issues  d'un  point  fixe  C,  et  que  0  soit  un  point  com- 
mun aux  deux  courbes,  oit  aucune  des  tancjentes  à  l'une  d'elles  ne  passe  en 
C,  le  nombre  des  couples  de  points  correspondants,  confondus  en  0,  est  égal  à 
la  somme  des  ordres  des  segments  compris  entre  deux  points  correspondants 
infiniment  voisins  de  0,  et  situés  sur  ime  droite  issue  de  Cdont  la  distance  au 
point  0  est  infiniment  petite  du  premier  ordre. 

On  remarquera  encore  que  :  si  p  est  le  nombre  des  segments  d'ordre  a,  le 
produit  pa  est  toujours  un  nombre  entier. 

II.    —   DliMONSTRATION   DU  THÉOUÈME   DE   M.    CHASIES   SUR   LES   SYSTÈMES   DE   CONIQUES 

DANS   LE   PLAN. 

Étant  donné  un  système  plan  de  coniques,  prenons  dans  le  plan  du 

système  une  droite  arbitraire  A,  et  une  origine  a  sur  cette  droite.  Soient  m 

et  m'  les  poinis  où  une  conique  du  système  rencontre  A.  Considérons  la 

,     ,       ,  ,        ,  ...  .        i  /  /  am.am' 

courbedontles coordonnées rectilignes sont a;=;j  (am+am  ),  /y  =  — p — , 

K  étant  une  longueur  constante.  A  chaque  conique  du  système  correspond 
un  point  de  cette  courbe,  et  à  chaque  point  de  la  courbe  correspond  une 
conique.  Pour  abréger  le  langage,  j'appellerai  cette  courhe  indicatrice  d\\ 
système  relative  à  la  droite  A.  Je  vais  démontrer  qu'e//e  a  pour  degré  la  pre- 
mière caractéristique  du  système. 

Soit  tj.  celte  caractéristique.  Considérons,  pour  un  instant,  la  courbe  dont 
les  coordoimées  ç,  o  sont  am  et  am'.  Elle  est  de  degré  2^,  symétrique  par 
rapporta  la  bissectrice  des  axes  de  coordonnées,  et  elle  a,  A  l'infini,  sur 
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chacun  dos  axes,  un  point  multiple  d'ordre  u.  Les  points  de  cette  courbe, 
pour  losquils  am-\-am'  a  une  valeur  donnée,  sont  sur  une  droite  perpen- 
diculaire à  l'axe  de  symétrie.  Ils  sont  donc  en  nombre  2y.  et  disposés  symé- 
triquement par  rapport  à  cet  axe.  Ils  répondent  à  pi  coniques.  En  second 
lieu,  les  points,  pour  lesquels  cmi.am'  a  une  valeur  donnée,  sont  sur  une 
hyperbole  qui  coupe  la  courbe  en  4y.  points,  dont  2y.  sont  à  l'infini  et  2y.  dis- 
posés symétriquement  par  rapport  à  l'axe  de  symétrie.  Ces  derniers  répon- 
dent donc  égaleirent  à  y.  coniques.  Donc,  dans  l'indicatrice,  à  chaque 
valeur  de  x  ou  de  y  répondent  a  coniques  du  système  et  a  valeurs  de  y  ou 
de.r.  D'ailleurs,  x  et  y  ne  deviennent  infinis  qu'ensemble,  pour  les  coniques 
ayant  une  asymptote  parallèle  à  A.  Donc  l'indicatrice  est  de  degré  p. 

Un  couple  quelconque  de  points  m  et  m'  de  la  droite  A  peut  être  repré- 

1 
sente  sur  le  plan  par  un  point  dont  les  coordonnées  sont  :  rc=~  {am  +  am'), 

(1)11  (1711 

y  =  —^, Deux  points  m  et  m'  qui  coïncident  sont  représentés  par  un 

point  situé  sur  la  parabole  P  dont  l'équation  est  Ky=x^.  Si  le  point  {x,  y) 
décrit  une  ligne  droite  Ax -\-By-{-G  =  0,  les  points  m  et  m'  sont hés parla 

\ 

rehWon  ^  {am-{-am')-^\j.am.am' -\-C  =  ù,   qui  est  l'équation  générale 

de  deux  divisions  homographiques  en  involution,  sur  la  droite  A.  Donc  : 
GuKjue  droite  du  plan  représente  deux  divisions  en  involution  sur  A,  et  in- 
versement. Par  suite,  les  deux  points  d' intersection  d'une  droite  et  de  la  pa- 
rabole P  représentent  les  deux  points  doubles  de  V involution.  Toute  droite 
tangente  à  cette  parabole  représente  une  involution  où  les  deux  points  doubles 
coïncident,  c'est-à-dire  une  seule  série  de  points  variables  sur  A,  et  tni  point 
fixe  dont  la  distance  à  l'origine  sur  A  est  ég(de  à  V abscisse  du  point  de  contact. 
Et,  par  suite,  chaque  point  du  plan  représente  deux  points  sur  A,  dont  les 
distances  à  l origine  sur  cette  droite  sont  les  abscisses  des  points  de  contact  des 
tangentes  à  la  parabole  issues  du  point  considéré. 

Considérons  maintenant  les  u.  intersections  d'une  droite  D  et  de  l'indica- 
trice .1  d'un  système  de  coniques.  Ces  a  points  répondent  aux  y.  coniques 
qui  divisent  harmoniquement  le  segment  de  A  compris  entre  les  points  de 
cette  droite  correspondant  aux  points  d'intersection  de  D  et  de  la  parabole  P. 
Si  la  droite  D  est  tangente  à  P,  ces  p.  coniques  passent  au  point  de  A  corres- 
pondant au  point  de  contact.  Ainsi  les  u.  points  d'intersection  de  l'indica- 
trice et  d'une  tangente  à  la  parabole  répondent  à  u.  coniques  se  coupant  sur  A. 

Si  la  tangente  à  la  parabole  est  en  même  temps  tangente  à  l'indicatrice, 
deux  de  ces  coniques  sont  infiniment  voisines.  Ainsi  le  point  de  contact  avec 
la  parabole  d'une  tangente  comimme  à  cette  courbe  et  à  V  indicatrice  repré- 
sente un  point  oit  \  coupe  l'enveloppe  du  système  de  coni(pœs. 

Les  2pt  points  d'interseclion  de  l'indicatrice  et  de  la  parabole  répondent 
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ntix  coniques  qui  coupent  A  eu  doux  points  réunis.  Parmi  ces  coni(iues,  les 
unes  sont  des  coniques  ordinaires  tangentes  à  1,  les  auli'es  sont  des  coni- 
ques rtiduiles  à  une  droite,  que  j'appellerai,  pour  abréger,  des  droites- 
coni(jues. 

Il  faut  remarquer  que  les  points  répondant  aux  premières  sont  de  simples 
points  d'intersection  des  deux  courbes.  Car,  s'il  y  avait  contact,  cela  indi- 
querait que  la  droite  A  touche  une  conique  du  système  en  un  point  où  celte 
conique  touche  l'enveloppe  du  système.  La  droite  A  serait  donc  tangente  à 
cette  enveloppe,  ce  qui  n'aura  pas  lieu  si  la  droite  A  est  quelconque.  En  se- 
cond lieu,  si  \\n  de  ces  points  était  multiple  dans  l'indicatrice,  cela  indi- 
querait qu'il  y  correspond,  ou  une  conique  multiple  tangente  à  A,  ou  deux 
coniques  tangentes  à  A  au  même  point  ;  ce  qui  n'aura  pas  lieu  non  plus,  si 
la  droite  ^jl  est  quelconque.  Par  suite,  si  w  désigne  le  nombre  des  points 
d'intersection  des  deux  courbes  afférents  aux  droites-coniques,  et  v  la 
deuxième  caractéristique  du  système,  on  a  v  =  ^u. —  w. 

Au  contraire,  aux  points  correspondants  à  des  droites-coniques,  il  peut 
arriver  que,  quelle  que  soit  la  droite  A,  l'indicatrice  soit  multiple  et  touche 
la  parabole  P.  Quand  ce  fait  se  produit,  la  droite-conique  figure  pour  plu- 
sieurs unités  dans  le  nombre  w.  On  dit  alors  d'habitude  qu'elle  est  nmltiple. 
Il  me  paraît  convenable  de  désigner  par  ordre  de  muUiplicité  de  la  droite- 
conique  le  nombre  des  branches  de  l'indicatrice  au  point  correspondant. 
J'appellerai  valeur  de  la  droite  conique  le  nombre  des  unités  pourlesquelles 
elle  ligure  dans  m.  Celte  valeur  peut  différer  beaucoup  de  l'ordre  de  mul- 
tiplicité, et  être  multiple  quand  ce  dernier  est  l'unité.  L'application  du 
théorème  II  va  servir  à  mettre  en  évidence  les  éléments  géométriques  qui 
déterminent  la  valeur  d'une  droite-conique  dans  un  système. 

Soit,  sur  l'indicatrice  J,  un  point  0  répondant  à  une  droite-conique,  et, 
par  suite,  situé  sur  la  parabole  P.  Menons  une  sécante  arbitraire  à  distance 
du  premier  ordre  du  point  0.  Soit  rie  point  voisin  de  0  où  elle  coupe  P,  et 
et  p  x\\\  des  points  voisins  de  0  où  elle  coupe  .1.  Sui'  la  droite  A,  soit  M  le 
point  représenté  par  0,  u.  par?:,  et  m,m'  les  deux  points  représentés  par  /;. 
Le  segment  Ma  est  infiniment  petit  du  premier  ordre.  Soit  p-j  le  point  de  A 
représenté  par  le  second  point  d'intersection  de  la  sécante  et  de  P.  Le  seg- 
ment My-i  est  fini. 

Pour  trouver  la  valeur  de  la  droite-conique,  il  suffit  de  faire  la  somme  des 

ordres  des  segments  pr.  Soit  6  l'angle  de  la  sécante  et  de  l'axe  Ox.  Chaque 

segment  pn  est  égal  à  la  différence  des  abscisses  des  points  p,  w  divisée 

p 

par  cosO;  c'est-à-dire,  en  désignant  par  C  le  milieu  de  vim' ,  à  — —•   Mais 
'  ^        '  cosO 

Ca  =  -- — .  Chaque  segment  a  donc  pour  longueur-r— ^ ,  et  est  de  l'or- 

C.^i  1         o  1  D         CyiCosO 

dre  de  Cm*.  Ainsi,  pour  trouver  la  valeur  de  la  droite-conique,  il  suffit  de 
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(liercher  les  coniques  infiniment  aplaties  qui  divisent  Jiarmoniquement  un 
segment  dont  une  extrémité  est  à  distance  infiniment  petite  du  premier  ordre 
de  la  droite-conique,  et  de  faire  la  somme  des  ordres  des  carrés  des  seqments 
interceptés  yar  ces  coniques.  Si  la  sécante  est  perpendiculaire  à  l'axe  Ov,  le 
point  pi  est  à  l'infini  ;  mais  CuiCosO  reste  fini  etdevient  égal  à  K.  Par  suite, 
la  même  règle  s  applique  en  considérant  les  coniques  qui  interceptent  sur  une 
droite  des  segments  dont  le  milieu  est  à  distance  dupremier  ordre  de  la  droite- 
conique. 

On  parvient  au  même  résultat  en  considérant  diroclement  les  segmenîs 
interceptés  par  les  courbes  sur  une  sécante  parallèle  h  Oy,  à  distance  À  du 
premier  ordre  de  0.  Un  point;;  infiniment  voisin  de  0  sur  cette  sécante  et  sur 
lindicatrice  répond  à  une  conique  coupant  A  en  deux  points  m^m',  dont  le 
milieu  est  à  distance  X  du  point  M.  En  désignant  par  a-  le  demi-segment 
mm',  on  a 

am-\-am' ,.   ,  am.am' (flM  +  ).)-       c- 

am.am'     ,    («M -+->)'        ,  ,  ,        .       j      i  •  »     i     i       .       x 

— p —  et  p — '-  sont  les  ordonnées  de   deux  pomts  de  la  sécante, 

situés  sur  l'indicatrice  et  sur  la  parabole.  Le  segment  intercepté  par  ces 

deux  courbes  est  donc  -ry 
k 

Les  coefficients  angulaires  des  ditférentes  tangentes  à  l'indicatrice  en  0 

sont   les  diilerentes  valeurs  de  ~ ,  ou    -.-, ,.-   .  Je  y?is 

K),  \  K         K).  / 

montrer  que  —  ne  peut  ôlre  infini,  si  la  droite  A  est  quelconque  ;  c'est- 
à-dire  qu'il  no  saurait  y  avoir,  dans  ce  cas,  une  tangente  on  0  parallèle  à 
l'axe  des  y. 

Dans  une  conique,  dont  les  axes  sont  a  et  b,  si  une  droite  A  fait,  avec 
l'axe  b,  l'angle  f,  le  diamètre  conjugué  de  sa  direction  A'  Fait,  avec  l'axe  a, 

b"" 
l'angle  x,  tel  que  l'on  ail  tang;;^^= ^tangy.  Si  la  conique  est  infiniment 

aplatie,  c'est-à-dire  si  le  rapport  -  est  infiniment  petit  et  égal  à  i,  y^  est  de 

l'ordre  de  s*,  dés  que  f  est  fini.  Si  D  est  une  droite  faisant  un  angle  infini- 
mont  pelit  -Il  avec  l'axe  a,  et  coupant  cet  axe  en  un  point  d,  les  droites  D  et 
A'  interceptent  sur  A  un  segment  de  l'ordre  de  (-^  —  x)?  si  le  point  d  n'est 
pas  infiniment  voisin  de  A,  ce  qui  n'arriverait  que  pour  des  droites  parti- 
culières A. 

Supposons  maintenant  que  D  soit  la  droite-conique  d'un  système,  et  que 
la  conique  infiniment  aplatie  considérée  soit  une  conique  du  système, 
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voisine  de  D  ;  le  segment  dont  il  vient  d'être  question  est  précisément  la 
loni^neur  ),.  Donc  ),  est  de  l'ordre  de  (i/. —  yy,  d'jiilleurs,  n  est  de  l'ordre  de 
£.  Puisque  ^  est  de  l'ordre  de  s-,  le  rapport  de  a-  à  ).  ne  peut  être  infini  que 
si  '}  est  du  même  ordre  que  y.,  et  si  la  différence  (■}  —  y)  est  d'ordre  supé- 
rieur, ce  qui  nécessiterait  une  direction  déterminée  pour  la  droite  A.  Donc, 
la  droite  A  étant  quelconque,  la  droite  menée  par  0  parallèlement  à  l'axe 
des  y  n'est  pas  tangente  à  l'indicatrice. 

On  voit,  de  plus,  que  le  cas  où  ).  est  de  l'ordre  de  s-^  est  le  seul  où  l'indi- 
catrice ne  soit  pas  tangente  à  la  parabol-e.  Pour  que  ce  fait  se  produise,  il 
faut  et  il  suffit  que  l'angle  -^  soit  d'un  ordre  égal  ou  supérieur  à  celui  de 
0--.  On  en  conclut  :  û  une  àroile-conique  a  pour  valeur  l'unité,  le  déplacement 
angulaire  du  grand  axe,  dans  les  coniques  voisines,  est  d'un  ordre  égal  ou  su- 
périeur au  second,  relativement  à  l'angle  des  asymptotes. 

Si  1  est  de  l'ordre  de  t,  et  qu'il  n'y  ait  qu'une  branche  d'indicatrice  au 
point  0,  il  y  a  simple  contact  entre  celte  couibe  et  la  parabole;  la  valeur 
de  la  droite-conique  est  2.  C'est  le  cas  où  le  déplacement  angulaire  de  l'axe 
est  du  même  ordre  que  Vangle  des  asymptotes. 

Soit  ).  infiniment  petit  par  rapport  à  o-,  mais  d'ordre  moindre  que  2  rela- 
tivement à  (7,  par  exemple  d'ordre  (2 — -]■<  —  étant  une  fraction  irréduc- 

lible  de  numérateur  impair,  a^  est  alors  de  l'ordre  de  )r~^,  ou  de  l'ordre 

<^(,  ,  .  . 

— — ,  )>  étant  censé  du  premier.  Or,  d'oprés  une  remarque  faite  à  la  suite 


-^7  — P 

du  théorème  II,  le  nombre  p  des  segments  interceptés  entre  l'indicatrice 

'^q  2^ 

et  la  parabole,  qui  sont  de  l'ordre  ^ — - — ,  est  tel  que  p  - — ^—  est  un  nom- 
bre entier.  Donc  p  est  un  multiple  de  (2</ — p);  et,  par  suite,  la  valeur  delà 
droite-conique  est  égale  ou  supérieure  à  2*/,  suivant  qu'il  n'y  aura  pas  ou 
qu'il  y  aura  d'autres  segments. 

Si  le  numérateur  p  est  pair  et  égal  à  2;/,  on  trouvera  de  même  que  la  va- 
leur de  la  droite-conique  est  au  moins  égale  à  q. 

Dans  le  premier  cas,  q  est  au  moins  égal  à  2,  dans  le  second  à  3.  Donc  la 
valeur  de  la  droite-conique  est  toujours  supérieure  à  2. 

Soit  maintenant  )>  infiniment  grand  par  rapport  à  c-,  de  façon  que  a-  soit 

de  l'ordre  i--\  (/)>'y),)i  étant  du  premier,  —étant  irréductible,  on  voit 

comme  ci-dessus  que  :  1°  si  q  est  impair,  !a  valeur  de  la  droite-conique  est 
au  moins  2;>,  qui  ne  peut  être  moindre  que  4  ;  2"  si  q  est  pair,  elle  est  au 
moins  égale  à  ]>  <\\ù  ne  peut  être  moindre  que  7>. 

Les  éléments  géométriques  qui  déterminent  la  valeur  d'une  droite-conique 
étant  ainsi  nettement  mis  en  évidence  de  la  manière  la  plus  générale,  il  va 
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ôtrc  facile  de  trouver  le  nombre  des  coniques  d'un  système  qui  satisfont  à 
une  condition  donnée. 

Soit  un  système  de  coniques  A  dans  le  plan.  Prenons  une  conique  fixe 
quelconques.  Par  les  points  d'intersection  de  chaque  conique  A  et  des  me- 
nons les  coniques  Aj  qui  satisfont  à  une  condition  donnée.  Soit  a  le  nombre 
des  coniques  qu'on  peut  mvner  par  quatre  points  et  satisfaisant  à  cette  condi- 
tion. Les  coniques  Ai  forment  un  système  dontchaque  conique  répond  à  une 
conique  A  coupant  s  aux  mêmes  points;  et  à  chaque  conique  A  répondent  a 
coniques  A^Deux  pareilles  coniques  A  et  Ai  seront  dites  corresponr/«?îfes.  Sur 
une  sécante  A,  deux  coniques  correspondantes  et  la  conique  fixe  s  détermi- 
nent une  involution,  dont  deux  points,  ceux  de  2,  sont  fixes.  Par  suite,  les 
indicatrices  J,  Ji  de  ces  deux  systèmes,  relatives  à  une  même  droite  A,  sont 
deux  courbes  dont  les  points  se  correspondent  de  la  manière  définie  au 
théorème  III.  De  plus,  l'indicatrice  Ji,  ainsi  que  l'indicatrice  J,  ne  passe  pas 
au  point  C,  représentatif  des  deux  points  de  s  sur  A.  Donc,  d'après  le  théo- 
rème III,  l'indicatrice  Ji  est  de  degré  au,  puisque  J  est  de  degré  y.;  en  se- 
cond lieu,  le  nombre  des  couples  de  points  correspondants  confondus  sur 
ces  deux  courbes  est  aussi  at>..  Si  ces  cvj.  points  répondent  à  des  coniques 
ordinaires  A,  ils  répondent  en  môme  temps  à  des  coniques  ordinaires  Ai  qui 
se  confondent  avec  leurs  correspondantes  A,  Ce  sont  des  coniques  com- 
munes aux  deux  systèmes.  Mais  il  n'en  est  pas  ainsi,  en  général;  et  quelques- 
uns  de  ces  points  répondent  à  des  coniques  infiniment  aplaties,  II  faut  donc 
trouver  le  nombre  de  ces  points,  et,  en  le  retranchant  de  ay.,  on  aura  le 
nombre  des  coniques  ordinaires  du  système  A  qui  satisfont  à  la  condition 
donnée. 

Soit  aSyrî  un  quadrilatère,  a  le  point  de  concours  des  côtés  aS,  yj  ;  h  celui 
des  côtés /Sy,  5a;  et  c  le  point  de  concours  des  diagonales  ay,  |35  (').  A  la  con- 
dition, pour  une  conique,  de  passer  par  les  points  'a.  S,  y,  5,  on  peut  sub- 
stituer celle  de  passer  en  l'un  d'eux  a,  et  de  toucher  en  f,  t' ,  sur  la  droite 
hc,  deux  droites  at,  at'  formant  avec  ah  et  ac  un  faisceau  harmonique.  Si 
l'on  cherche  les  coniques  qui  passent  aux  quatre  points  donnés  et  satisfont  à 
une  condition  donnée,  cette  condition  servira  à  déterminer  l'arbitraire  qui 
subsiste  dans  le  couple  de  droites  at,  at' . 

Si  les  droites  tS  et  hy.  font  un  angle  infiniment  petit  6,  les  mêmes  choses 
subsistent.  Mais,  par  la  nature  de  la  condition  considérée,  il  peut  arriver  que, 
parmi  les  couples  de  droites  at,  at'  que  cette  condition  détermine,  les  uns 
diffèrent  du  couple  «a,  a^î,  les  autres  en  soient  infiniment  peu  différents. 
Pour  qu'une  conique  ainsi  déterminée  no  soit  pas  infiniment  aplatie,  il  faut 
et  il  suffit  que  les  droites  af,  at'  fassent  respe(;tivement  avec  les  droites  aa, 
fl'î  des  angles  infiniment  petits  du  second  ordre  par  rapport  aux  longueurs 

(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  Ogure. 
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&3.  7'j,  OU  jiar  rapport  à  l'anglo  0,  si  l'on  suppose  lo  point  h  à  distance 
finie  dos  côlôs  du  quadrilatère.  Le  nombre  des  couples  de  droites  ot, 
nt',  satisl'aisant  à  celle  condition,  marquera  le  nombre  des  coniques  or- 
dinaires passant  aux  quatre  points  domiés  et  satisfaisant  à  la  condition 
donnée. 

Les  autres  couples  de  droites  at,  al'  déteiminent  des  coniques  infiniment 
aplaties.  Si  les  droites  al,  al'  fout  avec  ax,  a^  respectivement  des  angles  finis, 
la  conique  infiniment  aplatie  correspondante  a  ses  sommets,  qui  sont  infini- 
ment voisins  de  l  et  l' ,  à  des  distances  finies  des  côtés  a^,  y^du  quadrilatère. 
Si,  au  contraire,  ces  angles  sont  de  l'ordre  des  longueurs  «3,  yrî,  les  som- 
mets sont  infiniment  voisins  des  côtés  «3,  70  du  quadrilatère.  Mais  il  est 
aisé  de  voir  que  ce  dernier  fait  ne  se  produira  que  si  le  quadrilatère  aSyJ  a 
quelque  liaison  avec  la  condition  donnée,  et  non  pas  s'il  est  absolument 
quelconque. 

Considérons,  en  effet,  le  système  des  coniques  qui  satisfont  à  la  condition 
donnée,  ont  la  droite  hc  pour  polaire  du  point  a  et  toucbent  la  droite  at  au 
point  t  sur  hc.  Le  point  de  contact  des  secondes  tangentes  menées  de  a  aux 
coni'pies  de  ce  système  décrit  une  ligne,  et  vient  en  1!  quand  la  conique  va- 
riable devient  infiniment  aplatie.  Ce  point  l'  est  donc  déterminé  par  la  con- 
dition, le  point  a,  la  droite  hc,  et  le  point  t.  Donner  ce  dernier  équivaut  à 
donner  le  côté  «p  du  quadrilatère.  Mais,  avec  ces  données,  le  quadrilatère 
n'est  pas  déterminé,  et  le  côté  07  peut  être  sur  une  droite  quelconque  issue 
de  a.  Donc,  pour  que  les  droites  at  et  at'  fassent,  avec  les  droites  aa.,  ay, 
des  angles  du  même  ordre  que  les  côtés  «p,  yî  respectivement,  le  quadri- 
latère doit  être  parlicularisé  ;  et  ce  fait  ne  saurait  se  produire  s'il  est  abso- 
lument quelconque  relativement  à  la  condition  donnée. 

En  particulier,  si  ce  quailrilatère  est  formé  par  les  points  d'intersection 
d'une  conique  fixe  2  avec  une  conique  infiniment  aplatie  d'un  système  A,  on 
voit  qu'on  peut  évidemment  choisir  la  conique  2  de  manière  à  ce  que  ce  fait 
ne  se  produise  pas. 

Ceci  établi,  soit  b  le  nombre  des  couples  de  droites  at,  al',  ^aisant  avec 
ay.,  ay  des  angles  finis,  déterminés  par  la  condition  doimée.  A  cliaf|ue  co- 
nifiue  infiniment  aplatie  du  système  A,  conespondent  a — h  coniques  ordi- 
naires, et  fc  coniques  infiniment  aplaties.  Puisqu'il  n'y  a  aucune  liaison  entre 
le  système  proposé  et  la  condition  donnée,  les  couples  de  droites  at  et  al', 
relatives  à  deux  coniques  infiniment  aplaties  correspondantes,  différent. 
D'ailleurs,  la  conique  S  étant  quelconque,  les  segments  aj3,  y3  interceptés 
sur  cotte  conique  par  une  conique  infiniment  ajjlatie  A  sont  infiniment  pe- 
tits de  l'ordre  de  l'angle  de  ses  asymptotes  ;  et,  en  second  lieu,  les  points  t 
nt  t'  de  contact  des  tangentes,  issues  d'un  point  a,  à  b  conique  infiniinent 
aplatie  A,,  étant  à  distance  finie,  les  mêmes  segments  sont  aussi  de  l'ordre 
de  l'angle  des  asymptotes  de  celle  dernière  coni({ue.  Donc,  sur  une  droite 
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quelconque  A,  deux  coniques  infiniment  aplaties  correspondantes  A  et  S^ 
déterminent  deux  segments  infiniment  voisins  et  du  même  ordre,  qui  est 
celui  de  l'angle  des  asymptotes  de  A.  D'ailleurs,  les  extrémités  de  ces  seg- 
ments sont  à  des  distances  du  même  ordre,  puisque  les  sonnnets  des  deux 
coniques  infininient  aplaties  diffèrent.  Il  en  résulte  aisément  que  la  distance 
du  milieu  de  ces  segments  est  de  l'ordre  de  leurs  carrés. 

V.n  effet,  dans  nue  conique  infiniment  aplatie,  les  fîolaires  do  tous  les 
points  du  plan  non  infiniment  rapprochés  du  grand  axe  font  en'rc  elles 
des  angles  de  l'ordre  du  carré  de  l'angle  des  asymptotes.  Dans  les  deux  co- 
niques A  et  Al,  les  polaires  d'un  môme  point  du  plan,  ou  les  diamètres  con- 
jugués d'une  même  direction,  font  donc  des  angles  du  second  ordre  (l'angle 
des  asymptotes  de  A  étant  admis  être  du  premier  ordre)  avec  la  droite  bc 
qui  est,  pour  tontes  deux,  la  polaire  du  point  a.  Les  diamètres  conjugués 
d'une  même  droite  A,  relativement  aux  deux  coniques,  font  donc  entre  elles 
un  angle  du  second  ordre  relativement  aux  segments  interceptés  sur  celte 
droite. 

Revenons  maintenant  à  la  considération  des  indicatrices,  J  et  Ji,  des  deux 
systèmes  A  et  Aj.  Puisque,  à  chaque  conique  infiniment  aplalie  A  corres- 
pondent/>  coniques  également  aplaties  Aj,  et  que  la  distance  des  milieux 
des  cordes  interceptées  par  une  conique  A  el  une  conique  Ai  correspondantes 
sur  A  est  de  l'ordre  du  carré  de  ces  cordes,  il  eu  résulte  qu'à  chaque  point 
p  de  J,  infiniment  voisin  du  point  0,  correspondent  b  points ;>t  de  Ji,  situés 
sur  la  droite  Cp,  et  dont  les  distances  au  point/;  sont  de  l'ordre  du  carré 
de  la  corde  interceptée  sur  A  par  la  conique  répondant  au  point  ]>. 

Par  suite,  la  distance  de  deux  pareils  points  p,pi  est  du  même  ordre  que 
la  distance  du  point;;  au  point  77  où  la  même  droite  coupe  la  parabole  P, 
puisqu'on  a  démontré  plus  haut  que  pn  est  de  l'ordre  du  carré  de  celte 
corde. 

Si  l'on  mène  par  G  une  sécante  dont  la  dislance  à  0  soit  du  pi'cmier  ordre, 
connue  la  droite  GO  n'est  pas  tangente  à  J,  la  sonnne  des  ordres  des  segments 
ppi  terminés  par  des  points  correspondants  de  J  et  de  J^  sur  celle  sécanle 
marque,  d'après  le  théorème  IV,  le  nombre  des  couples  de  points  corres- 
pondants confondus  en  0.  Mais  chacun  de  ces  segments  est  de  l'ordre  d'un 
segment  jjtt;  et,  à  chacun  des  segments  p~,  répondent  b  segments  ;)j>i  du 
même  ordre  que  pir. 

La  somme  dont  il  s'agit  est  donc  marquée  par  celle  des  ordres  des  seg- 
ments pn  répétée  &fois,  c'est-à-dire  b  fois  la  valeur  de  la  droite-conique  ré- 
pondant au  point  0. 

Par  suite,  le  nombre  total  des  couples  de  points  correspondants  confondus, 
qui  répondent  à  des  droites-coniques  des  deux  systèmes,  est  égal  à  b  fois  la 
somme  des  valeurs  des  droites-coniques  du  premier  système.  En  désignant 
cette  somme  par  w,  on  a,   pour  le  nombre  des  coniqus^s  orHnaires  com- 
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mîmes  aux  deux  systèmes,  N  =  rty.  —  bor,  et,  en  mettant  pour  w  sa  valeur 
(0;^  —  v),  on  a  N  =  (a  —  2fc)y.-i-!>v.  Cotte  formule  exprime  le  théorème  de 
M.  Chasles,  qui  se  trouve  ainsi  entièrement  démontré  (*). 


Sur  la  résolvante  de  deux  équations  du  second  dejré ; 

par    M.    DE    SAI^T-GERMAIiN•. 

(Séance  du  2  avril  1873) 

Pour  résoudre  un  syslèmo  de  deux  équations  du  second  degré  à  deux 
inconnues  : 

S  =  A.r-+2D.ry+...  +  F  =  0,       S'==AV+  ...+F'  =  0, 

on  lui  substitue  ordinairement  le  système  équivalent 

(1)  S  +  >.jS'  =  0,      S  +  A^S'^O, 

)i  et  ).2  étant  tellement  choisis  que  les  premiers  membres  de  ces  équatioiis 
se  décomposent  en  un  produit  de  facteurs  linéaires.  On  pose,  pour  abréger, 

S  +  >.S'  =  ax-  +  ilKVij  +  c,f  +  Idx  +  ^Icij  +  f; 

et  l'on  sait  que  >i  et  ).,  doivent  être  racines  de  l'équation  du  troisième 
degré  : 

(2)  A  =  -  \[he  —  cdy-  —  {h^  —  ac]  [e-  —  cfA  =  0. 

Il  peut  être  bon,  pour  l'étude  algébrique  du  système  proposé,  de  voir, 
par  la  forme  de  cette  équation,  qu'elle  admet  généralement  une  ou  trois  ra- 
cines réelles  et  rendant  positives  les  quantités  11  =  i^ — ac,  K  =  e'-  —  cf; 
cette  triple  condition  étant  nécessaire  pour  que  S-f-  XS'  se  décompose  en  un 
produit  de  facteurs  réels.  L'équation  (2)  prouvant  que  H  et  K  sont  de  même 
signe,  il  suffit  d'établir  que  II  est  ^O  pour  une  ou  trois  racines  de 
l'équation. 

Si  II  conserve  le  môme  signe  pour  toutes  les  valeurs  de  >,  ce  sera  le  signe 

C 
H-,  qui  est  en  évidence  pour  ).  =  —  %,  =  >',  car  H  se  réduit  alors  à  6*.  Dans 

ce  cas,  la  racine,  ou  les  trois  racines  réelles  de  l'équation  (2),  donnent  pour 
S  -+-  XS'  des  facteurs  réels. 

(')  Depuis  que  CCS  lignes  ont  été  écrites,  une  démonslralion  analytique  de  ce  tliéorème 
a  été  donnée  par  M.  Clebsch,  dans  les  Matkcmalischc  Annalcn.  Je  suis,  depuis  longtemps, 
en  possession  d'une  démonstration  analytique  très-simple  de  la  même  proposition,  que 
j'aurai  occasion  d'exposer  en  un  autre  moment. 
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Supposons  au  contraire  que  H  s'annule  pour  ).  =  fz  et  >  =  v,  et  que  de 
plus  y  soit  compris  entre  ces  deux  quantités;  H  sera  positif  pour  les  va- 
leurs de  l  renfermées  dans  le  même  intervalle.  Mais  u.  et  v  substitués  à  1 
dans  A  font  prendre  à  ce  polynôme  le  signe  de  c,  qui  n'est  pas  le  même 
pour  les  deux.  L'équation  (2)  aura  donc  une  ou  trois  racines  comprises  entre 
a  et  V,  et  par  suite  rendant  H  >>  0.  Dans  le  cas  où  >.'  serait  en  dehors  de  l'in- 
tervalle a,v,  ces  nombres  mis  à  la  place  de  ).  dans  A  lui  feraient  prendre 
des  valeurs  de  même  signe  ;  l'équation  (2)  aurait  donc  une  ou  trois  racines 
réelles  en  dehors  de  l'intervalle,  et  c'est  alors  précisément  la  condition  pour 
qu'elles  rendent  H  ]>  0. 

Si  une  des  racines  de  l'équation  (2)  annule  II,  on  considérera  K  qui  donne 
lieu  aux  mêmes  résultats  ;  et  notie  analyse  ne  sera  en  défaut  que  si  cette  ra- 
cine annule  à  la  fois  A,  Il  it  K.  Mais  il  est  évident  qu'alors  be  —  cd,  11  et  K 
ayant  un  facteur  commun,  léquation  (2)  aura  une  racine  double  qui  fera 
de  S  -f-  ).S'un  carré  parfait  réel  ;  quant  à  la  troisième  racine,  elle  peut  aussi 
bien  donner  une  décomposition  en  fadeurs  réels  qu'imaginaires.  Ce  dernier 
cas  fait  exception  à  la  proposition  générale,  et  se  présente  quand  le  système 
proposé  admet  deux  solutions  doubles  et  imaginaires. 

llien  de  plus  facile  que  d'achever  algébriquement  la  discussion  du  sys- 
tème (1),  qui  peut  prendre  les  formes  : 

JIN  —  O,     PO=:0; 
M.\  =  0,    P2  +  (p  =  0; 

(M  +  N v'^^)(P  +  0  v'^"i)= 0,  (M -  i>\/":ri)(P _oy/Tri) :=, o, 

auxquelles  répondent  -4,  0  ou  2  solutions  réelles.  Le  cas  où  l'équation  (2)  a 
des  racines  égales  s'étudie  en  écrivant  que  ces  racines  ont  une  différence 
qu'on  fait  tendre  vers  zéro.  Ainsi,  dans  le  cas  d'une  racine  triple,  le  sys- 
tème (  1  )  prend  la  forme 


ou,  à  la  limite, 


a.'.  dk 


Les  quatre  solutions  sont  : 

M  =  0,  i\--=0;  M=  0,^^  =  0;  N  =  0,  M=:0;  N  =  0,  ^==0. 
«A  ai. 

Mais  ces  solutions  doivent  aussi  satisfaire  à  l'équation 
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qui,  en  lenanl  compte  clos  deux  premières,  se  réduit,  à  la  limite,  à 

(1/.-  d'.  a:  dir 

Pour  crue  la  solution  M  =  0,  N  =  0  y  satisfasse,  il  faut  nue   ,-  ou    ,-  s'au- 

(11        a  A 

nnie  en  vertu  des  deux  premières  relations,  ce  qui  rend  la  deuxième  ou  la 
quatrième  solution  (ôj  identique  à  la  première  et  à  la  trois'ème.  Il  y  a  solu- 
tion tri[>le. 


Sur  le  mouvement  de^  figures  dans  le  plan  et  dans  l'espace; 
par  M.  Camille  Jordan. 

(Séance  du  '2  avril  187Ô) 

Nous  nous  proposons  d'établir,  dans  cette  note,  que  les  équations  qui  dé- 
finissent analytiquement  le  mouvement  d'une  figure  plane  dans  son  plan 
fournissent  immédiatement,  outre  les  principaux  tliéorémes  déjà  connus 
relativement  à  ce  mouvemen!,  une  classe  étendue  de  propositions  nouvelles. 
Appliquant  ensuite  les  mémos  principes  au  mouvement  d'un  solide  dans 
l'espace,  nous  obtiendrons  une  série  de  théorèmes  analogues,  quoique 
moins  élégants. 

I 

Considérons  une  figuri'.  plane  en  mouvement  dans  son  plan.  Soient  .r,„  //„ 
les  coordonnées  de  l'un  de  ses  points  à  l'instant  initial;  ses  coordoimées  au 
bout  du  temps  t  seront  données  par  les  formules 

(  I  )  .T  -  rt.r,  +  h;;^,  +  ::,     y=  h.r^  +  aij^  +  p, 

fl,  b,  a,  |S  étant  des  fonctions  de  t  liées  par  la  relation  «-+  h-  =  \,  où  a  et  b 
désignent  le  sinus  et  le  cosinus  de  l'angle  dont  la  figure  a  tourné. 

Désignons  par  ,t"',  if\  a"',  ...  les  dérivées  ni'''""-'^  de  ,r,  y,  a,  ...  par  rapport 
à  t,  suivant  la  notation  de  Lagrange  ;  on  aura,  en  dilïércnciint  les  équa- 
tions (I), 

a;"'  =  a'".r„  +  //";/„  +  «'",     //'"  =  ''"'■'•„  ■+  «'"/y.)  +  f'"'- 

Posons,  pour  abrègei-, 

x"\v"  +  y"Y  =  A„„„     x"'f  -  x",f  =  ]],„„. 

On  voit  sans  peine  qu'en  remplaçant  ,r"',  y'\  .r",  y"  par  leurs  valeurs,  ces 
expressions  serori  de  la  forme 

A„„  =:  («'"«"  +  b'"b''){xl  +  yl)  +  .Mr.,  +  N//,  ^-  P. 
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Donc  le  lieu  des  points,  pour  lesquels  A,„„  aura  une  valeur  constante  k, 
sera  un  cercle.  En  faisant  varier  k,  on  obtiendra  une  série  de  cercles  con- 
centriques. 
•De  même  pour  le  lieu  des  points  pour  lesquels  B„,„  est  constant. 

Les  points  pour  lesquels  on  aura  kmn=  /•  A;xv  seront  encore  sur  des  cercles, 
passant  tous  par  les  points  d'intersection  des  deux  cercles  A„m  =  0,  A^v  =  0. 

De  même  pour  le  lieu  des  points  qui  satisfont  à  l'une  des  équations 

La  signification  géométrique  des  quantités  A^n,  B^,,  est  évidente.  Dési- 
gnons en  effet  par  D,n  la  droite  dont  les  projections  sur  les  axes  coordonnés 
sont  x^,  ?/'"  ;  soit  en  outre  (D„jD„)  l'angle  des  deux  droites  Dm  et  D„  ;  on  aura 
évidemment 

Km  =  D,„D„  CCS  (D„D„) ,    B,„„  =  D,„D„  sin  (d„fi„) , 

car  Bmn  représente,  comme  on  sait,  l'aire  du  triangle  formé  sur  les  deux 
droites  D^  et  D„. 

En  nous  bornant  aux  dérivées  du  second  ordre,  nous  remarquerons  que 
Do  désigne  le  rayon  vecteur  du  point  (x,  ?/),  D^  sa  vitesse,  D,  son  accéléra- 
tion, D2Cos(DiD.,)  et  D,sin(DiD2)  les  accélérations  tangentielle  et  normale; 
et  celles  des  relations  précédentes,  dans  lesquelles  figurent  ces  seules  quan- 
tités, nous  donneront  un  cercle  pour  chacun  des  lieux  suivants  : 

1°  Vitesse  aréolaire  constante  Bq,  =  k  ; 

2"  Vitesse  constante  A^^  =  k  (théorème  connu)  ; 

5°  Accélération  constante  h^^  =  k  (théorème  connu); 

4"  Rapport  constant  entre  la  vitesse  Di  et  l'une  quelconque  des  trois  accé- 
lérations D,,  D2Cos(DiD2),  D3sin(DiD.,); 

5"  Angle  constant  entre  la  vitesse  et  l'accélération  (théorème  connu  dans 
le  cas  où  cet  angle  est  nul  ou  égal  à  90°);  etc. 

On  doit  remarquer  d'ailleurs  que  tous  ces  théorèmes  s'étendent  au  cas 
où  l'on  considérerait,  au  lieu  d'un  mouvement  continu,  une  suite  de  dépla- 
cements finis.  Les  quantités  x^\  y^,  au  lieu  de  désigner  les  dérivées  m'^""=^ 
de  X,  7/,  représenteraient  leurs  différences  Hi'^'"'=^ 

Remarquons  encore  qu'il  n'a  été  fait  aucun  usage  de  l'équation  de  con 
dition  a- +  5"^  =  1 .  Nos  résultats  subsisteraient  donc  encore  en  supposant 
que  la  ligure  considérée  éprouve  dans  le  cours  de  son  déplacement  des 
mouvements  de  contraction  ou  de  dilatation,   les  mêmes  dans  tous  les 
sens. 


iO 
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II 


Passons  au  mouvement  d'un  solide  dans  l'espace.  Le  point  dont  les  coor- 
données initiales  étaient  ccg,  y^,  z^  aura  pour  coordonnées  à  un  instant 
quelconque 

(2)  \y  =  «21-'Ï0  +  «222/0  +  «23-0  +  P' 

I  s  =  flôi^o  +  «32Î/0  +  «35-0+  ï' 

ttii,  ...,  V  étant  des  fonctions  de  t  satisfaisant,  comme  on  sait,  aux  six  équa- 
tions de  condition 

^'  1   «fiOai   4-  af2«<'2  +  «f3«<'3  =  'l        (<^5^P)i 

en  outre,  le  déterminant  des  a  doit  être  égal  à  + 1 . 

En  différentiant  les  équations  (2),  on  voit  que  les  m'*"""  dérivées  des  coor- 
données cr'",  y^,  2'"  s'expriment  chacune  par  des  fonctions  linéaires  de  x^^ 
î/o,  2o.  Soit,  comme  précédemment,  D^  la  ligne  dont  ces  dérivées  sont  les 
projections  respectives  sur  les  axes  coordonnés;  on  aura  immédiatement 
les  résultats  suivants  : 

Le  lieu  des  points  pour  lesquels  D^  a  une  direction  constante  est  défini 
par  les  équations 

a;'"  :  y'"  :  2'"  :  :  ;>  :  g  :  r, 

p,  ry,  r  étant  les  constantes  qui  définissent  la  direction  donnée.  Ce  sera  une 
droite,  comme  on  le  voit  en  remplaçant  les  dérivées  par  leurs  valeurs  en 

•''0»   2/o»  ^0- 

Le  lieu  des  points  pour  lesquels  D,»  est  parallèle  à  un  plan  donné  sera  le 
plan  défini  par  les  équations 

a;'"  CCS  ç  -4-  y'" ces  <{>  -f  2"^  ces  7.  =  0, 

«,  ^,  X  étant  les  angles  que  la  normale  au  plan  donné  fait  avec  les  axes. 

Plus  généralement,  soil  F(.r,  y,  z)=^Q  l'équation  d'un  cône  de  degré  r 
passant  par  l'origine.  Le  lieu  des  points  pour  lesquels  D^  est  parallèle  à  une 
génératrice  de  ce  cune  sera  un  cône  du  même  degré  F(a:'",  ?/'",  2'«)  =  0,  dont 
le  sommet  S  sera  défini  paj-  les  trois  équations  linéaires  .r""  =  y'"  =  2""=  0. 
Si  ces  trois  équations  sont  incompatibles,  le  cône  se  changera  en  un  cy- 
lindre. 

lit;  lieu  des  points,  pour  lesquels  on  aura 

Dfrt  =.T^,  -I-  i/li  +  tfn  —  uiif  fojisinnto  A-, 
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sera  un  ellipsoïde  ayant  son  centre  en  S,  point  pour  lequel  \),n=().  Si  les 
trois  équations  du  point  S  sont  incompatibles,  les  ellipsoïdes  se  réduiront 
à  des  cylindres  concentriques,  dont  l'axe  sera  le  lieu  des  points  pour  les- 
quels Dm  est  minimum. 

On  sait  que  cette  circonstance  se  présente  en  général  pour  la  ligne  U^. 
Ce  résultat  connu  se  déduirait  très-facilement  des  équations  de  condition  (3), 
dont  nous  n'avons  pas  tenu  compte,  11  est  aisé  de  voir  au  contraire  que  si 
w  >>  1,  les  équations  x'^  =  y'^^=  z"^=0  sont  en  général  compatibles. 

Le  lieu  des  points  pour  lesquels  on  a 

(4)  D^  ces  (DA)  =  a;'V  +  tfif  +  zV  =  constante 

sera  une  surface  du  second  degré.  Celui  des  points  qui  satisfont  à  la  rela- 
tion 

(5)  [D,„D„  sin  (DMY  =  {x"Y  —  ^Y?  +  (2/" -"  —  !/"^"')'  + 1^'"^"  —  ^''-r'")'  =  ^' 

sera  une  surface  du  quatrième  ordre. 

Eu  particulier,  le  lieu  des  points  pour  lesquels  (DmD„)=:0  s'obtiendra  en 
posant  k  =  0.  Ce  sera  l'intersection  commune  des  trois  hyperboloïdes 

^myti  _  ^n^m  _  Q ^      y>n.n  _  yii^m  __  g ^      ^m^^n  __  ^n^n  _  q _ 

Les  deux  premiers  hyperboloïdes  ont  pour  intersection  la  droite  ?/'"  =  ?/"=  0 
et  une  cubique  gauche,  qui  constituera  à  elle  seule  le  lieu  cherché,  la 
droite  n'étant  pas  sur  le  troisième  hyperboloïde. 

En  divisant  la  formule  (o)  par  le  carré  de  la  formule  (4)„on  voit  que  le 
lieu  des  points  pour  lesquels  (DmD„)  est  une  constante,  différente  de  0  et 

de  ôj  sera  une  surface  du  quatrième  ordre.  Mais  si  (DmD„)  =  ^,  on  aura 
^my.ri  _^ymyn_i^^m^n--^^  équatiou  d'uuc  surface  du  second  degré. 

Le  lieu  des  points  pour  lesquels  Dp  est  perpendiculaire  à  D^  et  à  D„  sera 
une  biquadratique  gauche.  Enfin  il  y  aura  huit  points  pour  lesquels  Dm, 
D„  et  Dp  seront  rectangulaires. 

Le  tétraèdre  formé  sur  les  trois  lignes  Dm,  D„,  Dp  a  pour  volume,  comme 
on  le  sait,  le  déterminant  A,„„p  formé  avec  les  quantités  :c'",  'if\  î";  ^",7/",  s"; 
.rp,  î/P,  z^.  En  l'égalant  à  une  constante,  on  aura  pour  lieu  une  surface  du 
troisième  ordre. 

En  particulier,  si  le  déterminant  est  nul,  les  trois  droites  D„,  D„,  Dp  se- 
ront dans  un  même  plan. 

Le  lieu  des  points  pour  lesquels  quatre  droites  D,„,  D„,  Dp,  D^  sont  dans 
un  même  plan  sera  l'intersection  commune  des  surfaces  du  troisième  ordre 

^mnp  =  0,      à„,„q=0,      Aftipij  =  0,      A„pj  =:r  0. 
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Les  deux  premières  surfaces  se  coupent  suivant  la  cubique  gauche,  lieu  des 
points  pour  lesquels  (D,„D„)  =  0,  et  suivant  une  courbe  complémenlaire  du 
sixième  ordre,  qui  sera  le  lieu  cherché. 

Enfin  les  points  pour  lesquels  les  cinq  droites  Dm,  D„,  l)p,D,,  Dr  sont  dans 
un  même  plan  seront  communs  aux  surfaces 

Us  sont  au  nombre  de  neuf.  En  effet,  les  trois  premières  surfaces  se  coupent 
on  vingt-sept  points.  Mais  neuf  d'entre  eux  sont  l'intersection  de  Amp,-  avec 
la  cubique  gauche  (D,„D„)=0;  neuf  autres  sont  l'intersection  de  A,„„,  avec 
la  cubique  (D,„Dp)  =  0.  En  général,  ces  dix-huit  points  n'auront  aucune  rai- 
son d'appartenir  à  la  quatrième  surface  Apqr-  H  ne  reste  donc  que  neuf 
points  qui  satisfassent  à  la  question. 


EXTRAITS    DES    PROGÈS-YERBAUX 


SEANCE  DU  MERCREDI  16  AVRIL  1873 

PRÉSIDENCE   DE   M.   CHASLES 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 

Le  secrétaire  donne  communication  d'une  lettre  du  secrétaire  de  la 
Société  astronomique  de  Berlin,  qui  accepte  le  Bulletin  en  échange  de  sa 
Vierteljahrssclirift;  d'une  Ictlre  du  secrétaire  de  la  Société  mathématique 
de  Moscou,  qui  accepte  le  Bulletin  en  échange  de  son  Matematitchesky 
Sbornik. 

Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 

MM.  le  général  Didion,  membre  correspondant  de  l'Institut,  à  Nancy; 
Allégret,  professeur  à  la  faculté  des  sciences  de  Ciermont;  Collet,  agrégé  de 
l'Université,  à  Lyon;  Jully,  chol'  d'institution,  à  Paris;  Th.  Lévy,  ingénieur,- 
à  Paris  ;  Liguine,  professeur  à  l'université  d'Odessa;  Saint-Loup,  professeur 
à  la  faculté  des  sciences  de  Besancon  ;  Porrin,  ingénieur  des  mines,  à  Paris; 
Philippe,  ingénieur,  à  Corbeil. 

L'élection  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 

M.  Allégret  communique  à  la  Sociélé  une  note  Sur  la  courbe  balistique. 

MM.  Darboux  et  Hesal  déclarent  traiter  la  question  de  lu  même  manière 
dans  leurs  cours. 
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M.  Mathé  communique  à  la  Société  une  note  Sur  la  modification  qii  éprouve 
une  action  attractive  ou  répulsive  par  suite  de  la  translation  du  centre  d'action. 

M.  Laguerre  communique  à  la  Société  une  note  Sur  certains  réseaux  for- 
més de  courbes  algébriques. 

M.  Lignine  communique  à  la  Société  une  note  Sur  le  lieu  des  points  d'un 
système  invariable  mobile  d'une  manière  générale  dans  l'espace,  dont  les 
accélérations  du  premier  ordre  sont  constantes. 

M.  Brisse  donne  lecture,  de  la  part  de  M.  Haag,  d'une  note  Sur  quelques 
formules  relatives  aux  courbes  planes. 

M.  Brisse  donne  lecture,  de  la  part  de  M.  Resal,  d'une  note  Sur  un  théo- 
rème de  Poncelet  et  sur  sa  généralisation  par  M.  Horvarth. 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  signale  à  la  Société  un  carré  magique  qui  se 
trouve  sur  une  estampe  d'Albert  Durer. 
M.  Brisse  donne  un  moyen  simple  de  reconstituer  ce  carré  magique. 


SEANCE  DU  MERCREDI  30  AVRIL  1873 

PRÉSIDÉE   PAR   M*   BIENAYMÉ 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 
Le  secrétaire  donne  communication  d'une  lettre  du  bibliothécaire  de  la 
Société  des  sciences  naturelles  de  Zurich,  qui  accepte  le  Bulletin  en  échange 
de  sa  Vierteljahrsschrift;  d'une  lettre  du  secrétaire  de  l'Académie  des 
sciences  de  Vienne,  qui  accepte  le  Bulletin  en  échange  de  ses  Sitzungsbe- 
richte.  Le  secrétaire  annonce  en  outre  que  l'Académie  des  sciences,  des  lettres 
et  des  beaux-arts  de  Belgique  accepte  le  Bulletin  en  échange  de  ses  Publica- 
tions; que  l'Académie  des  sciences  de  Paris  accepte  le  Bulletin  en  échange 
de  ses  Comptes  rendus;  que  la  Société  philomathique  de  Paris  accepte  le 
Bulletin  en  échange  de  son  Bidletin;  que  M.  Giusto  BelJavitis,  professeur  à 
l'université  de  Padoue,  accepte  le  Bulletiti  en  échange  de  ses  Publications. 

Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 

MM.  Moutier,  ancien  élève  de  l'École  polytechnique,  à  Paris  ;  Catalan,  pro- 
fesseur à  l'université  de  Liège;  Emile  Mathieu,  professeur  à  la  faculté  des 
sciences  de  Besançon;  Lauth,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  en  Alsace. 

L'élection  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 

M.  Laguerre  communique  à  la  Société,  de  la  part  de  M.  Emile  Mathieu, 
un  Mémoire  sur  la  théorie  des  dérivées  principales  et  son  application  à  la 
mécanique  analytique. 

M.  Camille  Jordan  communique  à  la  Société  un  Mémoire  sur  les  groupes 
primitifs. 
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M.  Halphen  communique  à  la  Société  une  note  Sur  les  caractéristiques, 

M.  Halphen  communique  à  la  société  une  note  Sur  un  problème  de  proba" 
bilités. 

M.  Brisse  communique  à  la  Société,  de  la  part  de  M.  Brocard,  une  note 
Sur  h  démonstration  de  la  proposition  de  Steiner  relative  à  l'enveloppe  de  la 
droite  de  Simson. 

M.  Maurice  Lévy  communique  à  la  Société  une  note  Sur  l'application  des 
mathématiques  à  la  théorie  d'un  système  de  barres  métalliques  articulées. 


SEANCE  DU  MERCREDI  14  MAI  1875 

PRÉSIDÉE   PAR   M.  LAFFON  DE  LADÉBAT 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 

Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 

MM.  Enrico  d'Ovidio,  professeur  à  l'université  de  Turin;  Vintéjoux,  pro- 
fesseur au  lycée  Saint-Louis. 

L'élection  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 

M.  Laguerre  communique  à  la  Société  une  note  Sur  la  géométrie  de  la 
xphère. 

MM.  Darboux,  Moutard  et  Laguerre  font  quelques  remarques  à  la  suite  de 
celte  communication. 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  dépose  sur  le  bureau  une  Proposition  relative  à 
l'adoption  du  méridien  du  Marboré. 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS 


Sur  la  courbe  balistique;  par  M,  Allégret. 
(Séance  du  16  avril  1875) 

Si  l'on  suppose  une  loi  de  résistance  représentée  par 

a,  b,  n  étant  trois  constantes  et  v  la  vitesse  du  projectile  qu'on  suppose  ré- 
duit à  un  simple  point;  les  équations  du  mouvement  sont 

(1)  v  =  ^x'*  +  y'*, 


i 
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et 

(2)  { 

dt       ^  '  V 

en  désignant  par  .r',  y'  les  composantes  de  la  vitesse  v  par  rapport  à  deux 
axes,  l'un  vertical  et  l'autre  horizontal,  par  t  le  temps  et  par  7  l'accélération 
due  à  la  pesanteur.  On  déduit  des  équations  ('2),  en  éliminant  dt, 

[a  +  bv")  {xfdij'  —  y'dx')  =  yvdaf  ; 
et  en  posant 

(3)  y'=uxf, 

u  étant  une  nouvelle  variable  auxiliaire,  il  viendra 

__  =:  X'-  — ■ =  -   1  +  W-)     2  a/  +  -  (  1  +  M-     2    X' 

du  gv  (j^  g' 

Cette  dernière  équation  est  celle  de  Jacques  Bernoulli.  On  la  rend  linéaire 
en  divisant  par  ^'"^^  et  faisant 

(4)  z  =  x'-\ 
ce  qui  la  transforme  en 

d~         a  1  b  «-1 

(5)  'il+  -^  (1  4-îr)-^  -.  +  -  (1  +tr)~  =  0. 
^  '  du       gn  ^  gn 

On  intégrera  donc  sans  difficulté  l'équation  (5)  et  on  aura,  au  moyen  de 
(4),  (5)  et  (1),  x',  y',  v  en  fonction  de  u.  Portant  ces  valeurs  dans  l'une 
des  équations  (2),  une  nouvelle  quadrature  donnera  ensuite  t  en  fonction 
de  u.  Enfin  les  coordonnées  x  eiy  du  mobile  seront  fournies  par  les  for- 
mules 


:  j  x'dt,       y=j  y'dt. 


Les  six  quantités  a:,  y,  t,  x*,  y'  et  v  dépendront  ainsi  d'une  même  variable 
auxiliaire  n.  Le  problème  est  donc  complètement  résolu. 

Celte  méthode  élémentaire  permet,  comme  on  voit,  de  retrouver  assez 
rapidement  le  résultat  signalé  par  Jacobi,  qui  comprenait  d'ailleurs  tout  ce 
qu'on  avait  obtenu  antérieurement  sur  ce  sujet. 
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Sur  le  lieu  des  points  d'un  système  invariable  mobile  d'une  manière  générale 

dans  l'espace,  dont  les  accélérations  du  premier  ordre  sont  constantes; 

par  M.  Y.  Liguine. 

(Scaiice  du  16  avril  1873) 

M.  .lordan,  dans  une  savante  communication  faite  à  la  séance  du  2  avril 
1875,  a  énoncé  un  grand  nombre  de  résultats  très-intéressants  sur  les  lieux 
géométriques  de  divers  points  singuliers  d'un  système  invariable  mobile 
d'une  manière  générale  dans  l'espace,  et  a  trouvé  entre  autres,  pour  le  lieu 
des  points  dont  les  accélérations  d'un  ordre  quelconque  n  sont  constantes, 
une  surface  générale  du  second  degré.  On  peut  spécialiser  la  nature  de  cette 
surface  dans  le  cas  particulier  de  w=  1,  c'est-à-dire  de  l'accélération  pro- 
prement dite  ou  du  premier  ordre,  et  faire  voir  que  dans  ce  cas  le  lieu  en 
question  est  un  ellipsoïde  à  trois  a-res  inégaux  ayant  pour  centre  le  centre 
respectif  des  accélérations  du  premier  ordre. 

Celte  remarque  est  une  conséquence  immédiate  des  formules  données 
par  M.  Resal  (*)  pour  les  composantes  de  l'accélération  du  premier  ordre 
suivant  trois  axes  rectangulaires  dans  le  mouvement  le  plus  général  d'un 
système  invariable.  Désignons,  pour  un  instant  donné  <,  par  wla  vitesse  an- 
gulaire du  système  mobile  autour  de  l'axe  instantané  de  rotation  et  de  glis- 
sement, par  Vg  la  vitesse  de  glissement,  par  U  la  vitesse  orthogonale  (*)  du 
système,  par  9  la  vitesse  angulaire  de  l'axe  instantané,  par  «p^  l'accélération 
du  premier  ordre  d'un  certain  point  du  système,  et  soient  ox,  oy,  oz  trois 
axes  rectangulaires  dont  l'origine  se  trouve  dans  le  point  d'intersection  de 
l'axe  instantané  relatif  au  temps  t  avec  la  plus  courte  distance  de  cet  axe  et 
sa  position  infiniment  voisine  correspondant  au  temps  t-{-dt,  et  dont  les 
directions  sont  choisies  de  manière  que  l'axe  des  z  soit  dirigé  suivant  l'axe 
instantané  et  estimé  positif  dans  le  sens  dans  lequel  doit  être  couché  le  long 
de  cet  axe  un  observateur  ayant  les  pieds  en  o  et  voyant  la  rotation  w  s'effec- 
tuer de  sa  gauche  vers  sa  droite,  et  que  l'axe  positif  des  x  soit  dirigé  sui- 
vant la  vitesse  orthogonale  U  dans  le  sens  même  de  cette  vitesse.  Ces  con- 
ventions faites,  on  a,  comme  l'a  démontré  M.  Resal,  pour  les  composantes 
'i'i.if  ?i.tf>  9i,i  de  l'accélération  f^  d'un  point  U{x,y^  z)  du  système  mobile 
suivant  les  axes  ox,  oy,  ozy  les  expressions  (**) 

d(>i 

(1)  (cpi,y=^a;— to^j/ -f-wU -j-VjO, 

dvn 

(*)  Voy.  le  mémoire  de  M.  Kesal  Sw  tes  propriétés  géométriques  du  mouvement  le  plus 
ijénéral  d'un  corps  solide,  dans  le  37"  cahier  du  Journ.de  l'Éc.  pohjtrch. 
(**)  Loc.  cit.;  voy.  aussi  h  Cinématique  pure  i\u  même  auteur,  p.  200,  formule  (5). 


i 
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Transportons  l'origine  des  axes  ox,  oy,  oz,  sans  altérer  leurs  directions, 
dans  le  centre  des  accélérations  du  premier  ordre  relatif  au  temps  t  ou  dans 
un  point  quelconque  de  l'axe  des  accélérations  du  même  ordre,  si  cet  axe 
existe;  nommons  .r,,,  ?/„,  z,^  les  coordonnées  de  la  nouvelle  origine  par  rapport 
aux  axes  ox,  oy,  oz  et  par  x',  y',  z'  les  coordonnées  du  point  considéré  M 
par  rapport  aux  nouveaux  axes.  Retranchons  respectivement  les  équations 

,,  ^  d(ù 

0  =  —  (0-  .To  —  -^  i/o  +  'OÔ^o, 

.  dbi  ,  ,, 

Tl^'°~  w- I/o  -+-  '^Ll  -+-  l'g^, 

o=— 0)6x0+ ^^ 

qui  déterminent  le  point  {x^,  y^,  z^),  des  équations  (1),  et  remplaçons  ensuite 
dans  les  résultats  les  différences  x  —  x^,  y  —  y^,  z  —  Zg  respectivement  par 
x',  y',  2,';  on  trouve  ainsi  les  expressions  très-simples  pour  les  composantes 
de  yi  ; 

19i,z  =  —  û>-  x'  —  777  y'  ~l~  *^Q^'' 

Ces  composantes  étant  perpendiculaires  entre  elles,  tous  les  points  du  sys- 
tème mobile  ayant  à  un  instant  donné  t  des  accélérations  du  premier  ordre 
constantes  =  p  doivent  satisfaire  à  la  condition 

En  portant  dans  cette  égalité  les  valeurs  (2),  on  obtient,  après  quelques  ré- 
ductions, l'équation 


„)  [-+(^i)%.'.']..'H-[».+(^;]r 


4-  o^^-z'-  —  2<ù-^bx'z'  —  2o)  -^  8j/'c'  =  p^, 

et  c'est  cette  relation  entre  x',y',  z'  qui  exprime  le  lieu  géométrique  cher- 
ché. Or  il  est  facile  de  s'assurer  que  l'équation  (5)  représente  un  ellipsoïde 
à  troix  axes  inégaux  dont  le  centre  se  trouve  dans  le  point  {x^,  y^,  z^).  On 
est  donc  conduit  à  ce  théorème  : 

Dans  le  mouvement  le  plus  général  d'un  système  invariable,  les  lieux  géo- 
métriques des  points  de  ce  système  qui,  à  un  instant  considéré,  ont  des  accé- 
lérations du  premier  ordre  constantes,  sont  des  ellipsoïdes  à  trois  axes  inégaux 
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dont  le  centime  commim  se  trouve  dans  le  centre  l'espectif  des  accélérations  du 
même  ordre. 

Les  expressions  des  axes  de  ces  ellipsoïdes  étant  assez  compliquées,  il  n'y 
a  pas  d'avantage  à  transformer  l'équation  (5)  en  rapportant  la  surface  à  ses 
diamètres  principaux. 

Dans  le  cas  où  il  y  a  un  point  fixe  dans  le  système,  il  faut  poser  Vg=:0, 
r  =  0;  mais,  comme  les  quantités  Vg ,  U  se  sont  éliminées  dans  les  expres- 
sions pour  les  composantes  de  œj  par  le  transport  de  l'origine  des  axes  au 
centre  des  accélérations  et  ne  figurent  plus  dans  l'équation  (3),  on  voit  que 
le  théorème  énoncé  subsiste  encore  pour  ce  cas  particulier. 

Enfin,  dans  le  cas  où  le  système  se  déplace  parallèlement  à  un  plan  fixe, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  dans  le  cas  du  mouvement  d'une  figure  plane 
dans  son  plan,  il  faut  poser  Vg=0  et  Q=^0,et  l'équation  (5)  devient 


x''-  +  y'-^=. 


m' 


ce  qui  montre  que,  dans  ce  cas  particulier,  les  ellipsoïdes  se  transforment 
en  cylindres  concentriques  à  bases  circulaires  dont  l'axe  commun  est  l'axe 
des  accélérations  du  premier  ordre;  en  d'autres  termes  : 

«  Tous  les  points  d'une  figure  plane  qui  glisse  sur  son  plan  possédant,  à 
un  instant  considéré,  la  même  accélération  du  premier  ordre  p,  sont  situés 
sur  une  circonférence  décrite  autour  du  centre  respectif  des  accélérations 
avec  un  rayon  égal  au  quotient  qu'on  obtient  en  divisant  la  quantité  p  par 
la  valeur  commune  des  accélérations  premières  des  points  de  la  figure  qui 
sont  situés  à  l'unité  de  distance  du  centre  des  accélérations.  » 

Cette  propriété  particulière  des  mouvements  plans  a  été  énoncée  pour  la 
première  fois  par  M.  Schell  dans  son  excellent  traité  de  mécanique  intitulé  : 
Théorie  der  Beivegung  und  der  Kraefte,  p.  383,  et  étendue  par  le  même 
savant  {ibid.,  p.  484)  au  cas  le  plus  général  des  accélérations  d'un  ordre 
quelconque.  Sous  cette  dernière  forme,  la  même  propriété  fut  encore  dé- 
montrée par  une  voie  complètement  différente  par  M.  Somoff,  membre  de 
l'académie  de  Saint-Pétersbourg,  dans  sa  Cinématique,  p.  338,  parue  en 
russe  en  i872,  ouvrage  plein  des  plus  intéressantes  recherches  sur  la  mé- 
canique géométrique  et  ses  applications,  et  extrêmement  remarquable  par 
une  méthode  nouvelle  et  féconde  de  démonstration  que  le  savant  auteur  y 
développe  et  qu'on  pourrait  nommer  «  méthode  des  opérations  géométri- 
ques ï,  car  elle  consiste  dans  une  extension  plus  large  des  principes  posés 
par  MM.  Bellavitis  et  de  Saint-Venant  sur  la  sommation,  soustraction,  mul- 
tiplication et  division  de  droites,  considérées  en  même  temps  en  grandeur 
et  en  direction. 
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Sur  un  théorème  de  Poncelet  et  sa  généralisation  par  M.  Horvarth; 
par  M.  H.  Resal. 

(Séance  du  16  avril  1873) 

Poncelet,  dans  son  cours  lithographie  de  l'École  d'application  du  génie 
et  de  l'artillerie,  s'est  proposé,  en  vue  de  simplifie!'  le  calcul  de  l'effet 
utile  de  certaines  machines,  de  remplacer  approximativement  l'expression 
\/x^-\-y-  par  U'-j-aj/,  /  et  ^  étant  des  constantes  qu'il  détermine  par  la 
condition  que  l'erreur  relative  commise  soit  le  moindre  possible  lorsque  le 

rapport  -  peut  varier  entre  des  limites  données.  Il  étudie  d'abord  par 

l'analyse  le  cas  où  la  limite  supérieure  est  infinie,  puis  il  résout  géométri- 
quement la  question,  quelles  que  soient  les  limites,  en  faisant  intervenir  la 
considération  d'un  cône. 

Plus  tard,  M.  Horvarth,  dans  \e  Bulletin  de  la  Société philomathique,  a  gé- 
néralisé  le  théorème  de  Poncelet  en  cherchant  à  substituer  à  s/x"^  -+-  if  4-  z* 
le  trinôme  lx-\-fiy-{-vz,  dans  des  conditions  telles  qu'en  considérant./:,?/, 5 
comme  les  composantes  suivant  trois  axes  rectangulaires  d'une  force  F, 
l'erreur  relative  commise  soit  aussi  petite  que  possible  lorsque  la  direction 
de  cette  force  doit  être  comprise  dans  l'angle  triédre  formé  par  trois  droites 
données  OFi,  OF^,  0F-.  M.  Horvarth  ne  considère  qu'une  sphère  et  un  plan  ; 
sa  méthode,  appliquée  au  cas  de  deux  variables,  est  donc  plus  simple  que 
celle  de  Poncelet,  mais  je  crois  qu'elle  l'est  moins  que  la  suivante  qui, 
tout  en  permettant  de  mettre  les  valeurs  >,  f*,  v  sous  une  forme  élégante, 
fait  reconnaître  que  la  somme  géométrique  F  peut  sortir  de  l'angle  triédre 
ci-dessus,  pourvu  qu'elle  reste  comprise  dans  le  cône  droit  à  base  circu- 
laire circonscrit  au  même  angle. 

L'erreur  relative 


"kc  +  ILij  -h  iz  —  v'a;"^  +  y*  +  z^ 

v/x-  +  y-  +  z- 

peut  se  mettre  sous  la  forme 

(1)  e  =  ^i±^^±^-l, 

d'après  laquelle  e  n'est  autre  chose  que  la  différence  entre  les  rayons  vec- 
teurs de  deux  sphères:  l'une  (A)  dont  l'équation  est 

(2)  x- -f  î/2  +  3- —  (Xa;  +  [i,!/ +  vi)  =  0, 

et  qui  passe  par  l'origine  ;  l'autre  (B)  ayant  pour  centre  cette  origine  et 
dont  le  rayon  est  l'unité. 
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Le  moyen  qui  paraît  le  ('plus  avantageux  pour  atteindre  le  but  proposé 
consiste  à  exprimer  que  e  est  négatif  et  a  la  même  valeur  absolue  pour  les 
droites  OFi,  OF^,  OF3,  et  que  cette  valeur  est  égale  au  maximum  de  l'erreur 
relative. 

La  question  étant  ainsi  posée,  soient  C  le  centre  du  petit  cercle  F1F2F5  de 
la  sphère  (B),  déterminé  par  les  droites  ci-dessus  désignées;  a,  /3,  y  les  an- 
gles formés  par  OC  avec  Or,  Qij,  Oz,  et  qui  sont  des  données  de  la  question, 
de  même  que  l'angle  1t  du  cône  (G)  ayant  G  pour  sommet  et  le  cercle  pré- 
cité pour  base. 

11  est  visible  que  le  centre  0'  de  la  sphère  (A)  doit  se  trouver  sur  OC  et  que 
la  position  de  F,  au  lieu  d'être  limitée  par  les  faces  de  l'angle  trièdre,  peut 
occuper  une  position  quelconque  dans  l'intérieur  de  (C). 

Soient  encore  Ox'  la  trace  sur  xOy  du  plan  mené  par  0^-  et  Oc;  /«,  k  les 
intersections  de  la  direction  de  00'  avec  (A)  et  (B);  aj,  a.^  les  points  de  (A), 
Z'iji,  les  poinis  de  (B)  respectivement  situés  sur  les  génératrices  du  cône(C) 
comprises  dans  le  plan  zOc  et  qui  font  le  plus  petit  et  le  plus  grand  angle 
avec  Ox'  ;  r  =  00'  =  O'k  le  rayon  de  (A) . 

On  doit  d'abord  avoir  a^b^  =  a.jh.^  =^  hk,  ce  qui  se  traduit  par  l'égalité 

2r  —  1=1—  2r  ces  e, 
d'où 


(5) 


2  CCS*  ô 


L'erreur  relative  maximum  est,  par  suite, 

(3)  e„,  =  2r  — l  =  tang2^, 

et  l'on  a  pour  l'équation  de  (A) 

(x  —  r  ces  a)*  +  {y  —  r  ces  P)*  -{-{z  —  r  ces  ^f)*  =  r-, 

ou 

\ 

(4)  x*  -f-  î/*-+-  s* {x  cos  a.  +  y  cos  ^  -\- z  ces  "ï)  =  0. 

cos*-2 

De  la  comparaison  des  équations  (2)  et  (4)  ou  déduit,  pour  les  valeurs  tics 
coelïicients  cherchés, 

,(..                                       ,         COSa                 COSP                  COS^ 
(•i)  X  = -,    [x  = j,     v  = L. 

ces-  -  cos*  -  ces*  5 
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Supposons,  par  exemple,  que  F  puisse  occuper  une  position  quelconque 
dans  l'angle  trièdre  formé  par  les  axes  coordonnés  ;  les  angles  a,  (3,  7,  z  sont 

égaux  ;  leur  cosinus  a  pour  valeur  l/  = ,  et  l'c 


on  a 


2 
X  =  a  =  V  = =  0,75!2, 

c,„  =  0,268. 

Dans  le  cas  de  deux  variables,  les  sphères  sont  remplacées  par  deux 
cercles  ;  mais  il  se  déduit  du  précédent  en  y  supposant  7  =  90°,  ce  qui  donne 

CCS  a             sin  a 
X  = ,    M.  = 

cos-r  ^°^  Ô 

Soient  tangQi,  tangôj  les  valeurs  minimum  et  maximum  de  -,  ou  les  angles 


aS^Xy  h^Ox  ;  on  a  a=   -  „      ,  s  =      „      ,  d  ou 


Ce  qui  n'est  autre  chose  que  les  formules  établies  en  premier  lieu  par 
Poncelet. 


Mémoire  sur  la  théorie  des  dérivées  principales  et  son  application 
à  la  mécanique  analytique;  par  M.  Emile  Mathieu. 

(Séance  du  30  avril  1875) 

En  cherchant  à  simplifier  la  démonstration  de  quelques  fornmles  de  la 
Mécanique  analytique,  j'ai  été  conduit  à  la  théorie  suivante,  qui  a  aussi  de 
l'intérêt  au  point  de  vue  de  l'analyse  pure. 

DES    DIFFÉKENTS   GROUPES   DE   DÉRIVÉES   d'uNE    FONCTION    DE    PLUSIEURS   VARIABLES 
QUI  NE   SONT  PAS   INDÉPENDANTES. 

1 .  Considérons  une  fonction  a  d'un  nombre  pair  de  variables  que  nous 
désignerons  par  qi,  q^y..,  q,»,  Pi,  Ih,---,  Pm,  et  supposons  que,  entre  ces 
variables,  il  existe  k  équations 

(1)  h  =  (i.   U=o,    ...,   A  =  0, 
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k  étant  «<  2j?i.  D'après  cela,  a  ost  une  fonction  donnée  des  variables  g,,  p,; 
mais,  à  cause  des  équations  (1),  a  peut  aussi  être  considéré  comme  fonction 
des  mêmes  variables  d'une  infinité  d'autres  manières. 

Nous  désignerons  sous  le  nom  de  dérivées,  immédiates  de  la  fonction  «les 
dérivées  par  rapport  aux  quantités  g,,  pt  de  la  fonction  donnée  pour  a. 
Mais,  à  cause  des  équations  qui  lient  entre  elles  ces  variables,  la  fonction  a 
peut  être  mise  sous  différentes  formes  renfermées  dans  la  formule 

a'  =  a  +  XJ,  _[-  Xa/-,  4-  . .  .  +  >-)kA' 

>i,  >2,...,  h  étant  des  fonctions  des  mêmes  variables  qui  ne  deviennent  pas 
infinies  dans  les  limites  où  l'on  fait  varier  ces  variables.  Les  dérivées  de  «.' 
sont  renfermées  dans  les  deux  formules 

da'  ^dT.  df,  df„  df„ 

dqi        dqt         ^  dqi  dqi  dqt 

dx,  f    ,dx,  dx^ 

-^d^J^-^d^J'-^----^d^J" 

d<^'  _do.  df,  du  df, 

dpi       dpi  dpi         '  dpi  dpi 

dl,   .         dlo  .  dlh  „ 

OÙ  l'on  doit  donner  à  i  les  valeurs  1,  2,...,  m.  Mais,  en  nous  appuyant  sur 
les  équations  (1),  nous  pouvons  réduire  ces  dérivées  aux  expressions 

rf»    ,.    df^  dfk 

dqi  dqi  dqt 

— -<-X    ^-4-         4-Xz-^- 
dpi  dpi  dpi 

nous  désignerons  ces  expressions  sous  le  nom  de  dérivées  virtuelles  de  la 
fonction  a,  et  chaque  groupe  de  dérivées  virtuelles  variera  avec  les  fonctions 
adoptées  pour  les  multiplicateurs  \,  \,...,  >;. 

On  peut  encore  définir  les  dérivées  virtuelles  de  a  d*une  autre  manière. 
Faisons  varier,  dans  la  fonction  donnée  pour  a,  les  variables  ç„  p,  de  quan- 
tités infiniment  petites  indiquées  par  la  caractéristique  ^,  la  variation  de  « 
sera 

da  .  da  ^       ,  ,    dy.    »  da  »,  da  . 

et,  en  différentianl  les  équations  qui  lient  entre  elles  les  variables  ry<,  />,, 
nous  aurons 
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Multiplions  ces  équations  respectivement  par  \,  >2,...,  et  ajoutons-les  à  la 
variation  de  a  ;  nous  obtiendrons  ainsi  Sx  sous  différentes  formes  et  les 
coefficients  des  variations  des  variables  dans  chacune  des  formes  de  Sx  for- 
ment un  groupe  de  dérivées  virtuelles. 


DERIVEES  PRINCIPALES   D  UNE  FONCTION. 

2.  Pour  distinguer  les  dérivées  virtuelles  des  dérivées  immédiates,  nous 
placerons  les  premières  entre  parenthèses,  et  nous  écrirons 

fdx\_  rfa  df,  df,  df, 

[jû[J-d^+'-  dq+'-d^,  +  •■•  +  '^^  d^: 


m- 

"?2 

\dpJ  " 

da             df.             df. 
dpi            dpy          -  dpy 

dPi 

(5) 


Suivant  une  notation  généralement  adoptée,  posons,  u  et  v  étant  deux 
fonctions  quelconques  des  variables, 

j.     , dv^  dv_  du  dv^  du   dv 

^^'^^~dqidpi  d^^dpl  '"       d^ndpm 

du  dv  du  dv  du    dv  , 

dpi  dqi  dp^dq^  "  '  ~  dp^nHn 

si  nous  multiplions    les  équations  (2)  respectivement  par  -~-,  -^,  ..,, 

in  J  n 

et  les  équations  (5)  par  -p-,  t^i-->.  et  que  nous  retranchions  la  somme 
des  secondes  de  celle  des  premières,  nous  aurons 

dx\df^        /d.\dr^  (rU\dO 

dqJ  dp,        \dqj  dp._  \dq,J  dp,,, 

_  /  rfa  \  dfi  _  /d^\   dfi__         _  /dx\  d^ 

\dpjdq,       \dpjdq.,       '"       [dpj  dq,„ 

=  [«,  fi]  +  \fi-  f'\  h  +  [/■..  fi]  >,+  •■•+  [f:.  fi]  h-  ; 
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et  i  étant  susceptible  des  valeurs  1,  2,  3,...,  A-,  cette  équation  en  renferme 
k  distinctes. 

Jusqu'à  présent,  nous  avons  laissé  absolument  arbitraires  los  valeurs  des 
multiplicateurs  ï^,  \,...,  \;  adoptons  maintenant  pour  ces  fonctions  celles 
qui  rendent  nul  le  second  membre  de  l'équation  précédente,  et  qui  sont  les 
solutions  des  k  équations 

*         +  [f.-  fi]  h  +  [/•.>  fi]  >-5  +  •  •  •  +  [A.  fi]  h-  =  \fi,  a], 
[A,  Al  h+       *  +  [A,  f.]  >-5  +  •  •  •  +  [A.  A]  >-A-  =  [A,  a], 

lA,  /a]  h  +  [A-  A]  >.  +  [A.  Al  >.3  +  •  •  •  +     *      =  [A>  =^1- 

Il  en  résulte  que  les  dérivées  virtuelles  de  la  fonction  a  satisfont  aux  k 
équations  renfermées  dans  la  suivante 


(5) 


dpi\dqj       dp._\dqj       '"       dp„\dqj 
dft  /  dx  \        dfi  /  rf*  \  dfi  /  dx 


dqi  \dpj       dq^  \dpj        '  '  '       dq„^  \dp„  ' 


où  i  est  susceptible  des  valeurs  1,  2,...,  /c. 

Quand  les  quantités  ^.auront  les  valeurs  déterminées  par  les  équations  (4), 
nous  donnerons  au  groupe  des  dérivées  de  a  le  nom  de  groupe  des  dérivées 
principales.  Comme  on  a 

[AJi]=-rA>A]>    [A-A]  =  -[A»A]v.., 

le  déterminant  des  équations  (4)  est  gauche,  et  l'on  sait  qu'un  tel  détermi- 
nant est  nul  si  le  nombre  des  équations  est  impair  ;  nous  supposerons  donc 
essentiellement  k  pair. 

Réciproquement,  si  les  dérivées  virtuelles  de  a  satisfont  aux  équations  (5) 
supposées  en  nombre  pair,  les  quantités  \  satisferont  aux  équations  (4). 
Nous  avons  donc  ce  théorème  : 

Théorème  1.  —  a  étant  une  foyiction  des  1m  variables  q^,  <{,,-..,  fjm,  }h' 
Pif'i  Pmt  ii^^s  entre  elles  par  un  nombre  pair  d'équations 

il  e.riste  un  <jroupe  de  dérivées  virtuelles  de  la  fonction  a.  et  il  en  existe  un 
seul  qui  satisfait  aux  équations  linéaires  (5).  Ce  groupe  de  dérivées,  dites 
principales,  s'obtient  en  prenant  pour  les  multiplicateursl  les  valeurs  fournieê^ 
par  les  équations  (4). 

De  ce  théorème  on  |)out  déduire  comme  corollaire  le  suivant  : 
TiiÉoiiÈME  H.  —  Le  groupe  des  dérivées  principales  de  a  ne  dépend  pas  de\ 
la  forme  sous  laquelle  a  a  été  donné. 

En  effet,  supposons  qu'on  parte  d'une  autre  forme  a,  donnée  à  a  ;  les  dif-| 
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férents  groupes  de  dérivées  virtuelles  resteront  évidemment  les  mêmes.  Le 

groupe  des  dérivées  principales  satisfera  encore  aux  k  équations  (5),  et 
comme,  parmi  le  nombre  infini  de  groupes  de  dérivées  virtuelles,  il  n'y  en 
a  qu'un  qui  satisfasse  à  ces  équations  d'après  le  théorème  précédent,  le 
groupe  des  dérivées  principales  qu'on  obtient  en  partant  de  la  forme  «i  est 
le  même  que  celui  qu'on  obtient  en  partant  de  la  forme  donnée  d'abord. 

La  propriété  renfermée  dans  ce  dernier  théorème  est  de  nature  â  faire 
comprendre  l'utilité  qu'il  peut  y  avoir  à  distinguer  le  groupe  des  dérivées 
principales  d'entre  tous  les  autres  groupes  de  dérivées. 

Théorème  III.  —  Chaque  dérivée  principale  de  la  somme  de  deux  fonctions 
par  rapport  à  une  des  variables  qu  pi,  est  égale  à  la  somme  des  dérivées 
principales  de  ces  deux  fonctions  par  rapport  à  la  même  variable. 

Si  l'on  résout  les  équations  (4),  on  aura -pour  les  quantités  À  des  expres- 
sions qu'on  peut  représenter  par 

X„  =  L„,i  [M  +  L„,2  [f,,y.]  +  . . .  +  L,a-  [M  —  ^  U,s  [A-,*], 

s  étant  susceptible  des  valeurs  I,  "i,...,  k\  et,  de  plus,  il  est  aisé  de  recon- 
naître que  l'on  a 

Nous  aurons  pour  la  dérivée  principale  de  a  par  rapporta  </j 
(dx\        d%        y>  .      dfn        dy.  y  V  i       ^^f"  u     i 

u  étant  comme  s  susceptible  des  valeurs! ,  2,...,  A-.  Nous  aurons  les  dérivées 
principales 

^dqij'     \       dqi      /' 

en  remplaçant,  dans  l'expression  de  f  -y—  1,  «  para'  et  «-+-«';  et,  comme 
on  a  [fs,oc\  -h  [/!.,«']  =  [/"$,« -f- a'],  on  en  conclut 

(/(a  4-  a')  \ /dy. 


dqi 


-[dqJ-^VdqJ' 


comme  il  fallait  le  démontrer. 

Exemple.  —  Considérons  le  cas  où  les  équations  de  condition  se  réduisent 
à  deux 

1  11 
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011  aura,  iioiii.la  roiimilo  des  dérivées  principales, 


les  dérivées  par  rapport  à  pi  s'en  déduisent  en  y  changeant  7  en  p.  Enfin  on 
pourra  vérifier  le  théorème  H  et  reconnaître  directement  que  le  second 
membre  de  l'équation  précédente  ne  change  pas  de  valeur,  quand  on  y 
remplace  a  par  a  +  5i/'i  +  >2/'2. 


PROPRIETE  REMARQUABLE  DES  DERIVEES  PRINCIPALES. 

5.  Considérons  2m — 2r  fonctions  des2»i  variables  </,,  p,,  que  nous  dési- 
gnerons par  la  lettre  |5  : 

i'i  =  ?n  {fh,  7-2'   •  •  •  .  (Jnn  Pl^P->'   •  •  •  .  Pm)> 
P-  =  ?'■!  {(h,  q-i^  ■  •  • .  '/,«.  Pu  P-i<  ■■■,  Pm)^ 


OÙ  les  variables  (/j,  pi  sont  supposées  satisfaire  aux  2r  équations 

/i  =  0,    /,  =  0,  ...,/2,  =  0. 

Au  moyen  de  ces  '2m  équations,  on  peut  exprimer  les  2m  variables  7,,  pi  en 
fonction  des  quantités  /3  et  d'une  manière  unique,  et  si  l'on  nous  donne  une 
fonction  a  des  quantités  qt,  pi,  cette  fonction  pourra  elle-même  s'exprimer 
au  moyen  des  quantités  jS  et  d'une  seule  manière. 

Si,  après  avoir  exprimé  a  au  moyen  des  quantités  /3,  nous  en  prenons  la 
variation,  nous  aurons 

^(IfAdfjt  (!(].,  (lq„,  (Ipi    ^  (//),„   -"V 

On  a  ensuite,  en  différentiant  les  équations  qui  relient  entre  elles  les  va- 
riables, 
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Désignons  par  p.i(|3),  pJ/S),...,  f/.,,.(/3)  un  groupe  de  2r  quanlilés  corres- 
pondant à  une  quelconque  des  fondions  j3,  et  qui  varie  d'une  l'onction  p  à 
l'autre  ;  multiplions  les  !2r  équations  précédentes  respectivement  par 

P  P 

et  ajoutons-les  à  la  variation  de  «  ;  nous  aurons 

Les  coefficients  des  variations  des  quantités  (ji,  p/  forment  un  groupe  de 
dérivées  virtuelles  de  la  fonction  «  (n°  1),  et  ces  dérivées  sont  données  par 
les  deux  formules 


(«) 


dans  lesquelles i  est  susceptible  des  valeurs  i ,  2,5,...,  m. 

Les  quantités  renfermées  entre  parenthèses  dans  les  seconds  membres 
sont  les  dérivées  virtuelles  de  |S.  Prenons  pour  les  multiplicateurs  ,f/(/3)  les 
quantités  qui  satisfont  aux  2r  équations 

(       '  *       +  [A,  A]  p.,(P)  +  [/:,/■,]  ;.,(p)  +  . . .  +  [Ar,A]  :-r(3)  =  \n  ,P]  - 

alors  le  groupe  des  dérivées  virtuelles  de  chaque  fonction  p  deviendra  celui 
des  dérivées  principales.  Désignons,  pour  abréger,  ces  dérivées  principales 
par 

\dqj'     \dpij' 

et  les  dérivées  virtuelles  de  a  deviendront 

tk\  {^\  —V^  {^\    i'^'t\  —  V  ^b.  /^''^  \ 

^   ^  \dqi)  -  f  rfp  \dqO  '     [dpj  -  ^  d^  [dpj' 

Or,  je  dis  que  ces  dernières  dérivées  de  a  sont  les  dérivées  principales. 


—  ici  — 

Kn  effet,  les  dérivées  principales  de  j3  satisfont  aux  2r  équations  renier- 
méos  dans  la  suivante 

dPi  V^qiJ       (fPi  \d(lJ        "         dp,„  \dqj 


ilqi  \dp,J       d(j._  [clpj 


f  (f  1=0, 


où  i  est  susceptible  des  valeurs  1,2,,,.,  2r  (n°  2).  On  en  conclut  immé- 
(li  ilenient  que  les  expressions  (8)  satisfont  aux  mêmes  équations  dans  les- 
quelles la  lettre  S  est  remplacée  par  la  lettre  a,  et  par  suite  les  expressions 
(8)  sont  bien  les  dérivées  principales  de  «. 

Ainsi  les  dérivées  principales  de  la  fonction  a  peuvent  se  représenter, 
d'uiK^  part,  par 


+  >•.  ^  +  X,  :^  + 


A2r 


dqi         *  (fqi         ^  dqi       '"         "'''  dq 
dpi  dpi  dpi  (Ipi 

).i,  /j,...  ayant  pour  valeurs  les  solutions  des  équations  (4)  du  n°  2,  où 
k:='-lr;  et,  d'autre  part,  elles  peuvent  se  mettre  sous  la  forme  (()),  en  pre- 
nant pour  les  fonctions  _y.(/5)  celles  qui  satisfont  aux  équations  (7).  En  éga- 
lant ces  deux  genres  d'expressions,  on  obtient  le  théorème  suivant  : 

Théorème  IV.  —  On  imagine  2m — 2/'  fondions,  désignées  généralement 
par  /3,  des  2m  variables  q^,  <J2^---,  fjm,  Ih^  Pi^--'->  Pm,  cl  on  suppose  entre  ces 
variables  les  2r  équations 

/.  =  0,     /,  =  0,      ...,     /-.,.  =  0; 

alors,  en  désignant  par  a.  une  fonction  quelconque  de  ces  variables,  on  aura 
lei  deux  formules 

dy.  ^.    df,    ^  df,r  _  V  f'^-  ((l'>  ^  ..  „^  <Uv 
\-  '-i    ,     -r-  •••  +  '■'.  -  1      _-j-  ..         — 


dqi  dqi 

d%  dfi 

dpi  dpi 


>"t=2|(S+-'^'|----*'t> 


■  '  +----^^'-,j^=LdAdp^'-'^'^d^i-^-'--^'^^^d^y 


les  quantités  p.i(|3),  u.^{^),...  étant  les  solutions  des  équations  (7),  et  les  quan- 
tités ).,,  ï.^,...  étant  les  solutions  des  mêmes  équations  dans  lesquelles  les 
seconds  membres  sont  remplacés  par 

Nous  ne  considérerons  jiliis  désormais  de.  dérivées  virtuelles  que  celles 
qui  sont  principales;  nous  pouvons  donc  convenir  maintenant  que  les  déri- 
vées immédiates  placées  enlic  parenthèses  représenteront  les  dérivées  prin- 
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cipales,  et  le  théorème  précédent  sera  renfermé  d'une  manière  concise  e» 
Ircs-élégante  dans  les  deux  formules  (8),  qui  montrent  que  le  théorème 
élémentaire  relatif  à  la  dérivée  d'une  fonction  composée  est  applicahle  aux 
dérivées  principales  d'une  fonction  composée,  renfermant  plusieurs  vaiia- 
bles  qui  ne  sont  pas  indépendantes. 

Exemple.  —  Examinons  le  cas  particulier  où  le  nombre  des  équations  qui 
lient  les  variables  q,,  pi  se  réduit  à  deux 

le  nombre  des  fonctions  S  sera  2»?i — 2,  et  nous  aurons  la  formule 


en  posant 


[clqj-'^d[6[dqj' 


'ch.\_(h    ,    f/-„a]f//-,  [A,a]d/-, 


[dqj       dq^  \l\.h\dqi        [M-i\  M' 
\dqj       dqr  [M.]dqi        [fU-^àqi' 


si  l'on  donne  à  a  la  valeur  particulière  p^  prise  parmi  les  variables  pi,  Pav» 
Pm,  celte  formule  deviendra 

Y^dp,fd^\^     1     /d^dfy      df.du 

^  dfj  \dqi)     '  [/■,,/.]  \dqsdqi       dq^dqi 


EQUATIONS  DIFFERENTIELLES  DE  LA  MECANIQUE  DANS  LE  CAS  D  EQUATIONS  DE  CONDITION 
ENTRE  LES  VARIABLES. 


4.  Soient  9i,  ^2,...,  qm  des  variables  propres  à  déterminer  la  position 
d'un  système  de  n  points  matériels  en  mouvement  et  sollicités  par  des 
forces  ;  on  suppose  de  plus  qu'il  exisie  des  équations  de  condition  entre  les 
variables  </<  : 

(i)  A  =  0,    A  =  o,    ...,    /•r  =  o. 

Imaginons  la  demi-force  vive  T  exprimée  par  q^,  q^,..-,  qm  et  leurs  déri- 
vées prises  par  rapport  au  temps  t,  que  nous  représenterons  par  q\,  q\,-.., 
q',n  ;  puis  différentions  T  par  rapport  à  q\,  q'i,..-,  q'm,  de  manière  à  former 
les  quantités 

dT  _        dT  _  rfT  _ 

nous  pouvons,  d'après  cela,  exprimer  T  au  moyen  de  q^,  7,, ...,  7,,, et  àepi, 
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Pi,-'-,  Pm',  nous  supposons  aussi  qu'il  existe  une  fonction  de  forces  U  que 
nous  exprimons  au  moyen  der/j,  q^,...,  </m;  enfui,  formons  les  dérivées  par- 
tielles do  T  —  U  =  ll  dans  ces  hypothèses  ;  alors  nous  aurons  les  équations 

.-.  f/r/i  (/Il     (l(j.^ dil  d(i,n ilW 

lit         dp^     dt         dp^  '"'    dt         dp„i 

avec  colle-ci 

,_,     „        A/il         dp,\  .  A/il        r/».\  ,  f  d\\      '  dp,„\  . 

{Œuvres de  Jacobi,  t.  III,  p.  194),  ory^  oq^,...  représentant  les  variations  de 
</i, /y,,...  d'après  les  équations  (1);  ces  variations  satisfont  donc  aux  équa- 
tions 


Multiplions  les  équations  précédentes  respectivement  par  ).i,  À^,.--)  et  ajou- 
tons les  à  l'équation  (3)  ;  alors,  pourvu  qu'on  dispose  convenablement  de 
ces  multiplicateurs,  les  coefficients  des  variations  5(/,  dans  l'équation  résul- 
tante seront  nuls,  et  l'on  aura 

'^Ih  :^  _  ^  _  >    ^A^-)/Ji  -  .  .-■>.,  ^t, 
dt  dqi         '^  dcji         '  liqi        '"         '^  liHi 

^2  _  _  rm  _  .     dfj__.    df^_        _  ^    dfr^ 

(4)  \   dï  ~       dfj.,        ''^  dq._        '-  ïlq.,        '"         '' dq.' 


dt  dq,„         ■'  dq„,         ''  dq„,        '"  '  dq,^ 

Si  l'on  diffôrentie  l'équation  fi  =  0,  on  a 

dfi   dqt     ,dfj_(lq^_^_Q^ 
dqt    dt         dq.,  dt 

OU 

dq^  dpi        dq^  dp.,         '  '  '  ' 

(lu'oM  peut  représenter,  d'après  une  notation  précédente,  par 

l/;jij=o; 
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désignons-la,  pour  abréger,  par  F,=  0,  et  nous  aurons  les  r  équations 
'    (5)  F,  =  0,    F,  =  0,     . . . ,    F,  =  0, 

auxquelles  satisfont  les  quantités  //,,  pi. 

Ditférentions  les  équations  (o)  el  remphiçons  les  -,j  et    ^j  par  leurs  va- 
leurs tirées  des  équations  (2)  el  (4),  et  nous  aurons  les  r  équations 

j  [F„I1J  =  [/;,F,]  À,  4-  [/„F,]  >.,  +  . .  .  +  f/;.F,]  >.„ 
(6)  [F„H]  =  {l\.h]  >■!  +  lf,,f,]  >.,  -+   . . .  +  [/nF,]  À,., 


desquelles  on  pourra  tirer  ï^,  1^,..  ,  '/.r  pour  les  porter  dans  les  équations 
(4).  On  peut  remarquer  entre  les  coefficients  les  égalités  faciles  à  démon- 
trer : 

[A,F,]  =  [/;,F,],  ...,[/;,F.]  =  [/;., F,,],.... 

Si  l'on  prend  pour  les  variables  qj  les  3w  coordonnées  Xi,  î/j,  Zi  des  points 
matériels,  on  a 

les  équations  (2)  deviennent 

dxi ,       cliji ,      (ht , 

'dt~'^''     'dî~y''     'dt~^''' 

et  les  équations  (4)  prennent  la  première  forme  donnée  par  Lagrange  aux 
équations  de  la  dynamique 

*  dt-  dxi      ''  dxi       "-  dxi 

Quoique,  en  général,  on  doive  réduire  les  variables  au  moindre  nombre 
possible,  on  comprend  aisément  qu'il  puisse  être  utile  dans  certains  cas  de 
considérer  les  équations  (2)  et  (4). 

GÉNÉRAUSATION   DU  PROBLÈME   DU   NUMERO   PRÉCÉDENT. 

5.  Nous  allons  considérer  une  question  plus  générale  que  la  précédente. 
Imaginons  que  les  2vi  variables  q^,  q.,,...,  </,„,  Pi,  p.,.,.-,  Pm  satisfassent  à 
l'équation 


.  0    -77  ^;^i  +  -u  vh  +  •  •  •  +  ^  n^ 


(*u„+%»,,+...+':î^h.)=*h. 
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Il  t'tant  une  fonction  de  ces  variables,  en  sorte  qne  l'on  a 

M  =  ^^,.  +  ...  +  ^,^-^,.+  ^^^;..  +  ...  +  ^^^^;.„.. 

Si  les  variables  </,,  pi  étaient  indépendantes,  les  coefficients  de  leurs  varia- 
tions seraient  égaux  dans  les  deux  membres  de  l'équation  (7);  mais  on  sup- 
pose entre  les  variables  g,,  jh  un  nombre  pair  d'équations 

(8)  /.  =  0,      f._^0,       ...,      f,r  =  0. 

En  introduisant  des  multiplicateurs  \,  \,...,  V  comme  dans  la  question 
précédente,  on  déduit  des  équations  (7)  et  (8)  les  2m  équations  suivantes 

dq^_dil    ,  .    df,  df  df,r 

dt         dpi  dpi  -  dpi  dpi 

(A)  {dq,_d\{  df\  df  df,r 

dt        dp^  dp^  dp^  dp^ 


dpj^_dti^_^    ^_x/^A_    ,    _.,,/Ar, 
dt  dqi        ^  dq^         '  dçi       '"         '"^ dq/ 

(B)  {dp,_         dH  df,  df,  df,r 

dt  ~~d^,~'  ¥2  ~  '  dQ,~~  •••  "^''■rfq,' 


En  différentiant  une  des  équations  (8),  fi  =  0,  on  a 

^/i  ^  .  ^/l  ll^  4. .  .  4.  ^  ^  +  ^  'i£?  4.  . ..  —  0, 
dqi  dt        dq,  dt       "'       dp,  dt        dp^  dt 

et,  en  remplaçant  les  dérivées  des  qt,  pi  d'après  les  équations  (A)  et  (B), 
on  a 

[A>H]  +  h[fi4i]  +  h[fi,f,]  +  ...  =  0; 
les  quantités  >,,  >j,...,  l^r  satisfont  donc  aux  2r  équations  suivantes 

*  +      {f,.fi]h      +  [A/i])^^  ...  +[/>,/•,]).,. 

+  |/-,  +  i,A]\-4-l+[/',-4-2,/'i]>,+2+  •••  +   \f,nn]hr=[fi^^l 

[A.A]>-1  +  *  +[f:MK+    ■■■    +[fr,f,]^r 

+  [fr^vU]  >r+l  -+-   [/"r^-S'A]  \  +  t  +  •  •  •  +  [UM  hr  =  [A-»], 

cl  on  pourra  les  tirer  de  ces  équations  pour  les  porter  dans  (A)  et  (B).  Si 
l'on  compare  ces  éipiations  aux  é(iualions  (i)  du  ir  2,  on  voit  que  les  se- 
conds membres  des  équations  (A)  cl  (B)  représentent  les  dérivées  principales 
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de  la  fonction  II  ;  les  équations  (A)  et  (B)  peuvent  donc  s'écrire,  d'après  la 
notation  des  dérivées  principales, 

^^1  Idi),  /V/il  \    (IiK  A/II  \  (li),„  /f/ll\ 


dt  ~ 

\dpj'    dt  '~' 

Q- 

"'■  dt 

dpi 

/V/il  \    dp., 
[dqj'    dt   -" 

-(l>- 

dp. 

dt  ~" 

•■'  dt 

(Ha)' 

Montrons  comment  le  problème  actuel  renferme  celui  du  numéro  précé- 
dent. Il  faut  alors  supposer  que  les  r  premières  équations  (8) 

ne  renferment  plus  les  variables  ;j,,  et  il  en  résulte 

[fu,  f^]  =  0, 

toutes  les  fois  que  u  et  v  ne  surpassent  pas  r;  ensuite  on  supposera  de  plus 
que  les  fonctions  /l,  Ai  •  •  •  '  /î-  satisfont  aux  équations 

[f\,ll]  =  0,     [A.H]  =  0,    ...,   [M]]=0; 

enfin  on  prendra  pour  fr+i,  fr+^, ...  les  fonctions  Fi=:  [/p  H],  F2=[/'2,I1], .... 

Examinons  d'abord  les  r  premières  équations  qui  donnent  les  quantités 
1  ;  leurs  seconds  membres  sont  nuls  et,  dans  leurs  premiers  membres,  les 
coefficients  de  \,  \,...,'kr  sont  nuls  aussi  ;  on  en  conclut  que  les  valeurs  de 
V  +  i,  >r+2v»  )..2r  elles-mêmes  s'annulent.  Ensuite  les  r  équations  suivantes 
en  1  fourniront  ï^,  y^,...,lr  et  coïncideront  avec  les  équations  (6)  du  numéro 
précédent. 

Les  r  derniers  termes  des  équations  (.4)  et  (B)  s'annuleront  parce  que 
V-+-1,  V  +  2'---)  \r  sont  nuls,  et  les  autres  termes  multipliés  par  des  1  dis- 
paraîtront aussi  des  équations  (A),  parce  que  les  r  premières  fonctions  /"ne 
renferment  pas  les  variables  p,.  Les  équations  (A)  et  (B)  coïncideront  donc 
avec  les  équations  (2)  et  (4). 

Ainsi  les  équations  (2)  et  (4)  sont  aussi  de  la  forme  (C),  et  on  doit  remar- 
quer que  les  dérivées  principales  de  la  fonction  H  par  rapport  auxp,  coïnci- 
dent avec  les  dérivées  immédiates. 


SUR    LE    PROBLEME    DES    PERTURBATIONS   DANS    LE    CAS    OU    IL    EXISTE    DES   EQUATIONS 
DE   CONDITION    ENTRE    LES    VAKIABLKS    DU    PROBLÈME. 

6.  Supposons  que  l'on  ait  intégré  les  équations  (2)  et  (4)  du  n°  4  à  l'oc- 
casion d'un  problème  de  dynamique  et  qu'on  ait  trouvé  pour  intégrales 
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;3,,  Sj,  ...  désignant  les  '•2m  —  2r  constantes  arbitraires  (pii  y  entrent.  Suppo- 
sons ensuite  que  l'on  ait  à  résoudre  le  même  probJème  dans  lequel  la  fonc- 
tion H  est  remplacée  par  Il-l-n,  de  sorte  que  Q.  est  la  fonction  perturba- 
trice. Alors  les  seconds  membres  des  équations  (1)  ne  sont  plus  constants, 
et  on  prend  pour  inconnues  les  fonctions  |3  définies  par  les  équations  (1)  et 
dont  les  dérivées  par  rapport  au  temps  sont  en  général  de  très-petites  quan- 
tités. 

Tel  est  le  problème  des  perturbations.  Quand  les  équations  de  condition 
eiilre  les  variables  </i,  7,,...,  (jm  disparaissent,  ce  problème  se  résout  par 
des  formules  dues  à  Lagrange,  ou  par  d'autres  dues  à  Poisson  ;  les  pre- 
mières ne  changent  pas  par  les  équations  de  condition  ;  ce  sont  donc  les 
formules  analogues  à  celles  de  Poisson  que  nous  nous  proposons  de  déter- 
miner. Mais  nous  allons  résoudre  ce  problème  en  adoptant  la  généralisation 
du  n"  o.  Quand  une  généralisation  a  pour  effet  de  compliquer  des  calculs, 
elle  présente  souvent  plus  d'inconvénients  que  d'avantages  ;  mais  on  ne 
peut  faire  ce  reproche  à  celle-ci,  car  elle  simplifie  les  calculs  en  confon- 
dant deux  genres  de  fonctions  qui  remplissent  exactement  le  même  rôle 
dans  la  question. 

Supposons  donc  entre  les  2m  variables  q^,  (j^,...,  qm,  Pi,  Ih,--',  Pm  les  2r 
équations  finies 

(2)  f,=  0,    f,  =  0,  ...,  f.^  =  0, 

et  ces  variables  sont  aussi  assujetties  aux  2m  équations  différentielles 

dqi_fda\     dpi__fcm\ 
^  '  dt  ~  \dpij'    ^dt  ~       \d(ii)' 

H  étant  une  fonction  des  mêmes  variables ,  et  les  seconds  membres  dési- 
gnant les  dérivées  principales  de  la  fonction  H. 

Concevons  que  l'on  ait  intégré  ces  équations  et  que  l'on  ait  trouvé  pour 
intégrales  les  2»i  —  2r  équations 

(   Pi  =  ^A<h><h'  •  •  • .  'Jnnlh^lh,  •  •  -  Pm)> 


dans  lesquelles  j3i,|32,...,Pj(;„_r)  désignent  des  constantes  arbitraires,  qui  ne 
figurent  pas  dans  les  seconds  membres.  Supposons  ensuite  que  l'on  ait  à 
résoudre  la  même  problème  dans  lequel  la  fonction  H  est  remplacée  par 
Il -h  il,  a  étant  très-petit,  de  sorte  que  les  équations  (2)  subsistent  encore, 
mais  les  équations  (5)  sont  remplacées  par 

,n.  dqi_/d(\l-\-n)\       ,/;>,__  A^  +  n)\ 
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Alors  les  fonctions  des  cjf,  pt  qui  forment  les  seconds  membres  des  équa- 
tions (4)  n'ont  plus  des  valeurs  constantes;  mais  leurs  dérivées  par  rapport 
à  t  sont  en  général  de  très-petites  quantités  qu'il  s'agit  de  déterminer. 
Ces  fonctions,  que  nous  désignerons  par  |3,  sont  définies  par  les  équa- 
tions (i),  et  ces  équations  jointes  aux  2r  équations  (2)  permettront  d'expri- 
mer les  2m  variables  (ji,  Pi  Rii  moyen  des  quantités  (3  et  d'une  seule  manière. 
Soit  a=-^  une  intégrale  du  problème  sans  perturbatmis ,  c'est-à-dire  une 
des  équations  (4),  et  «  est  la  constante  arbitraire.  En  différentianl  celte 
équation,  on  a 


Zà  Idqi  dt  '^  dpi  dt  J  ^  f/i  ' 


dont  le  dernier  terme  est  nul,  si  t  ne  se  présente  pas  explicitement  dans  ^, 
et,  d'après  les  équations  (5),  on  obtient 


î=»i 


d^}  /dli\      d'^  fdU\'\      d^ 


'  '  ^  \_dqi  \dpij       dpi  \dqij \   '   dt 

i  =  l 

Si  l'on  passe  ensuite  au  problème  avec  perturbations^  on  regarde,  dans 
l'équation  a.=:.-ii,  a.  comme  une  fonction  de  t,  et,  en  la  différentiant,  on  aura 

dt  ~  2*  \jtqi  dt  "^  dpi  dt  y  dt' 
les  dérivées  de  9,,  pi  étant  fournies  par  les  équations  (5),  et  il  en  résulte 

„v  î^-  _  V  P'i'  AP  +  ")\  _  ^  MH  +  n)\-]     dj^ 

t^^  dt—Id\dqi\       dpi      )        dpi\       dq,      Jydt' 


Retranchons  l'équation  (G)  de  l'équation  (7),  et  nous  aurons,  en  mettant 
dans  le  résultat  la  lettre  a  au  lieu  de  |<,  ce  qui  ne  peut  plus  maintenant 
amener  de  confusion, 


dn.  _  ^  rrfx  /dn  \       doL  /dn  NT 

dt—2àld^i  [djij  ~  dj^i  \Mi)\' 


Les  fonctions  a  peuvent  s'exprimer  au  moyen  des  quantités  p  et  d'une 
seule  manière,  et,  d'après  le  n"  5,  les  dérivées  principales  de  ii  sont  don- 
nées |iar  les  formules 

TqJ  ~  Zé  <8  \drii)  '      \diH)  —  Z^d^\d^, 
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on  a  donc 

(h. 

(H 

On  a  d'ailleurs 

~  Zà  f/â  Zà  \ji(ii  \dpi)       dpi  \dqi)\' 


.    (|)=|h-..«|+..)|-...., 

P,{p),  ,",(13),  ...  étant  les  solutions  des  équations  (7)  du  n°  o  ;  en  rempla- 
çant, on  obtient 

qui  est  la  formule  cherchée.  On  voit  que,  grâce  à  la  considération  des  dé- 
rivées principales,  les  calculs  se  sont  présentés  de  la  même  manière  que  s'il 
n'y  avait  pas  eu  d'équations  conditionnelles. 

SUR  DES    FORMULES    REMARQUABLES  RELATIVES  A  l'eXPRESSION   [a,p]. 

7.  Nous  allons  déduire  de  la  formule  des  perturbations  un  autre  formule 
très-importante. 

Si  l'on  considère  d'abord  le  cas  particulier  où  l'on  part  des  équations  du 
n<'4,  on  a  entre  les  variables  c/j,  q.,,...,  fjm  les  r  équations 

d'où  l'on  déduit,  entre  les  variables  ^^  </,,...,  (jm  et  pi,  p^, ...,  /j^j vautres 
équations 

{b)  f,^,  =  V,  =  0,    [,^,  =  ¥,  =  0,  ...,f,,  =  ?r  =  0, 

et,  d'après  ces  équations  de  condition,  on  peut  remplacer,  comme  on  sait, 
les  2m  variables  7,,  pi  par  2m  —  2r  variables  0,,  0,,...,  Q,„_,.,  P,,  P,,..., 
Vm-r  indépendantes  entre  elles  el  qui  satisfont  aux  2m  —  2/-  équations  dif- 
férentielles 

dQi  _  dH       dPi  _  _  rm 
^^'  lit  ~  dF,'      dt  ~~       (U),' 

Nous  monlierons  dans  une  autre  occasion  comment,  dans  le  cas  le  plus 
général  du  n°-  5,  on  peut  remplacer  aus^si  les  2m  variables  7,,  />,  par 
27»  —  2/'  auties  vniiables  (|ui  satisfont  aux  équations  (c). 


\ 
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Désignons  par  ['/-,j3]'  par  rapport  aux  variables  Qi,  Pj  l'analogue  de  [«,/3] 
pour  les  variables  r/j,  pf  ;  c'est-à-dire  posons 


m  — r  "■'  m  — r 


comme  il  n'existe  pas  d'équations  conditionnelles  entre  les  variables  Q,,  Pj, 
la  formule  des  perturbations,  si  l'on  emploie  ces  variables,  se  réduit  à 


(')  ^=i:êwi' 


dfj 

Or,  il  est  aisé  decomprendre  que  les  coefficients  de -rr  doivent  être  les  mè- 

dp 

mes  dans  les  deux  équations  (8)  et  (9)  ;  on  a  donc  cette  formule  trés-iin- 
portante,  qui  permet  de  passer  des  variables  Qj,  Pj  aux  variables  qi, , 

(D)  [a,Pj'  =  [a,P]  +  :.i(3)[a,/-,]  +  l>.Mo.,U]  +  •.•-+-  'mM^-^U- 

Cette  équation  renferme  la  formule  trouvée  par  Jacobi  {Nova  metkodus, 
§  46,  t.  111  de  ses  Œuvres),  et  qu'il  se  propose  de  découvrir  dès  le  §  o8  :  Quum 
propter  rel  utilUatem,  tum  propter  egregiam  ejus  difficultatem,  tuni  quia 
accnrate  examinare  juvat  quœcunque  spectant  ad  expressionem  [a,|3]  lantit 
proprietatibus  gaudentem . 

La  formule  à  laquelle  Jacobi  est  parvenu  par  des  calculs  très-compliqués 
se  rapporte  au  cas  où  les  équations  de  condition  se  réduisent  aux  équations 
(a)  et  {b). 

On  peut  remplacer  la  formule  (D)  par  une  autre  dont  le  second  membre 
renferme  de  la  même  manière  «  et  p.  On  a  d'abord 

u 

H  étant  susceptible  des  valeurs  1,  2,  3,..,  2r.  En  résolvant  les  équations  (7j 
du  n°  o,  on  a 

s 

L.v,s  ne  dépendant  pas  de  p,  mais  seulement  des  fonctions  /,  et  l'on  a 
on  obtient  ainsi  la  formule 
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Il  esl  aisé  do.  vérifier  que  l'expression  du  seconc^  membre  ne  fait  quo 
changer  de  signe,  quand  on  y  permute  a.  ot  /3.  Elle  devient  en  effet 

tt      s 

comme  u  et  s  sont  susceptibles  des  mêmes  valeurs  1,  2,  5,..-,  2/-,  il  est 
permis  de  les  permuter,  ce  qui  donne 

\%A  -  Z  2  L,,,  [p,/-,]  [a,/-,,]  ; 
«     s 

enfin,  comme  on  a  Us  =  —  Lj,„,  on  a 

u     i 

ce  qui  est  bien  l'expression  (E)  changée  désigne. 

Jacobi  met  aussi  l'expression  de  [a,S]'  sous  une  forme  tout  à  fait  diffé- 
rente, dans  le  §  48  de  son  mémoire.  Mais,  pour  obtenir  la  forme  analogue, 
nous  ne  pouvons  plus  conserver  la  généralité  dans  laquelle  nous  avons 
établi  les  formules  (D)  et  (E),etil  fautfaire  surles  fonctions/ des  restrictions 
indiquées  par  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Supposons  que  les  r  premières  fonctions  f,  savoir  fi,  /"»,..., 

fr,    soient  toutes    indépendantes    des    variables  pi,   ou  supposons    seulc- 

r(r—\) 
ment  y  ce  qui  est  beaucoup  plus  général,  qu  elles  satisfassent  aux  — 

équations 

(g)     ■  [f„f,]  =  0,    [fM  =  0,  . . .,  [/;_„ f,]  =  0, 

on  a  la  formule 

(F)  [a,|i]'=fa  +  A,P  +  n]. 

en  posant 

u—r  «  =  r  u=.r 

«  ==  1  «  =  1  a  =  l 

u  =  r     '  u—r  U  —  r 

B=  /•,^.,  V  L„,,^  ,  {n,\   +  f,^,  2  Vr-Hsiï^/J  +  ••■  +  f,r  2  k^riïVJ- 

U=l  11  =  1  u=l 

Les  fonctions  Lqui  entrent  dans  les  expressions  de  A  et  R  sont  les  mêmes 
que  celles  (pii  entrent  dans  la  Ibinmlo  (L).  Le  déterminant  gauche  des 
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équations  (jiii  dêtcrminenl  les  fonctions  y.(,S)  osl  un  carré  (juc  nous  icpré- 
senterons  par  D-,  ot  Ton  a 

1     dl) 


LtU.f 


D  d[fu,f. 


Nous  ne  développerons  pas  les  calculs  qui  conduisent  au  Ihéorèmc  précé- 
dent, qui  n'est  pas  d'ailleurs  difficile  à  vérifier;  mais  nous  ferons  remarquer 
que  la  formule  (F)  a  aussi  plus  d'étendue  que  celle  de  Jacobi  (^48  de  son 
mémoire)  ;  en  effet,  dans  la  formule  de  Jacobi,  f^,  f^,-.-,  fr  sont  assujettis  à 
satisfaire  aux  équations 

et  les  fonctions  fr+i,  Z",--*.?,.-  sont  précisément  les  premiers  membres  de 
ces  équations.  Or  la  formule  (F)  n'exige  pas  ces  restrictions. 

On  peut  remarquer  que  si  les  équations  de  condition  entre  les  variables 
se  réduisent  à  deux,  r  est  égal  à  l'unité,  et  le  nombre  des  équations  (g)  se 
réduit  à  zéro.  Donc,  dans  ce  cas,  la  formule  (F)  est  toujours  applicable, 
sans  que  les  fonctions  fi  et  /",  soient  assujetties  à  aucune  restriction. 


Mémoire  sur  les  groupes  primitifs  ;  par  M.  Cashlle  Jordan. 
(Séance  du  30  avril  1873) 

Nous  avons  démontré,  dans  un  précédent  mémoire  {Journal  de  Liouville, 
'2"  série,  t.  XVI),  que  le  degré  d'un  groupe  primitif  G,  ne  contenant  pas  le 
groupe  alterné,  mais  contenant  une  substitution  donnée  A  qui  déplace  N 
lettres,  ne  saurait  dépasser  une  certaine  limite  L  =  N  +  M.  La  quantité  M 
est  une  fonction  F(N)  du  nombre  N. 

Nous  examinons,  dans  le  mémoire  qui  suit,  le  cas  où  l'ordre  de  A  est  un 
nombre  premier  p.  Tous  les  autres  cas  peuvent  se  ramener  à  celui-là  ;  car 
une  substitution  quelconque,  élevée  à  une  puissance  convenable,  donne  une 
substitution  d'ordre  premier. 

Nous  arrivons  à  ce  résultat  remarquable,  qi\* on  peut  assigner  à  M  une  va- 
leur qui  ne  dépend  pas  du  nombre  p,  mais  seulement  du  nombre  q  des  cycles 
de  k.  Nous  démontrons,  en  effet,  qu'on  peut  assigner  deux  fonctions  de  q, 
<o{q)  et  fiq)  jouissant  de  la  propriété  suivante  : 

Le  degré  d'un  groupe  primitif  G,  ne  contenant  pas  le  groupe  alterné,  inais 
contenant  une  substitution  A  d'ordre  premier  p  et  à  q  cycles,  ne  peut  dépasser 
pq  4- (ç>{q),  si  l'on  a  p^  fiq). 

Donc,  en  appelant  J(//)  la  plus  grande  des  quantités  F('2^),  F(5ry).  ..., 
^(f{q)q),  fiq),  on  pourra  prendre  pour  limite  L  =  pq -^5'{q)  =  ]S -i- C^lq). 
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Le  promier  paragraphe  de  notre  mémoire  est  consacré  à  démontrer  la 
pioposilion  suivante,  qui  est  le  ioiidement  de  notre  analyse  : 

Soit  A  une  substitution  d'ordre  premier;^  à  q  cycles;  si  le  groupe  pri- 
mitif G  contient  la  substitution  A,  on  pourra  y  déterminer  une  suite  de  sub- 
stilulions  A,B,  C,  ...  semblables  à  A,  et  dont  chacune  déplace  quelque  lettre 
que  les  précédentes  laissaient  immobile,  jusqu'à  ce  que  l'on  ait  épuisé  le 
nombre  des  lettres  de  k  ;  mais  si  p  >■  g,  on  pourra  déterminer  la  suite 
A,  B,  C,  ...,  de  telle  sorte  que  chacune  de  ces  substitutions  successives  ne 
puisse  contenir  dans  aucun  de  ses  cycles  plus  d'une  lettre  nouvelle. 

Cela  posé,  notre  théorème  étant  supposé  démontré  pour  les  nombres  in- 
férieurs à  q  (nous  avons  trouvé  précédemment,  p.  42,  lorsque  q  =  \, 
o(q)=z2,  quel  que  soit  y;),  nous  le  démontrons  pour  q,  en  établissant  des 
formules  récurrentes  qui  lient  <})(r/)  etf{q)3i(D{q — 1  ),.••,  f{q — 1),  ....C'est 
là  l'objet  des  sections  II  à  VI. 

Dans  la  section  Vil,  nous  discutons  ces  formules,  et  nous  en  déduisons  les 
inégalités  suivantes  : 

2 

en  prenant  pour  f{q)  la  plus  grande  des  quantités  suivantes  : 
j^çlogç  +  ry+I,     5^7  +  2,     18. 

Il  est  certain  d'ailleurs,  d'après  notre  mode  d'opérer,  que  ces  limites 
sont  loin  d'être  assez  resserrées.  Une  étude  plus  minutieuse  (VUI)  nous  a  en 
elfet  montré  qu'on  pouvait  prendre  pour  limites 

ç((/)=ry  +  l,     f{q)  =  q, 

lorsque  <y  =  2,  5,  4  ou  5;  et  nous  avons  de  fortes  raisons  de  croire  qu'orij 
arriverait  au  même  résultat  pour  les  valeurs  suivantes  de  q. 


1 

i.  Soient  G  un  groupe  primitif;  A  l'uiie  de  ses  substitutions  ;  A,  A',  ... 
les  diverses  substitutions  semblables  à  A  (jui  sont  contenues  dans  G.  Il  est 
(tlair  que  toute  substitution  de  G  les  transformera  les  unes  dans  les  autres; 
donc  le  groupe  II  =  (A,  A',  ...)  sera  permutable  à  toutes  les  substitutions 
de  G. 

Le  gioupe  11  sera  Iransilil;  car,  sans  «;ela,  on  sait  que  G  ne  pourrait  être 
prinntif.  Si  donc  A  ne  déplace  (|u'unc  partie  des  lettres,  l'une  au  moins  des 
aulie.s  substitutions  A', ...,  dont  H  est  dérivé,  contiendra  réunies  dans  un  de 
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ses  cycles  des  lettres  ([('placées  par  A  et  quelques-unes  des  lettres  restantes  ; 
sans  quoi  II,  permiilaiil  exclusivement  entre  elles  les  lettres  que  A  déplace, 
lit;  serait  pas  transilil".  Si  la  suite  A',  ...  contient  plusieurs  substitutions 
jouissant  de  la  propriété  ci-dessus,  soit  B  l'une  d'elles,  choisie  de  telle  sorte 
quefi  ne  contienne  aucune  substitulion  qui  jouisse  des  mêmes  propriétés, 
tout  en  ne  déplaçant  qu'une  partie  des  lettres  nouvelles  que  B  déplace. 

S'il  e.xisie  encore  des  lettres  qui  ne  soient  déplacées  ni  par  A  ni  par  B, 
l'une  au  moins  des  substitutions  A',  ...  devra  de  même  mêler  dans  ses 
cycles  quelques-unes  de  ces  lettres  à  celles  que  déplaçaient  déjà  A  et  B.  Si 
Ijlusieurs  de  ces  substil niions  jouissent  de  cette  propriété,  on  en  choisira 
une  G  do  telle  sorte  qu'il  n'y  en  ait  pas  d'autre  qui  ne  déplace  qu'une 
j)artie  des  lettres  nouvelles  introduites  dans  C.  On  pourra  continuer  ainsi 
jus(|u'à  ce  qu'on  ait  obtenu  une  suite  de  substitutions  A,  B,  C, ...,  telle  que 
tonte  lettre  se  trouve  déplacée  au  moins  par  l'une  d'elles. 

'2.  Nous  admettrons,  dans  ce  mémoire,  que  A  soit  une  substitution 
d'ordre  premier /j  et  à  g  cycles,  q  étant  un  entier  <i}h 

Les  substitutions  B,  C,  ...,  étant  successivement  définies  comme  il  vient 
d'être  indiqué,  nous  aurons  la  proposition  suivante,  qui  va  servir  de  fonde- 
ment à  toute  notre  analyse. 

Théorème.  —  Aucune  des  substitutions  successives^,  C,  ...  ne  peut  contenir 
dans  aucun  de  ses  cycles  plus  d'une  lettre  nouvelle. 

5.  Nous  allons  démontrer  d'abord  cette  proposition  pour  la  substitution 
B.  Pour  y  arriver,  nous  supposerons  que  l'un  des  cycles  de  B  contieime 
plusieurs  lettres  nouvelles;  et  nous  en  déduirons  l'existence,  dans  la  suite 
A,  A',  ...,  d'une  substitulion  qui  mêle  dans  ses  cycles  les  lettres  de  A  à  dos 
lettres  nouvelles,  tout  en  déplaçant  moins  de  lettres  nouvelles  que  B;  con- 
séquence inadmissible,  comme  contraire  à  la  définition  même  de  B, 

4.  Soit  1  le  groupe  dérivé  do  celles  A,  Aj,  ...  des  substitutio.ns  A,  A',  ... 
qui  ne  déplacent  aucune  lettre  nouvelle.  Les  pq  lettres  déplacées  par  les  di- 
verses substitutions  de  I  pourront  se  répartir  en  classes,  en  groupant  en- 
semble colles  que  les  substitutions  de  I  permettent  de  permuter  entre  elles. 
Si  I  permute  transitivement  les  pq  lettres,  il  n'y  aura  qu'une  classe  ;  sinon 
il  y  en  aura  plusieurs  ;  mais  dans  aucun  cas  il  n'y  en  aura  plus  de  </,  car 
chacune  d'elles  contient  au  moins  p  lettres,  nombre  dos  lettres  associées 
dans  chacun  des  cycles  de  A. 

5.  Soient  maintenant  x,  /y  deux  lettres  nouvelles,  contenues  dans  un 
même  cycle  de  B.  On  peut  admettre  qu'elles  s'y  suivent  immédiatement. 
Car  si  y  suivait  .r  à  r  rangs  de  distance,  on  n'aurait  qu'à  considérer,  au  lieu 
de  la  substitution  B,  la  substitution  B',  qui  lui  est  semblable,  et  dont  l'un 
des  cycles  contient  x  suivi  immédiatement  de  y. 

Cela  posé,  les  lettres  nouvelles  que  B  déplace  seront  de  deux  espèces; 
les  lettres  y,  ...  que  B  fait  succéder  à  des  lettres  nouvelles;  et  les  lettres 
1  12 
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que  B  fait  succéder  à  des  lettres  anciennes  a,  ft',  ....  Il  existe  nécessairement 
des  lettres  de  cette  seconde  espèce,  puisque  li  contient  au  moins  un  cycle 
où  les  lettres  nouvelles  sont  mêlées  aux  anciennes. 

G.  Les  lettres  a,  a', . . . ,  aHX(]uelles  B  fait  succéder  des  lettres  nouvelles,  for- 
meront par  leur  réunion  une  ou  plusieurs  des  classes  entre  lesquelles  nous 
avons  réparti  les  lettres  de  I.  Supposons  en  effet  qu'il  en  fût  autrement,  et 
qu'il  y  eùtune  classe  contenant  à  la  foisdes  lettres  a, ...  de  la  suite  a,  a', ..., 
et  d'autres  lettres  «,  ...  non  contenues  dans  celte  suite.  Le  groupe  1  étant 
transitif  par  rapport  aux  lettres  de  cette  classe,  l'une  au  moins  des  substi- 
tutions A,  A',  ...,  dont  il  est  dérivé,  mêlera  dans  ses  cycles  les  lettres  «,  ... 
aux  lettres  a,  ....  Supposons,  par  exemple,  que  A  contienne  dans  un  même 
cycle  les  deux  lettres  a  et  a.  La  transformée  de  A  par  B  sera  semblable  à  A. 
Elle  contiendra  dans  un  de  ses  cycles  la  lettre  que  B  fait  succéder  à  a,  la- 
quelle est  nouvelle,  et  celle  que  B  fait  succéder  à  «,  laquelle  est  ancienne. 
Elle  jouira  donc  comme  B  de  la  propriété  de  mêler  dans  ses  cycles  des  lettres 
anciennes  à  des  lettres  nouvelles.  Cependant  elle  déplace  moins  de  lettres 
nouvelles  que  B,  car  elle  laisse  immobiles  ks  lettres  y,  ...  de  première  es- 
pèce que  B  déplaçait.  Ce  résultat  est  inadmissible,  comme  contraire  à  la 
définition  de  B. 

7.  On  peut  répartir  d'une  seconde  façon  les  lettres  nouvelles  que  B  dé- 
place en  deux  catégories  :  l°Ies  lettres  x, ...  auxquelles  B  fait  succéder  des 
lettres  nouvelles;  2°  celles  auxquelles  B  fait  succéder  des  lettres  anciennes 

b, Et  l'on  verra  de  même  que  les  lettres  b, ...  formeront  par  leur  réunion 

une  ou  plusieui's  des  classes  de  lettres  de  I  ;  car  s'il  en  était  autrement,  l'une 
au  moins  des  substitutions  A,  A',  ...,  étant  transformée  par  B""*,  donnerait 
une  nouvelle  substitution  jouissant  de  la  même  propriété  que  B,  mais  dé- 
plaçant moins  de  lettres  nouvelles,  ce  qui  est  inadmissible. 

8.  Les  classes  de  lettres  qui  constituent  la  suite  a,  ...  peuvent  appartenir 
en  tout  ou  en  partie  à  la  suite  b,  ....  Nous  admettrons  pour  plus  de  géné- 
ralité qu'elles  ne  lui  appartietment  pas  en  totalité. 

Soient  a',  ...  celles  des  lettres  «,  ...  qui  n'appartiennent  pas  à  b,  ....  Par 
la  défmilion  môme  de  ces  suites,  B  fera  succédera',...  à  des  lettres  an- 
ciennes c,  .... 

9.  Les  lettres  c, ...  formeront  encore  une  ou  plusieurs  classes  dans  I. 
Cette  proposition  est  le  nœud  de  notre  démonstration;  pour  l'établir, 

considérons  le  groupe  J  transformé  de  l  par  B.  Ses  diverses  substitutions 
laisseront  immobiles  les  lettres  que  B  fait  succéder  à  des  lettres  nouvelles, 
c'est-à-dire  lt!S  lettres  nouvelles  de  première  espèce,  et  les  lettres  anciennes 
de  la  suite  t,  ....  Mais  au  contraire  elles  déplaceront  les  letlres  riouvelles  de 
seconde  es|)éce,  ainsi  que  les  letlres  a',  .... 

Les  substitutions  de  I  pernnilnnt  e\ilusivement  entre  elles  les  lettres 
a,  ...,  ct'llcsde  J  peiinulcronl  exclusivement  entre  elles  le-<  lettres  nouvelles 
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de  la  seconde  espèce,  que  B  leur  fait  succéder.  D'autre  part,  ces  diverses 
substitutions  remplaceront  respectivement  le  systèmes'  des  lettres  a', ... 
par  divers  systèmes  de  lettres  s',  s",  ...,  dont  chaciui  sera  exclusivement 
formé  (!e  lettres  anciennes. 

iO.  En  premier  lieu,  chacun  des  systèmes  s',  s", ...  sera  formé  par  l'en- 
semble (les  lettres  d'une  ou  plusieurs  classes.  Kn  effet,  soit  8  celle  des  sub- 
stitutions de  J  qui  remplace  les-lettres  des'  par  celles  de  s".  La  transformée 
B'  de  B  par  8  sera  une  substitution  semblable  à  B,  dont  les  cycles  contien- 
dront les  mêmes  lettres  nouvelles  que  ceux  de  B  (puisque,  parmi  les  lettres 
nouvelles  que  B  contenait,  les  unes  ne  sont  pas  déplacées  par  8  et  les  autres 
sont  permutées  ensemble).  Soit  d'ailli;urs  x'  la  lettre  que  8  fait  succéder 
à  .r  ;  l'un  des  cycles  de  B  contenant  deux  lettres  nouvelles  consécutives  .r,  y, 
l'un  des  cycles  de  B'  contiendra  les  deux  lettres  nouvelles  consécutives  .r',  y. 
Donc  B' jouira  des  mêmes  propriétés  caractéristiques  que  B;  et  le  raisonne- 
ment déjà  fait  sur  B,  étani  appliqué  à  B',  montrera  que  les  lettres  anciennes 
auxquelles  B'  fait  succéder  des  lettres  nouvelles  doivent  former  par  leur 
réunion  une  ou  plusieurs  classes.  Mais  ces  lettres  sont,  d'une  part,  les  lettres 
communes  aux  deux  suites  a,  ...  et  b,  ...,  lesquelles  forment  une  ou  plu- 
sieurs classes,  et,  d'autre  part,  les  lettres  de  s".  Donc  ces  dernières  lettres, 
considérées  isolément,  formeront  une  ou  plusieurs  classes,  ce  qu'il  fallait 
démontrer. 

1 1 .  Deux  cas  pourront  maintenant  se  présenter,  suivant  que  les  svstèmes 
s',  s",  ...  seront  tous  formés  des  mêmes  classes  de  lettres,  ou  différeront 
les  uns  des  autres  par  quelques  lettres. 

Dans  le  premier  cas,  les  substitutions  de  J  permuteront  exclusivement 
entre  elles  les  lettres  a',  ...  du  système  s';  donc  les  substitutions  de  I,  dont 
elles  sont  les  transformées  par  B,  permutaient  exclusivement  entre  elles  les 
lettres  c,  ...,  que  B  remplaçait  par  a',  ....  Donc  les  lettres  c,  ...  forment 
dans  I  une  ou  plusieurs  classes,  comme  nous  voulions  l'établir. 

12.  Supposons  au  contraire  que  les  systèmes  s',  s",  ...  diffèrent  par  quel- 
ques classes  ;  nous  aboutirons  à  une  absurdité.  • 

On  voit  d'abord  que  chaque  substitution  de  J  remplace  les  uns  par  les 
autres  les  systèmes  s',  s" Supposons  en  effet  que  l'une  d'elles  S  rem- 
place s"  par  un  autre  système  de  lettres  s^  ;  J,  contenant  une  substitution! 
qui  remplace  s'  par  s",  contiendra  ST,  qui  le  remplace  par  Sj;  donc  s^  sera 
par  définition  l'un  des  systèmes  de  la  suite  s',  s",  .... 

11  résulte  évidemment  de  là  que,  s'il  existe  des  classes  communes  à  tous 
les  systèmes  s' ,  s",  ...,  les  lettres  de  ces  classes  seront  pei'mutées  exclusive- 
ment entre  elles  par  les  substitutions  de  J.  Si  l'on  supprime  ces  lettres 
communes  dans  chacun  des  systèmes  s',  s",  ...,  les  systèmes  de  lettres 
restantes  c-',  a", ...  jouiront  encore  de  la  propriété  d'être  permutés  entre 
eux  par  les  substitutions  de  J. 
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15.  Supposons,  pour  (Ixcr  les  idées,  qu'il  existe  des  classes  communes  à 
usvslèmes  tlo  la  suite  a,  a",  ...,  mais  qu'il  n'en  existe  aucune  commune  à 
„_]_  1  systèmes.  Les  classes  communes  à  tous  les  systèmes  ayant  été  sup- 
primées, u  sera  inférieur  au  nombre  des  systèmes;  il  se  réduira  à  l'unité, 
si  les  systèmes  pris  doux  à  deux  n'ont  aucune  classe  commune. 

Soient  o-',  c-",  ...,  c-'*,  u.  systèmes  ayant  des  classes  communes,  et  soient  t 
le  système  des  lettres  formant  les  classes  communes  à  ces  systèmes  ;  t,  Tj, 
T,, ...  les  systèmes  de  Icltres  ([ue  les  diverses  sulislitutions  1,  S^S^,  ...  du 
groupe  J  font  succéder  à  t;  Tj,  par  exemple,  sera  formé  des  classes  com- 
munes à  ceux  des  systèmes  (t[,  ...,  (7'•^  de  la  suite  o-',  ...  que  8j  fait  succéder 
à  7, ...,  ff'^.  D'ailleurs  deux  quelconques  des  systèmes  t,  Tj,-,,  ...  ne  pou- 
vent  avoir  aucune  classe  commune  sans  être  identiques.  En  effet,  si  Tj  et 
Tî,  par  exemple,  avaient  U!:e  classe  commune,  cette  classe  appartiendrait  à 
la  fo.s  aux  ^i  systèmes  o-j, ...,  ir^  queS^  fait  succéder  à  o-',  ...,  o-'*,  et  aux  y. 
svslémes  o-l,  ...,  'j't  que  8^  leur  fait  succéder.  Mais,  par  hypothèse,  aucune 
classe  n'appartient  à  plus  de  ^  systèmes  de  la  suite  t' ,  ....  Donc  ces  pt  der- 
niers systèmes  se  confondent  avec  les  précédents  ;  donc  les  lettres  de  Tj,  qui 
leur  sont  communes,  se  confondent  avec  celles  de  tj,  communes  aux  pré- 
cédents. 

14.  Nous  remarquerons  encore  que  la  suite  t,  t^,  ...  contient  nécessaire- 
ment plusieurs  systèmes  distiiicts.  Car  J  contient  une  substitution  Sj  qui 
remplace  o-'  par  un  système  a'''*'^  différent  de  o-' ,  ...,a'^;  cette  substitution 
remplacera  t  par  un  nouveau  système  t^,  dont  les  lettres  appartiendront  à 
0-'^'^^ ,  tandis  que  les  lettres  de  t  ne  lui  appartenaient  pas;  donc  r^  diffère  de 
T.  Mais,  d'un  autre  côté,  le  nombre  des  sijstè77ies  distincts  de  la  suite  r,  t^,  ... 
ne  peut  dépasser  </,  puisque  chacun  d'eux  est  formé  d'une  ou  plusieurs  classes 
de  lettres,  et  que  le  nombre  total  des  classes  est  au  plus  égal  à  q. 

15.  Gela  posé,  le  groupe,  l  étant  dérivé  des  substitutions  A,  A',  ...  qui 
sont  d'ordre  y,  son  transformé  0  par  B  sera  dérivé  des  substitutions  Jb^ 
À)',  ...  transformées  de  celles-là  par  B,  et  qui  seront  aussi  d'ordre  jj.  Et 
puisque  J  contient  une  substitution  Sj  qui  déjdace  les  systèmes  t,  "i,  ..., 
l'une  au  moins -la  des  substitutions  Â)^  J\d',  ...  dont  il  est  dérivé  déplacera 
ces  svstèmes.  Soit  ^'h^  la  première  des  puissances  successives  de  Jb  qui  ne 
déplace  plus  les  systèmes  ;  p  sera  un  entier  >  1  et  qui  divisera  1.2...  q,  le 
nombre  des  systèmes  étant  moindre  que  q.  Il  est  évident  d'ailleurs  que 
celles  des  puissances  de  A)  qui  ne  déplacent  pas  les  systèmes  sont  Â)'^^ 
jl^*^  ...,  Jb'"',  ....  Mais  Jb'',  se  réduisant  à  l'unité,  ne  dépla(  era  pas  les 
systèmes.  Donc  p  sera  un  multiple  de  p;  et  comme  il  est  premier,  ou  aura 
p  =  p;  résultat  absurde,  p  ne  divisant  pas  1.2...  q. 

10.  Il  est  donc;  établi,  ainsi  (pie  nous  l'avions  aimoncé,  que  les  lettres  de 
la  suite  r,...  loruient  une  ou  plusieurs  classes.  Ces  lettres  pouiront  être 
contenues  eu  tout  ou  en  parlie  parmi  celles  de  la  suite  b,  ....  Supposons 
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pour  plus  lie  généralité  qu'elles  n'y  soient  pas  toutes  contenues.  Si,  parmi  les 
lettres  de  la  suite  c,  ...,  on  efface  celles  qui  lui  sont  communes  avec  la  suite 
h,  ...,  les  lettres  restantes  c',  ...  jouiront  de  la  propriété  que  B  les  fait  suc- 
céder à  des  lettres  anciennes  d,  .... 

Un  raisonnement  identique  au  précédent  fera  voir  que  les  lettres  d,  ... 
forment  une  ou  plusieurs  classes. 

17.  Continuant  ainsi,  ou  arrive  au  résultat  suivant  :  Pour  qu'il  n'existe 
aucune  substitution  déplaçant  moins  de  lettres  nouvelles  que  B  et  les  mêlant 
dans  ses  cycles  aux  lettres  anciennes,  il  faut  que  les  lettres  anciennes  a,  ..., 
que  B  remplace  par  des  lettres  nouvelles,  forment  une  ou  plusieurs  classes;  de 
même  pour  les  lettres  anciennes  c,  ...,  que  B  remplace  par  des  lettres  anciennes, 
mais  que  B^  remplace  par  des  lettres  nouvelles  ;  de  même  pour  les  lettres  an- 
ciennes d,  que  B  et  B-  remplacent  par  des  lettres  anciennes,  mais  que  W  rem- 
place par  des  lettres  nouvelles,  etc. 

18.  Cela  posé,  considérons  l'une  des  classes  contenues  dans  la  suite 
a,  ....  Elle  contient  au  moins  p  lettres,  toutes  déplacées  par  B  qui  n'a  que  q 
cycles.  Donc  deux  au  moins  de  ces  lettres,  a,  a^,  seront  contenues  dans  un 
même  cycle,  où  elles  seront  respectivement  remplacées  par  deux  lettres 
nouvelles  z,  z^;  on  aura  donc,  en  mettant  ces  lettres  en  évidence, 

B  =:  {az  ...  UiZi  ...)(...)..., 

et  en  élevant  B  à  une  puissance  convenable  on  obtiendra  une  substitution 
semblable  à  B  et  de  la  forme 

m=(aa,...zz,... ){...).... 

Cette  substitution  contient  les  mêmes  lettres  nouvelles  que  B,  et  son  pre- 
mier cycle  contient  deux  lettres  nouvelles  consécutives  ;  on  peut  donc  rai- 
sonner sur  elle  comme  sur  B.  D'ailleurs  elle  ne  satisfait  pas  à  la  condition 
que  nous  venons  de  trouver  (17).  Car  soit  m-\-2  le  rang  de  la  première 
lettre  nouvelle  que  renferme  le  cycle  {aa^  ...  zz^ ...).  La  première  puis- 
sance de  B^  qui  remplace  «i  par  une  lettre  nouvelle  sera  la  m'^'"''  ;  si  la  con- 
dition était  satisfaite,  elle  devrait  remplacer  a,  qui  appartient  à  la  même 
classe,  par  une  lettre  nouvelle,  ce  qu'elle  ne  fait  pas. 

Donc  on  pourra  déduire  de  B*^  une  substitution  analogue,  mais  déplaçant 
moins  de  lettres  nouvelles,  ce  qui  est  inadmissible. 

19.  Notre  proposition  est  donc  complètement  démontrée  pour  la  substi- 
tution B.  Les  mêmes  principes  serviront  à  l'établir  pour  la  substitution  sui- 
vante C,  et  de  proche  en  proche  pour  toutes  les  autres. 

Soit  en  effet  li  le  groupe  formé  par  les  substitutions  A,  Aj,  ...,  B,  Bj,... 
delà  suite  A,  A',  ...  qui  ne  déplacent  aucune  lettre  autre  que  celles  déjà  dé- 
placées par  A  et  B.  On  pourra  y  répartir  les  lettres  en  classes,  eu  groupant 
ensemble  celles  que  \^  permute  entre  elles.  Elles  ne  pourront  former  plus  de 
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q  classes.  En  effet,  considérons  d'abord  les  pq  lettres  anciennes  que  A  dé- 
plaçiiit.  Etant  associées  p  àp  dans  les  cycles  de  A,  le  nombre  des  classes 
distinctes  entre  lesquelles  elles  se  répartissent  ne  pourra  dépasser  9.  Pas- 
sons maintenant  aux  lettres  nouvelles  introduites  par  la  substitution  B. 
Chacune  d'elles  se  trouve  dans  un  des  cycles  de  B,  associée  à  des  lettres  an- 
ciennes, et  viendra  s'adjoindre  à  la  classe  déjà  formée  par  ces  lettres.  Donc 
l'introduction  de  ces  lettres  nouvelles  ne  pourra  faire  apparaître  de  nouvelles 
classes.  Au  contraire,  le  nombre  des  classes  distinctes  pourra  se  trouver 
réduit  par  l'adjonction  des  substitutions  B,  B^,  .... 

Cela  posé,  les  raisonnements  que  nous  avons  faits  sur  le  groupe  I  et  la 
substitution  B  deviennent  identiquement  applicables  au  groupe  Ij  et  à  la  sub- 
stitution C.  Ils  le  seront  également  au  groupe  1^  formé  par  celles  des  sub- 
stitutions semblables  à  A  qui  sont  contenues  dans  G  et  ne  déplacent  que  les 
lettres  de  A,  B,  C,  et  à  la  substitution  suivante  D;  etc. 

20.  Nous  remarquerons  d'ailleurs  que  chacune  des  substitutions  B,  C,  ..., 
ne  pouvant  contenir  plus  d'une  lettre  nouvelle  d;uis  chacun  de  ses  cycles, 
le  nombre  total  des  lettres  nouvelles  introduites  par  l'une  quelconque  de 
ces  substitutions  ne  pourra  dépasser  q,  nombre  des  cycles. 


II 

51.  ÏMKOuf.ME.  —   Un   (jroiipe  primitif  G,  qui  contient  une  substitution 
(Vordre  p  à  q  cycles,  contient  nécessairement  le  groupe  alterné  si  son  degré 
(lépaî^ic  une  certaine  limite  pq  -h  f{q),  toutes  les  fois  que  p  surpassera  lui 
même  une  certaine  limite  fyq). 

22,  Pour  démontrer  ce  théorème,  et  déterminer  en  même  temps  la  forme 
(les  fonctions  ^(7),  fiq),  nous  admettrons  que  la  proposition  soit  établie,  et 
les  limites  déterminées  pour  toutes  les  valeurs  de  q  inférieures  à  celles  que 
l'on  considère. 

Nous  admettrons  en  outre  que  l'on  ait  déterminé  pour  ces  mêmes  valeurs 
de  q  le  degré  maxinnun /^r/ -f-i/(7)  des  groupes  simplement  transitifs  que 
peut  contenir  un  groupe  primitif  G  dont  une  substitution  est  d'ordre  p  à  q 
cycles,  mais  qui  ne  contient  pas  le  groupe  alterné  (il  est  clair  que  ^{q)  sera 
au  plus  égal  à  o{q)  ;  mais  il  pourra  être  moindre). 

Cela  posé,  considérant  les  groupes  qui  contiennent  une  substitution 
d'ordre  p  à  q  cycles  sans  contenir  de  substitutions  d'ordre  p  à  moins  de  q 
cycles,  nous  assignerons  les  limites  supérieures  des  trois  quantités  '^(7), 
fi'l)^  M'l)->    en    fonction    des   quantités    connues    tf{q  —  1),  (fiq  —  2),..., 

A7-1),  ...,M7-i)>-. 

27).  .^otre  proposition  sera  dès  lors  démontrée;  car  nous  avons  établi  le 
théorème  dans  le  cas  où  7  =  l  (même  tome,  p.  42)  et  trouvé  pour  ce  cas  les 
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limites  ^(1)  =  2,  f{l)  =  l.  D'ailleurs  un  groupe  primitif  de  degré  n  qui 
contient  une  substitution  circulaire  d'ordre  p,  étant  au  moins  n  —  p  -\-i 
fois  traiisilif,  ne  pourra  contenir  un  groupe  simplement  transitif  de  degré 
'^p.  On  aura  donc  ii/(l)  =  0. 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  récurrentes  qui  donnent  f{q), 
A?)»  t'(</)>  0"  trouvera  facilement  les  limites  suivantes  : 

2  2 

^^^^  ^  Îôg2  ''  ^^^  '^  "^  ^^'       ^('^^  "^  ï^  '^  '^S  î  +  9, 

et  la  valeur  correspondante  de  f{q)  sera  la  plus  grande  des  quantités 
,p(9)  +  l,57  +  2,  18. 

On  obtiendra  d'ailleurs  des  limites  plus  étroites  dans  chaque  cas  parti- 
culier en  serrant  le  problème  de  plus  près,  ainsi  que  nous  le  ferons  voir 
dans  la  section  Vlll. 


III 


24.  Considérons  la  suite  des  groupes  l,]^,  ...,  définis  comme  précédem- 
ment. Nous  avons  vu  que,  si  l'on  répartit  en  classes  les  lettres  déplacées  par 
chacun  de  ces  groupes,  en  groupant  ensemble  celles  qui  sont  permutées 
transitivement,  aucun  des  groupes  de  la  suite  ne  contiendra  plus  de  classes 
que  celui  qui  le  précède.  D'ailleurs  la  suite  se  termine  par  le  groupe  II, 
(|ui  est  transitif.  Soit  donc  I^  le  premier  groupe  transitif  que  contienne  la 
suite;  les  groupes  suivants  I,  +  i,  ...,  H  seront  tous  transitifs. 

Si  r  r=  0,  le  groupe  I  sera  lui-même  transitif;  nous  laisserons  provisoi- 
rement de  côté  ce  cas,  qui  est  relativement  simple. 

25.  Soient  x^,  ...,  x^^  les  lettres  nouvelles  que  I,.  déplace,  mais  que  Ir_i 
ne  déplaçait  pas.  Si  //-  >  1,  le  groupe  I,.  ne  sera  pas  primitif;  mais  ses  lettrées 
se  grouperont  u  à  p  en  systèmes,  dont  Vini  sera  formé  des  lettres  ,rj,  .. .,  x^.  En 
effet,  considérons  le  groupe  J  formé  de  celles  des  substitutions  de  I,.  qui  ne 
déplacent  pas  x^^.  Celles  de  ses  substitutions  qui  sont  semblables  à  A  laissent 
immobiles  les  lettres  x^,  . .. ,  x.^  ;  car  leur  nombre  i/.  —  1  est  inférieur  à  q  (20) 
et  par  suite  à  /;.  Si  donc  il  existait  une  substitution  S  semblable  à  A  et  dé- 
plaçant tout  ou  partie  de  ces  lettres,  elle  les  mêlerait  dans  ses  cycles  à  des 
lettres  anciennes,  car  ces  lettres  nouvelles  sont  en  nombre  insuffisant  pour 
former  à  elles  seules  un  cycle  dans  S.  Mais,  en  vertu  de  la  définition  môme 
des  groupes  successifs  \,\^,  ...,  il  ne  peut  exister  aucune  substitution  sem- 
blable à  A,  déplaçant  moins  de  i».  lettres  nouvelles  et  les  mêlant  dans  ses 
cycles  avec  celles  de  l,._i.  Donc  S  ne  peut  exister. 

D'autre  part,  les  substitutions  semblables  à  A  dont  lr_i  est  dérivé  sont 
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contenues  dans  J,  et  déplacent  toutes  les  lettres  anciennes.  11  résulte  de  là 
(voir  notre  Traité  des  substitutions,  n"  599)  (|iie  les  lettres  de  I^  peuvent  être 
réparties  en  systèmes,  dont  l'un  sera  formé  des  lettres  x^,  ...,a-,^,  ce  qu'il 
nous  fallait  démontrer. 

26.  11  se  peut  qu'il  existe  d'autres  manières  de  répartir  les  lettres  de  1^ 
en  systèmes  (tels  que  chaque  substitution  do  I,  remplace  ces  lettres  de 
chaque  système  par  celles  d'un  même  système)  ;  mais,  dans  chacune  de  ces 
répartitions  diverses,  les  systèmes  qui  contiennent  quelqu'une  des  lettres  nou- 
velles x\,  ...,  .r.j^  sont  exclusivement  formés  de  lettres  nouvelles. 

Supposons  en  effet  qu'il  existât  un  système  s  contenant  à  la  fois  la  leltie 
.r,  et  l'une  des  anciennes  lettres  a.  Les  substitutions  de  I,_i,  laissant  Xj  im- 
mobile, ne  déplaceront  pas  ce  système;  donc  les  lettres  «,  p,  ...  qu'elles 
font  succéder  à  a  appartiennent  toutes  à  ce  système.  Or  l^-i  est  dérivé  de 
substitutions  d'ordre  p  ;  soit  S  une  de  ces  substitutions,  laquelle  déplace  a  ; 
celui  de  ses  cycles  qui  contient  u  contiendra  jj  lettres  distinctes,  qui  toutes 
appartiendront  à  la  suite  a,  §,  ....Donc s,  contenant  ,rj,  a,  p,  ...,  contiendra 
plus  de  p  lettres. 

Cela  posé,  I^  étant  transitif,  l'une  au  moins  T  des  substitutions  d'ordre  /) 
dont  il  est  dérivé  remplacera  le  système  s  par  un  autre.  Mais  T  n'a  que  q 
cycles,  et  comme  elle  déplace  toutes  les  lettres  de  s,  en  nombre  >;;,  elle 
en  contiendra  deux  au  moins  dans  l'un  de  ses  cycles.  Supposons  qu'elles 
s'y  suivent  à  m  rangs  de  distance  ;  T'",  remplaçant  une  des  lettres  de  s  par 
une  autre,  ne  déplacera  pas  ce  système,  et  T,  qui  est  une  puissance  de  T'",  ne 
le  déplacera  pas  non  plus,  comme  nous  l'avions  supposé.  Les  ^  lettres 
a-i,  ...,  X.,,  formant  à  elles  seules  un  certain  nombre  des  systèm.es  de  la  nou- 
velle répartition,  il  est  clair  que  chacun  des  anciens  systèmes  de  p.  lettres 
sera  également  formé  de  la  réunion  d'un  certain  nombre  des  systèmes  de  la 
nouvelle  répartition. 

27.  Il  résulte  de  là  :  1"  que  le  nombre  des  lettres  de  chaque  système  de  la 
nouvelle  répartition  divise  ii,  puisque  les  f*  lettres  x^, ...,  x^  forment  à  elles 
seules  un  ou  plusieurs  systèmes;  2"  que  si  p  =  1 ,  I,.  sera  primitif,  puisqu'il 
sera  impossible  d'y  déterminer  des  systèmes  contenant  plus  d'une  seule 
lettre. 

28.  Les  raisonnements  que  nous  venons  de  faire  pour  le  groupe  I,  seront 
également  applicables  aux  groupes  suivants  Ir+i,  ...,  II,  qui  sont  également 
transitifs.  On  en  tire  de  plus  cette  conséquence  que  H  est  primitif. 

Kn  effet,  si  II  n'était  pas  primitif,  le  nombre  ),  des  lettres  déplacées  par 
ce  groupe  et  non  déplacées  par  le  précédent  serait  >1.  Et  parmi  les  di- 
verses manières  qui  peuvent  exister  de  répartir  les  lettres  de  H  en  systè- 
mes, il  en  existerait  une  seule  où  chaque  systénui  contînt  >  lettres,  à  savoir 
ci'lle  où  les  systèmes  formés  par  les  lettres  nouvelles  se  réduiraient  à  un 
seul  contenant  toutes  ces  lettres.  Cela  posé,  les  substitutions  de  G,  étant  per- 
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mutables  à  H,  remplaceraient  les  systèmes  de  1  lettres  ainsi  déterminés  dans 
II  par  de  nouveaux  systèmes  de  l  lettres  jouissant  également  de  la  propriété 
que  chaque  substitution  de  H  remplace  les  lettres  de  chaque  système  par 
celles  d'un  même  système.  Mais  puisqu'il  n'existe  qu'une  manière  de  déter- 
miner dans  11  de  semblables  systèmes,  les  nouveaux  systèmes  se  confondront 
avec  les  anciens,  et  les  substitutions  de  G  remplaçant  ces  anciens  systèmes 
les  uns  par  les  autres,  G  ne  sera  pas  primitif,  comme  on  le  suppose. 

Revenons  à  la  considération  du  groupe  1,..  Deux  cas  seront  à  distinguer, 
suivant  que  l'on  aura  v.  >>  1  ou  ij.  =  i. 


IV 


29.  Premier  cas,  y.  >  1 .  —  Soit  pq  -hk  le  nombre  des  lettres  déplacées 
par  Ir;  nous  allons  déterminer  une  limite  supérieure  du  nombre  /.-. 

Sir=:l,  on  obtiendra  innnédiatement  la  limite  cherchée;  en  effet,  1  dé- 
plaçant 7^9  lettres,  Ij  en  déplacera  pq  -+-  y..  On  aura  donc  k  =  a  <<  q. 

50.  Soit  au  contraire  r>>l.  Les  lettres  de  I,  pourront  se  grouper  p.  à  u. 
en  systèmes  s,  t,  u,  ....  Les  ièllres  déplacées  par  I^  sans  l'élre  par  l,._i  for- 
meront l'un  de  ces  systèmes  i-  ;  quant  aux  lettres  déplacées  par  Ir_  i  sans  l'élre 

parlr-i,  elles  formeront  un  ou  plusieurs  des  systèmes  de  la  suite  t,  u 

Soit  en  effet  a  l'une  de  ces  lettres,  appartenant  par  exemple  au  système  t; 
et  soient  li,  ...  les  autres  lettres  de  cette  sorte.  Si  I^-a  les  déplaçait,  l'une 
des  substitutions  d'ordre  p  dont  Ir_2  est  dérivé  les  déplacerait.  D'ailleurs 
cette  substitution,  laissant  immobile  «,  ne  déplacerait  pas  le  système  t  ; 
donc  elle  permuterait  exclusivement  entre  elles  les  lettres  p,  ...  ;  résullat 
absurde,  car  ces  lettres,  en  nombre  <Cp,  ne  peuvent  former  im  cycle  à  elles 
seules. 

31.  Les  substitutions  de  Ir_t  ne  peuvent  permuter  les  systèmes  t,  u,  ...  les 
uns  dans  les  autres  d'une  manière  trois  fois  transitive.  Supposons  en  effet  que 
cela  eût  lieu.  Celles  des  substitulions  de  l,._i  qui  ne  déplacent  pas  t  forment 
un  groupe  M  deux  fois  transitif  par  rapport  aux  systèmes  restants.  Celles  de 
ces  substitutions  qui  sont  d'ordre  p,  étant  combinées  ensemble,  forment  un 
groupe  N,  évidemment  permutable  aux  substitutions  de  M,  et  par  suite  tran- 
sitif. D'ailleurs  les  substitutions  de  M  devant  permuter  exclusivement  entre 
elles  les  ^  lettres  de  t,  celles  d'entre  elles  qui  sont  d'ordre  p  laisseront  ces 
lettres  immobiles.  D'ailleurs  elles  appartiendront  à  Ir-^;  car  si  l'une  d'elles 
S  déplaçait  quelqu'une  des  lettres  nouvelles  (en  nombre  <  ^y)  que  1,._2  ne 
déplaçait  pas,  mais  que  Ir-i  déplace,  elle  les  mêlerait  dans  ses  cycles  avec 
les  lettres  de  Ir_2;  et,  en  transformant  par  S  les  substitutions  semblables  à 
A  dont  lr_2  est  dérivé,  on  obtiendrait  de  nouvelles  substitutions  semblables 
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à  A,  mais  contenant  moins  de  lettres  nouvelles  que  n'en  déplace  Ir_t; 
résultat  inadmissible,  comme  contraire  à  la  définition  de  ce  groupe. 

52.  Donc  lr_2  contient  N,  et  par  suite  permute  transitivement  les  systè- 
mes restants  w, ....  D'ailleurs  le  nombre  de  ces  systèmes  est  au  moins  égal  à 
p.  En  effet,  Ir_î  contient  la  substitution  A  d'ordre  ;j.  Les  lettres  contenues 
dans  chacun  de  ses  cycles  appartiendront  nécessairement  à  p  systèmes 
distincts.  Supposons  en  effet  qu'un  même  cycle  c  contînt  deux  lettres  7  et  S 
d'un  même'système  u,  et  que  ces  lettres  se  suivissent  à  m  rangs  de  distance. 
A*",  remplaçant  7  par  c^,  ne  déplacerait  pas  le  système?/  ;  il  en  serait  de  même 
de  A,  qui  est  une  puissance  de  A*"  ;  donc  toutes  les  lettres  du  cycle  qui  con- 
tient 7  et  5  appartiendraient  au  système  u;  ce  qui  est  absurde,  le  nombre 
Il  des  lettres  du  système  étant  <Cp. 

33.  On  voit  enfin  qu'il  7i  existera  qu'une  manière  de  répartir  les  lettres  de 
Ir_i  en  systèmes  de  [i  lettres.  Imaginons  en  effet  qu'on  ait  opéré  une  sem- 
blable répartition,  et  soit  t'  celui  de  ces  nouveaux  systèmes  qui  contient 
une  lettre  a  de  f;  il  ne  pourra  contenir  en  même  temps  une  lettre  7  de  l'un 
des  systèmes  restants  u,  ....  En  effet  les  substitutions  de  Ir_2,  ne  déplaçant 
pas  a,  ne  déplaceraient  pas  le  système  t'  ;  donc  les  lettres  que  ces  substi- 
tutions permutent  avec  7  appartiendraient  à  t'  ;  résultat  absurde,  leur  nom- 
bre étant  au  moins  égal  kp.  Donc  t'  doit  se  confondre  avec  t,  et  la  nouvelle 
répartition  avec  l'ancienne. 

o4.  Cela  posé,  1,.  n'étant  pas  primitif,  ne  sera  pas  le  dernier  terme  de  la 
suite  1,  11,  ...,  H  (28).  Soient  Ir+i  le  terme  suivant,  u!  le  nombre  des  lettres 
nouvelles  déplacées  par  I^+i  sans  l'être  par  I,..  Des  raisonnements  analogues 
à  ceux  du  n"  25  montrent  que  les  lettres  de  l^  +  i  peuvent  se  répartir  en 
systèmes  de  [>!  lettres,  l'un  de  ces  systèmes  p  étant  formé  des  lettres  nou- 
velles qui  viennent  d'être  introduites.  Chacun  des  anciens  systèmes  de  p  let- 
tres .s,  f,  ...  sera  formé  par  les  lettres  d'un  ou  plusieurs  de  ces  nouveaux 
systèmes  (26).  Donc  /  sera  égal  à  u.  ou  à  un  diviseur  do  t/. 

35.  Supposons  d'abord  fx'<;a;  nous  arriverons  à  une  conséquence 
absnrde. 

Soient  respectivement  o-,  o-',  ...  ;  t,  t',  ...  ;  ...  ceux  des  nouveaux  systèmes 
dont  la  rénnion  forme  s,  i,  ...  ;  le  groupe  1,.,  étant  transitif,  permutera  tran- 
sitivement ces  systèmes,  et  l^  +  i  sera  deux  fois  transitif  par  rapport  aux 
systèmes  /?,  o-,  o-',  ....  t,  t',  ....  Donc  il  contient  une  substitution  S  qui  rem- 
place le  système  p  par  le  système  «r  et  réciproquement. 

30.  La  substitution  S  est  permutable  à  \,-i.  En  effet,  Ir_i  est  dérivé  de 
substitutions  semblables  à  A  et  ne  déplaçant  ni  les  lettres  de  p  ni  celles  de 
(T.  Soit  T  l'une  quelconque  de  ces  substitutions.  Sa  transformée  par  S  ne 
déplacera  pas  ces  mêmes  lettres.  Elle  ne  pourra  d'ailleurs  déplacer  aucune 
des  lettres  des  systèmes  u', ...  ;  car  ces  lettres,  en  nombre  (i  —  /x'  «</>,  ne 
pourraient  y  former  un  cycle  entier  ;  elles  se  trouveraient  donc  mêlées  dans  les 


i 
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cycles  do  la  transformée  avec  les  lettres  de  I^-i  ;  on  aurait  ainsi  une  substi- 
tution semblable  à  A  et  mêlant  dans  ses  cycles  aux  letlres  de  Ir_i  des  let- 
tres nouvelles  en  nombre  <; y.;  résultat  inadmissible  comme  contraire  à  la 
définition  de  I^.  Donc  la  transformée,  ne  déplaçant  que  les  lettres  de  I;._i, 
appartiendra  à  ce  groupe. 

57.  Cela  posé,  les  systèmes  t,  u,  ...  jouissent  de  la  propriété  que  chaque 
substitution  de  Ir_i  remplace  les  lettres  de  chaque  système  par  celles  d'un 
môme  système.  Les  systèmes  de  lettres  t' ,  u' ,  ...,  que  S  leur  fait  succéder, 
jouiront  de  la  même  propriété  dans  le  groupe  transformé  de  Ir- 1  par  S,  le- 
quel n'est  autre  que  I,_i.  .Mais  il  n'existe  qu'une  répartition  des  lettres  de 
Ir_i  en  systèmes  de  u.  lettres;  donc  i',  u', ...  se  confondront,  à  Vordre  près, 
avec  t,  u,  .... 

Donc  S  permute  les  uns  dans  les  autres  les  systèmes  t,u,  ...  ;  et,  par  suite, 
elle  permutera  exclusivement  ensemble  les  lettres  de  c-',  .... 

58.  Considérons  maintenant  le  groupe  Ir  transformé  de  Ir  par  S  ;  les  let- 
tres s'y  répartiront  ^  à  u.en  systèmes,  respectivement  formés  des  lettres  que 
S  fait  succéder  à  celles  de  s,t,u,...;  ces  nouveaux  systèmes  seront 
{p,(j',  ...),t,Uy ...,  eil'r  les  permutera  d'une  manière  trois  fois  transitive.  Il 
contiendra  donc  une  substitution  U  qui  remplace  (o,  a-',  ...)  par  t  et  récipro- 
quement. Le  groupe  I,._i,  transformé  de  I^-i  par  U,  déplacera  toutes  les 
lettres,  sauf  celles  de  o-  et  de  t.  Mais  Ir,  étant  deux  fois  transitif  par  rapport 
aux  systèmes  s=  {t,  g-',  ...),  t,  ...,  contient  une  substitution  V  qui  remplace 
s  par  i  et  réciproquement.  Le  groupe  Ii'_i,  transformé  de  I^-i  par  V,  ne  dé- 
placera pas  les  lettres  de  s.  Donc  les  lettres  nouvelles  qu'il  déplace,  et  que 
Ir_i  ne  déplaçait  pas,  se  réduisent  aux  a  lettres  de  p.  Il  dérive  d'ailleurs  de 
substitutions  d'ordre  jj,  comme  Ir_i  dont  il  est  le  transibrmé.  Ces  substitu- 
tions devront  mêler  dans  leurs  cycles  les  lettres  nouvelles  en  nombre  a  -<  /x 
avec  les  anciennes.  Ce  résultat  est  inadmissible,  comme  contraire  à  la  défi- 
nition du  groupe  1,-. 

59.  On  aura  donc  u.' =  u.;  donc  les  lettres  de  Ir+i  se  répartiront  encore 
fia  [i  en  systèmes,  et  Ir  +  i  ne  sera  pas  primitif. 

40.  Passons  au  groupe  suivant  1^+2.  Soit  u!'  le  nombre  des  lettres  nou- 
velles déplacées  par  ce  groupe;  on  verra  de  la  même  manière  que  -j!'  =■  f*, 
et  que  1^+2  n'est  pas  primitif.  De  même  pour  I^+s,  etc.  On  pourra  pour- 
suivre indéfiniment,  sans  jamais  arriver  à  un  groupe  primitif  H  qui  puisse 
former  la  suite. 

41.  Il  est  donc  établi,  ainsi  que  nous  l'avons  annoncé  (51),  que  b-i  no 
peut  être  plus  de  deux  fois  transitif  par  rapport  aux  systèmes  t,u,  ...  ;  par 
suite  I,.,  qui  est  deux  fois  transitif  par  rapport  as,  t,u,  ...,  le  sera  tout  au 
plus  trois  fois. 

42.  Nous  pouvons  déduire  de  ce  qui  précède  une  limite  pour  le  nom- 
bre k. 
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Considérons  en  effet  les  déplacements  d'ensemble  opérés  sur  les 

systèmes  s,  t,  ...  par  les  substitutions  de  Ir.  Le  groupe  J,.  formé  par  ces  dé- 
placements sera  m  fois  transitif,  m  étant  -égal  à  'i  ou  à  o  ;  il  sera  donc  pri- 
mitif. Il  contient  d'ailleurs  une  substitution  d'ordre  p  à  -  cycles. 

Considérons  en  effet  la  substitution  A.  Nous  avons  vu  (52)  que  les  lettres 
de  chacun  de  ses  cycles  appartiennent  à  p  systèmes  différents,  que  A  {)er- 
mute  entre  eux.  D'ailleurs  chacun  de  ces  p  systèmes  contenant  ^  lettres, 
l'ensemble  de  leurs  lettres  formera  p  cycles  dans  A.  Donc  A  contiendra  les 

lettres  de  —  systèmes,  formant  -  classes  telles  que  A  permute  circu- 

lairement  entre  eux  les  p  systèmes  de  chaque  classe. 

45.  Cela  posé,   si  le   groupe  Jr  contient  le  groupe  alterné,   on  aura 

k  <<  2a.  En  effet,  Jr  devra  ôtre^-^^ ^  —  2  fois  transitif;  mais  il  l'est  tout  au 

plus  trois  fois.  On  aura  donc  ^-^ <<5.  Mais  on  a  par  hypothèse  pi>l, 

P- 
(j^u,p'^q,  d'oùj9>>5.  La  condition  ci-dessus  ne  pourra  donc  être  satis- 
faite qu'en  posant  /j  =  5,  ^y  =  a  =  2 ,  A  <^  2p. 

44.  Si  Jr  ne  contient  pas  le  groupe  alterné,  soit  L  le  groupe  formé  par 
celles  de  ses  substitutions  qui  laissent  immobile  m  —  i  systèmes  donnés.  Il 
sera  simplement  transitif  par  rapport  aux  systèmes  restants.  Il  est  d'ailleurs 
contenu  dans  J^,  qui  est  primitif,  ne  contient  pas  le  groupe  alterné,  mais 

contient  une  substitution  d'ordre  p  à  —  cycles.  Donc,  en  vertu  de  l'hypo- 
thèse admise  (22),  le  nombre  des  systèmes  que  L  déplace  ne  pourra  dé- 
passer p—  -+-  ^  (  —  )  •  Donc  le  nombre  total  des  systèmes  de  J^  ne  pourra. 

f  \  p/ 

dépasser  »  —  +-l'i  —  ]  -{-m  —  1  ;  et  chacun  d'eux  contenant  a  lettres,  le 

y-         \  y- 1 
nombre  des  lettres  déplacées  par  1,  aura  pour  limite  supérieure 

pq  -f  ;4(  " )  +  ('»  —  '!):■'••  • 

On  aura  donc 

^<l^4(-) +  ("»—!  )l'-. 
ou,  en  remarquant  que  m-<3, 

(1)  A^.^f^WSa. 
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Cette  limite,  étant  évidemment  plus  élevée  que  les  limites  ;*  et  2pi  trouvées 
précédemment  (29  et  45),  s'appliquera  à  tous  les  cas  et  pourra  être  con- 
servée seule. 

45.  Le  groupe  G,  contenant  un  groupe  Iransitit,  mais  non  primitif  Ir,  de 
degré  pq-\-k,  contiendra  un  groupe  deux  fois  transitif,  K,  et  de  degré 
d  =  pq-{-k-\-q'-+-r'-'rs'-\-...  -|-1,  cliacun  des  enliers  7',?-', .s'...  divisant  le 
précédent,  et  q'  étant  un  nombre  tel,  que  les  lettres  de  1^  puissent  se  ré- 
pai  tir  de  deux  manières  différentes  en  systèmes  de  7'  lettres.  S'il  n'existait 
aucun  nombre  7' jouissant  de  cette  propriété,  le  degré  de  K  se  réduirait 
simplement  à /x/H-Zi -1-1  {Voir,  pour  la  démonstration,  les  n'''^  à  8  du  mé- 
moire intitulé  Théorèmes  sur  les  groupes  primitifs  ;  Journal  de  Liouville, 
2«  série,  I.  XVI). 

Or  nous  avons  vu  (26)  qu'il  n'existe  qu'une  s(!ule  répartition  des  lettres 
de  Ir  en  systèmes  do  a  lettres,  et  que  dans  les  autres  répartitions,  s'il  en 
existe,  le  nombre  des  lettres  de  chaque  système  est  un  diviseur  de  a  ;  donc 
q'  divisera//,  et,  si  a.  désigne  le  nombre  des  facteurs  premiers  de/z,  on  auia 

q'  +  ^•'  +  s'  +  ...  +  \  ^  IJ.  L  +-+...+  ~\  ^  u.  —  \ . 

On  aura  donc 

(2)  \  =  d—pq-^k-]-ii.—  \  <  a<^(^  j  -}-5a  — 1. 

D'autre  part  k^^i,  puisque  I,  déplace  pt  lettres  nouvelles;  d'ailleurs 
ry'  +r'-l- ...  +  I  est  au  moins  égal  à  1  ;  d'où  la  limite  inférieure 

(5)  A  >  a  +  1  >  A;. 

46.  Soit  maintenant  7i  =  d-\-e  le  degré  de  G;  ce  groupe,  contenant  un 
groupe  deux  fois  transitif  de  degré  d,  sera  e-i-2  fois  transitif,  et  le  degré 
des  groupes  simplement  transitifs  qu'il  peut  contenir  ne  pourra  dépasser  la 
limite  d  —  \.  Car  un  groupe  de  degré  d — 1-f-r  contenu  dans  G  j-erait 
r  -h  1  fois  transitif.  On  aura  donc  dans  ce  cas 

pq  +  ^qXd—  \, 
d'où 

(4)  <L{7)<A  — 1  <u.|('i^  +3[i  — 2. 

47.  Cela  posé,  admettons  que  l'on  ait 

(5)  P  >  \'-'\'\-)  +  '^y-  —  1'      f^'^Ù     /;  >  A  ; 

nous  allons  trouver  une  limite  supérieuie  pour  le  nombre  inconnu  n. 
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En  premier  lieu,  nous  établirons  que  l'ordre  ci  de  K  ne  peut  être  divisible 
par  p-. 

Soient  a,  p,  y,  ...  les  A  lettres  déplacées  par  K  sans  l'être  par  I,  et  soient 
respectivement  L  le  groupe  formé  par  l'ensemble  des  substitutions  de  G  qui 
ne  déplacent  que  les  lettres  de  K  (ce  groupe,  contenant  K,  sera  au  moins 
deux  fois  transitif)  ;  Lj,  L^,  L^,...  les  groupes  formés  par  celles  des  substitu- 
tions de  L  qui  laissent  immobile  «;  a  et  /3;  «,  {3  et  7;  etc.  Soient  ûn'fltg, 
Û3,...  les  ordres  respectifs  de  ces  groupes  ;  0  celui  de  I.  Le  groupe  L  étant 
deux  fois  transitif,  on  aura 

n  =  {pq  +  A)  n,  =  {pq  +  ^)(pq  +  A  —  1)  n»; 

et,  comme  §  est  >>2  et  <ip,  a  contiendra  le  facteur  p  à  la  même  puis- 
sance que  il.,. 
On  aura  d'ailleurs 

n.  =  ln^, 

l  étant  le  nombre  des  lettres  que  L,  permute  avec  7.  Ces  lettres  seront  de 
deux  sortes  :  les  unes  qui  figuraient  dans  le  groupe  I;  les  autres  nouvelles. 
Le  nombre  de  ces  dernières  lettres  sera  au  plus  égal  à  A  —  2  ,  et  au  moins 
égal  A  1(7  pouvant  toujours  être  permuté  avec  lui-même)  ;  il  sera  donc 
premier  à  ;;.  Au  contraire,  le  nombre  des  lettres  de  la  première  sorte  sera 
un  multiple  de  p  ;  car  L.,,  contenant  1,  contiendra  la  substitution  A  dans  les 
cycles  de  laquelle  les  lettres  anciennes  sont  associées  p  à  p;  et  il  est  clair 
que  si  les  substitutions  de  L,  permutent  7  avec  une  lettre  ancienne  quel- 
conque Ê,  elles  permettront  de  la  permuter  avec  chacune  des/;  lettres  qui 
sont  contenues  dans  le  même  cycle  que  celle-là.  Donc  /  sera  premier  à  p,  et 
îi^  contiendra  le  facteur  y  à  la  môme  puissance  que  Q... 

Continuant  ainsi,  on  verra  que  il  contient  le  facteur  p  à  la  môme  puis- 
sance que  0. 

Or  soient  1'  le  groupe  formé  par  celles  des  substitutions  de  1  qui  laissent 
immobile  une  lettre  s;  0'  son  ordre  ;  /'le nombre  des  lettres  avec  lesquelles 
les  substitutions  de  1  permutent  e;  on  aura 

0  =  Z'0'. 

Or/'  est  au  plus  égal  à  pq ',  il  est  donc  <i])^  et  ne  peut  contenir  qu'une 
fois  le  fadeur  />.  D'autre  part,  0'  est  premier  à  p;  sans  quoi  1'  contiendrait 
une  substitution  d'ordre  p,  laquelle  aurait  moins  de  7  cycles,  le  nombre 
total  des  lettres  de  l'  étant /;ry —  1  ;  résultat  inadmissible  ,  car  G,  et  a  for- 
tiori V ,  ne  <',ontieiitpai'  hypfjlhésc  aucune  semblable  substitution  (22). 

48.  Soient  mainlenanl  II,  II,,  IIj  les  groiipes  respectivement  formés  par 
celles  des  subslilntioiis  de  L,  L,,  Lj  qui  sont  permutables  au  groupe  r 
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formé  par  les  puissances  de  A  ;  w,  Wj,  m^  les  ordres  de  ces  groupes  ;  on  aura, 
d'après  le  thôorèrne  do  M.  Sylow, 

n  =  M,    iii  =  wi,    n.,  =  w.,  inod  /?-, 
et,  par  suite, 

(6)  M   =   (/>(/   +   A)wi,         Wj  =   (/)^4-à  — 1)W2. 

Mais  les  substitutions  de  H^,  étant  permutables  à  r,  devront  permuter 
exclusivement  entre  elles  les  a —  1  lettres  |3,  -/,...  que  r  ne  déplace  pas  ;  et 
il  est  clair  que  l'on  aura  wj  =  rw,,  r  étant  le  nombre  de  celles  de  ces  lettres 
que  les  substitutions  de  Hj  permutent  avec  la  lettre  |3,  que  les  substitutions 
de  H,  ne  déplacent  pas.  On  aura  par  suite 

rtdj  =  [i)q  +  A  —  Ijuj  mod;/-, 

et  comme  w,,  diviseur  de  iio,  n'est  pas  divisible  par  7J^  on  aura 

r  =  A  —  1  1110(1  y;, 
et  enfin,  comme  7'<^A  —  \  <Cp, 

(7)  r  =  A  — 1. 

Donc  les  substitutions  de  Hj  permutent  transitivement  les  lettres  |3,  y,.... 

On  verra  de  la  même  manière  que  les  substitutions  de  H  permutent  tran- 
sitivement a  avec  /3,  y,...;  il  permutera  donc  les  lettres  a,  j3,  y,...  entre  elles 
d'une  manière  deux  fois  transitive. 

49.  Soient  maintenant  y,  z,  u,...  les  lettres,  en  nombre  e,  que  G  dé- 
place, mais  que  L  ne  déplaçait  pas.  Le  groupe^G,  étant  e-l-2  fois  transitif, 
contiendra  une  substitution  S  qui  laisse  immobiles  e —  1  lettres  z,...,  et  qui 
remplace?/  par  a.  et  réciproquement.  Celte  substitution  sera  permutable  à 
Lj  ;  car  les  transformées  des  substitutions  de  Lj  par  S  appartiendront  à  G; 
d'autre  part,  elles  laissent  immobiles  les  lettres  y,  î,...,aque  L^  ne  déplace 
pas  el  que  S  permute  exclusivement  entre  elles;  donc  elles  appartiendront 
à  Li,  en  vertu  de  la  définition  de  ce  groupe.  Quant  au  groupe  L,  S  le  trans- 
formera en  un  groupe  semblable  L',  où  la  lettre  y  jouera  le  même  rôle  que 
a  jouait  dans  le  groupe  L.  Cela  posé,  le  groupe  L',  contenant  Lj,  con- 
tiendra la  substitution  A,  dont  les  puissances  forment  le  groupe  r  ;  et, 
en  appli([uant  à  1/  les  mêmes  raisonnements  qu'à  L,  on  voit  que  le  groupe 
H'  formé  par  celles  des  substitutions  de  1/  ((ui  sont  permutables  à  r  per- 
mutera exclusivement  entre  elles,  et  d'une  manière  deux  fois  transitive,  les 
lettres  y,  S,  y,...  que  r  ne  déplace  pas. 

Les  substitutions  de  11  el  de  II'  combinées  ensemble  permettront  évidem- 
ment d'amener  î/  à  la  place  de  l'une  quelconque  des  lettres  v.,  (3,  y,...,  y;  puis, 
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sans  déplacer//,  d'amoner  a  et  ^  à  deux  quelconques  des  places  restantes; 
donc  lo  groupe  fil,  H')  sera  trois  fois triinsilif  par  rapporta  ces  lettres. 

50.  On  voit  (le  la  même  manière  que  G  contient  un  groupe  II",  dont  les 
substitutions  sont  permutables  à  r,  laissent  immobiles  les  lettres  y,  u,...,  et 
permutent  entre  elles,  d'une  manière  deux  fois  transitive,  les  lettres  z,  p, 
•/,...,  etc.;  et  que  le  groupe  (H,  H',  H")  sera  quatre  fois  transitif  par  rap- 
port anxletlres  a,  (3,'/,...,  y,  z.On  pourra  continuer  ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  ait 
épuisé  le  nombi'e  des  loltres  y,  x-,  .... 

51.  Soit  maintenant  OG  le  groupe  formé  par  celles  des  substitutions  de 
G  qui  sont  ])ermutables  à  Y  et  permutent  exclusivement  entre  elles  les 
c'H-.i  lettres  a,  3,  y,...,  y,  z,  ....  Ce  groupe,  contenant  évidemment  H,  H', 
H",  ...,  sera  au  moins  eH-5  fois  transitif  par  raiiporl  à  ces  letli'es.  Ses  sub- 
stitutions seront  d'ail'eurs  de  la  forme  XY,  X  étant  une  substitution  entre 
les  lettres  ci-dessus  et  Y  une  substitution  entre  les  lettres  anciennes  que 
r  déplace. 

La  substitution  partielle  X  étant  échangeable  à  r,  la  substitution  Y  lui 
sera  permutable.  Donc  elle  remplacera  les  lettres  de  chaque  cycle  de  A, 
lesquelles  sont  permutées  entre  elles  par  les  substitutions  de  r,  par  d'autres 
lettres  jouissant  de  cette  propriété,  et  appartenant  par  suite  à  un  même 
cycle  de  A.  On  aura  donc  Y  =  ZU,  Z  étant  une  substitution  qui  permute 
entre  eux  les  cycles  de  A  en  remplaçant  les  unes  par  les  autres  les  lettres 
correspondantes,  etU  une  subslilution  qui  ne  déplace  plus  les  cycles.  Cette 
substitution  U,  étant  permutable  à  r,  transformera  A  en  une  de  ses  puis- 
sances, telle  que  A''  (^désignant  une  racine  primitive  Aep).  Or,  si  l'on  dé- 
signe parai,,...,  «ip,...,  aji,..-,  amples  diverses  lettres  de  A,  on  pourra  la 
mettre  sous  la  forme 


cl  la  substitution 


V=  I  «M,  «,«,„ 


la  transformera  en  A'.  On  aura  donc  U  =  V'W,  \V  étant  une  nouvelle  substi- 
tution qui  ne  déplace  pas  les  cycles  et  qui  soit  échangeable  à  A  ;  on  voit 
sans  peine  qu'elle  devra  être  de  la  forme 

Il  est  donc  établi  que  les  substitutions  de  9G  seront  toutes  de  la  'orme 
XZVW. 

52.  Ici  divers  cas  seront  à  distinguer  : 

1"  l*aiiiii  les  substitutions  du  groupe  tX-,  il  en  existe  deux  S, :=X,ZiV'''W,, 
Sj(  =  XjZjV  iW,,  pour  lesquelles  on  auraZ,  =  Z,,  sans  avoir  en  même  temps 
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Xi^Xj.  Dans  ce  cas,  i)G  conlitndra  la  substitution  SiS;',  qui  se  réduit  évi- 
demment à  la  forme  XVVV,  X  différant  de  l'unité. 

Soient  X'V'W' ,  X"V'''"W",...  les  substitutions  de  DG  qui  se  réduisent  à 
celte  forme.  Elles  forment  un  groupe  évidemment  permutable  aux  substi- 
tutions de  %.  A  fortiori,  les  substitutions  partielles  X',  X",...  formeront  un 
groupe  permutable  au  groupe  partiel  formé  par  les  déplacements  Xj,  X^,... 
que  les  substitutions  de  96  font  éprouver  aux  e  +  Alettres  a,  |3, 7,...,  :r,  ?/,.... 

Mais  le  groupe  (Xj,  X,,.,.)  est  ^4-2  fois  transitif.  Donc  le  groupe 
(X',  X",...),  qui  est  permutable  à  ses  substitutions,  sera  au  moins  e  +  1  fois 
transitif,  si  e>>l  (même  tome,  Sur  la  limite  de  transitivite'  des  groupes  non 
alternés,  p.  69).  Donc  ses  substitutions  ne  seront  pas  toutes  échangeables 
entre  elles.  Supposons,  par  exeiiiple,  queX'  ne  soit  pas  échangeable  à  X". 

Des  deux  substitutions  S'  =X'V?'W',  S"  =  X"Y'^"W",  on  déduira  la  substi- 
tution S'-»S"-^S'S"  qui  se  réduit  à  la  forme  XW  (X  différant  de  l'unité). 

53.  Soienlx'w',  x"w",...  les  substitutions  de  cette  dernière  forme  que 
contient  %.  Elles  forment  un  groupe  évidemment  permutable  aux  substitu- 
tions de  %  ;  et  les  substitutions  partielles  .c',  x"...  formeront  un  groupe 
permutable  à  Xj,  X^,,..;  il  sera  donc  e-t-  1  fois  transitif,  et  ses  substitu- 
tions ne  seront  pas  toutes  échangeables  entre  elles.  Supposons,  par  exemple, 
que  x'  ne  le  soit  pas  à  x"  ;  les  substitutions  iv\  w",...  de  îa  forme  W 
étant  évidemment  échangeables  entre  elles,  9G  contiendra  la  substitution 
{x'iv')~ ^(x"w")~^{x'w'){x"w") ,  qui  se  réduira  à  la  forme  X. 

Donc  %  contiendra  des  substitutions  de  la  forme  X.  Elles  constitueront 

un  groupe  évidemment  permutable  à  Xj,  X^,...,  et  qui,  par  suite,  sera  e-\-i 

fois  transitif.  D'ailleurs,  il  ne  déplace  que  les  e-\-A  lettres  a,  /3,  7,..., 

.r,   y/,....  Le  groupe  G,  de  degré  n,  contenant  ce  dernier  groupe,  sera 

n  -t—  4 
M  —  A  +  l  fois  transitif.  Mais  il  ne  peut  1  être  plus  de  — - —  fois  [Traité  des 

o 

substitutions,  83)  ;  on  aura  donc 

n  <  — ^r —  <    ^ 


2 

résultat  absurde,  car  w  ^  ^p  -H-  A  +  2  et  ^  >  1  par  hypothèse. 

54.  Si  l'on  avait e=  1,  il  pourrait  se  faire  que  le  groupe  (X',  X",...),  per- 
mutable aux  substitutions  du  groupe  (Bi,  B,,...),  ne  fût  qu'une  fois  transitif, 
ce  qui  infirmerait  le  raisonnement.  Mais  cette  circonstance  ne  peut  se  pré- 
senter {loc.  cit.)  que  si  le  degré  e  +  A  de  ce  groupe  est  une  puissance  de 
2,  et  ses  substitutions  de  la  forme 

I  u,v,  ...    u  +  a,  V  +  a',  ...  \  mod  2. 

Comme  e-i-A  est  au  moins  égal  à  5,  il  y  aura  plusieurs  indices,  et  les 

substitutions  X',X",...  ne  seront  pas  des  puissances  d'une  même  subslitn- 

i  iô 
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lion.  Supposons,  par  exemple,  que  X"  ne  soit  pas  une  puissance  de  X'  ; 

30  contiendra  la  substitution  X'V^  W'(X"V'  W")  ?",  qui  se  réduit  à  la  forme 
XW,  X  différant  de  l'unité.  D'ailleurs  X,  appartenant  au  groupe  (X',X",...), 
sera  d'ordre  -\  tandis  que  W  est  d'ordre  ;j;  et  OG  contiendra  la  substitution 
(XW)P  =  X. 

Donc  9G  contient  des  substitutions  de  la  forme  X.  Ces  substitutions  for- 
ment un  groupe  permutable  aux  substitutions  de  %,  et  par  suite  transitif. 
Il  a  d'ailleurs  pour  degré  1  +  A.  Donc  G  contiendra  un  groupe  transitif  de 
degré  1-1- A;  si  donc  il  n'est  pas  alterné,  son  degré  n  sera  inférieur  à 
5(1  4- A)  —  2  {Théorèmes  sur  les  groupes  primitifs,  n"  2).  Ce  résultat  est 
absurde,  car  n  =  qp  H-  A -j-  1 ,  où  ry>  1  et  p>  A. 

55.  Donc,  dans  l'hypothèse  que  nous  traitons,  il  faudra  nécessairement 
admettre  e  =  0,  d'où 


et  enfin 

(8) 


n<pq  +  vM M  -f-  5a  —  \, 
*P{?)  =  n  —  pq  <,[j.\i^  \  +  5y.  —  1 . 


56.  2"  Il  nous  reste  à  discuter  l'hypothèse  où,  parmi  les  substitutions  de 
X,  X^ZiV'iWijX.ZjV-iW,,...,  il  n'en  existe  point  où  ronaitZi  =  Z,,  sans  avoir 
en  même  temps  Xj^X^.  Dans  ce  cas,  à  chacune  des  substitutions  du  groupe 
Zi,Z2,...)  correspondra  une  seule  substitution  du  groupe  (Xi,X2,...)  ;  ce  der- 
nier groupe  sera  dojic  isomorphe  au  précédent,  et  si  l'on  désigne  par  ^  et  ç 
leurs  ordres  respectifs,  par  0  le  nombre  des  substitutions  de  {^^,Z,,...) 
auxquelles  correspond  l'unité  dans  l'autre  groupe,  on  aura 

^  =  0^  =  0  mod?. 

D'ailleurs  (/j^,l.^,...)  étant  un  groupe  de  substitutions  opérées  entre  q  cycles, 
son  ordre  ^  divisera  1.2. ..7.  D'un  autre  côté,  le  groupe  (Xi,X._,,...),  étant 
e-t-2  fois  transitif  entre  e -I- A  lettres,  aura  pour  ordre  un  multiple  de 
(e-hA)(e-l-A  —  1)...  (A — 1).  On  aura  donc 

(9)  1.2...  q  =  0  mod  l  =  0  uiod  (e  +  ^){c  +  A  —  1)  ...  (A  —  1), 
et  a  fortiori 

(10)  1.2...(/>(t'-l-A)(e  +  A  -    |)...(A—  I), 

ou,  connue  A  >>  5, 

\.2...q^'2.ô...{c'  +  7,), 
d'où 

(11)  e<9  -  r.. 
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d'où  l'on  conclut 


n  =  e  +  A  +  p(/  <  ry  —  5  +  u.iif  M  -)-  3a  —  1  +  pq, 
(12)  (p(ç)  ~n-~  pq  <^,j.^rj]  +q  +  5u.  —  4. 


Cl  enfin 


57.  Second  cas,  u^=l.  —  Nous  avons  vu  (27)  que  I^  sera  primitif;  mais 
Ir-i  n'est  pas  transitif,  et  l'on  pourra  répartir  ses  lettres  en  classes,  en  réu- 
nissant ensemble  celles  qui  sont  permutées  entre  elles.  Chaque  classe  sera 
formée  des  lettres  d'un  ou  plusieurs  cycles  de  A,  seules,  ou  jointes  à  des 
lettres  nouvelles.  Soient  respectivement  b,  c,  d,  ...  le  nombre  des  cycles  de 
A  dont  les  lettres  appartiennent  à  la  première  classe,  à  la  seconde,  à  la  troi- 
sième, etc.;  bp-{-b',  cp-hc',...  les  nombres  de  lettres  de  ces  classes. 
Chaque  substitution  de  Ir_i  sera  de  la  forme  BC  ...,  B,  C,  ...  étant  des  sub- 
stitutions partielles  respectivement  opérées  sur  les  lettres  des  diverses 
classes. 

Soient  donc  Bfi^ ...,  B^C^  ...,  ...  les  diverses  substitutions  semblablesà  A 
dont  Ir_i  est  dérivé.  Considérons  les  groupes  respectivement  dérivés  des 
substitutions  partielles  B^,  Bg,  ...;  Ci,C2,  ...  ;  .... 

58.  Le  groupe  (Bj,  B^,  .,*.)  a  pour  degré  bp-\-b',  et  contient  une  substi- 
tution d'ordre  p  à  b  cycles;  à  savoir  la  substitution  partielle  Bj  formée  par 
les  b  premiers  cycles  de  la  substitution  A  =  B,Cj .... 

Bépartissons  les  lettres  de  ce  groupe  en  systèmes  tels  que  les  substi- 
tutions de  (Bj,B2, ...)  remplacent  les  lettres  de  chaque  système  par  celles 
d'un  même  système;  et,  s'il  existe  plusieurs  semblables  répartitions,  choi- 
sissons une  de  celles  où  le  nombre  /3  des  lettres  de  chaque  système  est 
maximum.  Si  (Bi,B.2,  ...)  est  primitif,  chaque  système  sera  formé  d'une  seule 
lettre  et  l'on  aura  3  =  1;  mais  dans  tous  les  cas  on  aura  ^  <Zp-  Supposons 
en  effet  qu'un  des  systèmes,  s,  contienne  au  moins  p  lettres.  Le  groupe 
(Bi,  B,, ...)  étant  transitif,  l'une  au  moins  des  substitutions  dont  il  dérive, 
par  exemple  B^,  doit  déplacer  le  système  s;  donc  elle  déplacera  toutes  ses 
lettres.  Mais  leur  nombre  est  supérieur  au  nombre  des  cycles  de  B.,,  lequel 
est  au  plus  égal  à  q.  Donc  B^  contiendra  deux  de  ces  lettres,  a  et  «',  dans  un 
même  cycle.  Si  elles  s'y  suivent  à  m  rangs  de  distance,  la  substitution  B'", 
remplaçant  a  par  a,  ne  déplacera  pas  s;  et  B,,  qui  en  est  une  puissance, 
ne  le  déplacera  pas  non  plus,  contrairement  à  notre  supposition. 

Les  lettres  contenues  dans  chacun  des  cycles  de  l'une  quelconque  des  substi- 


—  196  — 

tutions  Bi,  Bj,  ...,  telle  que  B,,  appartiendront  toutes  à  des  systèmes  diffe'- 
rcnts;  car  si  l'iiii  de  ces  cycles  contenait  deux  lettres  des,  a  et  a,  se  sui- 
vant à  m  rangs  d'intervalle,  B'^  et  par  suite  B^,  qui  en  est  une  puissance,  ne 
déplacerait  pas  s;  donc  elle  permuterait  exclusivement  entre  elles  les  lettres 
de  ce  système,  résultat  absurde,  puisqu'elles  sont  en  nombre  insuffisant 
pour  former  un  cycle  dans  Bj. 

Donc  chacune  des  substitutions  B^,  h,,  ...  permutera  les  systèmes  p  à  p. 
Donc  le  groupe  53,  formé  par  les  déplacements  que  les  substitutions  du 
groupe  (B^jB,, ...)  font  éprouver  aux  systèmes,  sera  dérivé  de  substitutions 
d'ordre  p  ;  p  étant  impair,  ces  substitutions  seront  toutes  contenues  dans  le 

groupe  alterné.  S  aura  pour  degré  ^^— I —  D'ailleurs  il  sera  primitif;  car 

autrement  on  pourrait  grouper  les  systèmes  en  hypersystèmes  contenant 
plus  de  p  lettres,  contrairement  à  notre  hypothèse. 

Enfin  la  substitution  B^  déplace  bp  lettres,  appartenant  à  -~  systèmes, 

qu'elle  permute  j;  à  p.  Donc  p  divise  b,  et  la  substitution  de  S  correspon- 

dant  à  B^  sera  d'ordre  ;J  à  -  cycles. 

59.  On  verra  de  même  que  les  lettres  du  groupe  (Cj,  C.,,  ...)  peuvent  être 
réparties  en  systèmes  contenant  chacun  y  lettres,  y  étant  un  diviseur  de  c 
qui  peut  se  réduire  à  l'unité;  et  que  les  déplacements  opérés  sur  les 
systèmes  par  les  substitutions  (01,0,,...)  forment  un  groupe  primitif  C 

CI)    1    c' 

de  degré ,  contenu  dans  le  groupe  alterné,  et  contenant  une  sub 

stitution  d'ordre  p  à  -  cycles.  De  même  pour  chacun  des  groupes  suivants 

(D„D„...),.... 
Ici  deux  cas  seront  à  distinguer  : 

60.  Première  hypothèse.  —  Aucun  des  groupes  fB,  C,  ...  ne  contient  le 

groupe  alterné. 

b  c 
Notre  théorème  étant  supposé  établi  pour  les  nombres  -,  -, ...  qui  sont 

P   7 
tous  <  7,  on  aura 

d'où 

(14)        pq.^  \  —  \  ^.hp-\-h' -Jrcp  +  c' -^  ... 

—  \-\-qp-\-h'+r'-\r..    -<\  ^  qp-\-  {Ul\  +  yYî j  -f  .  .  . 
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Or  supposons  d'abord  que-,-,  ...  soient  lous<^;  ^^(-l  -i-r^ 
est  évidemment  l'une  des  valeurs  que  peut  prendre  l'expression 

(15)  <p(s)  +  cf(<)+  ..., 

où  S,  U  •"  sont  des  entiers  variables,  assujettis  aux  conditions 

(16)  s  +t+  ...  =  b+c+  ...=q,    |>s>0.... 

On  aura  donc,  en  désignant  par  ^U  la  valeur  maximum  de  cette  ex- 
pression, 

(17)  A  <  1  +  m. 

61.  Soit  au  contraire ->|,  d'où  (3  =  1;  (Bj,  Bj,  ...)  sera  primitif;  mais 

nous  allons  montrer  que  ce  groupe  sera  simplement  transitif,  si  p  est  suffi- 
samment grand.  Dès  lors  on  aura,  en  outre  de  l'hypothèse  admise, 

(18)  b'^^b), 
et,  par  suite, 

(19)  A<1+4/(fe)  +  ^-o('-)+  ..., 
et  a  fortiori 

(20)  ■  A<1+%, 
%  désignant  le  maximum  de  l'expression 

(21)  |(fc)  +  cp(5)  +  cp(0 -f  .  . .      {s  +  t+  ...=zq-b,b>9\ 

62.  Supposons  en  effet  que  (Bp  Bj,  ...)  fût  plusieurs  fois  transitif,  et 
soient  :  x  la  lettre  déplacée  par  \r  sans  l'être  par  Ir_i  ;  J  le  groupe  formé 
parcelles  des  substitutions  de  I^  qui  laissent  a;  immobile.  Le  groupe  lr_i  est 
dérivé,  par  définition,  de  celles  des  substitutions  de  J  qui  sont  semblables 
à  A;  et  les  substitutions  de  J,  les  transformant  évidemment  les  unes  dans 
les  autres,  seront  permutables  à  lr_i;  donc  elles  remplaceront  les  lettres 
de  chaque  classe  par  celles  d'une  même  classe.  Mais  les  classes  contiennent 
respectivement  bp-\~b',  cp  +  c',  ...  lettres;  et,  comme  on  a  par  hypothèse 

t>.  ^  et  t -h c +  ...=: 5,  on  aura&>>c>> ....  Si  donc  on  a 

(22)  p>1  +  %, 
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d'où  a  fortiori 

(23)  /?  >  1  4-79(-j  +  ...  >  1 +c'-f-  ..., 

la  première  classe  contiendra  plus  de  lettres  que  toutes  les  autres  et  ne 
pourra,  par  suite,  être  permutée  avec  elles  ;  donc  J  permutera  exclusive- 
ment entre  elles  les  bp-\-b'  lettres  de  la  première  classe,  d'une  part,  et  les 
(^  —  ^)  p  _l_  c'  -f-  . . .  lettres  restantes,  d'autre  part. 

63.  Soient  maintenant  0  l'ordre  de  J,  et  y,  z  deux  quelconques  des  lettres 
de  ce  groupe.  L'ordre  du  groupe  L,   formé  par  celles  des  substitutions 

de  Ir  qui  laissent  immobiles  x,  y,  z,  sera  évidemment  égal  à -, ,  ?n  étant 

r  n  '  "^  °        mm 

le  nombre  des  lettres  que  les  substitutions  de  J  permutent  avec  y,  et 
m'  le  nombre  des  lettres  que  celles  des  substitutions  de  J  qui  ne  dépla- 
cent plus  J/  permutent  avec  z.  Par  hypothèse,  le  groupe  Ir_i,  et  a  fortiori 
le  groupe  J,  permute  d'une  manière  deux  fois  transitive  les  lettres  de 
la  première  classe.  Donc  si  ^  et  3  appartiennent  à  cette  classe,  on  aura 
mm'  =  (bp -\-b'){bp  -^b'  —  ]).  Si  y  appartient  à  la  première  classe  et  :^  aux 
autres  classes,  on  aura  encore  m=bp-\-b' ,  et  m'<^{q  —  &)p-|-c'H- ... 
quantité  moindre  que  bp-{-b — \,  car  on  a  par  hypothèse  q  —  &<C  b,  et 
^;^1  -|-c'-|- Si  enfin  y  &iz  n'appartiennent  ni  l'un  ni  l'autre  à  la  pre- 
mière classe,  m  et  m'  seront  tous  deux  moindres  que  bp-\-b'  —  1 .  Donc  mm' 
atteint  son  maximum  lorsque  y  et  z  appartiennent  à  la  première  classe. 

64.  Cela  posé,  soient  y,  z,  u,  ...  les  lettres  de  la  première  classe;  v,  w,  ... 
les  autres.  Toute  substitution  S  du  groupe  Ir  qui  remplace  x  par  une  des 
lettres  y,  z,  ....  telle  que  r/,  permutera  exclusivement  entre  elles  les  lettres 
X,  y,z,  ....  En  effet,  soit  J'  le  groupe  transformé  de  J  par  S;  il  ne  dépla- 
cera pas  y  ;  et  les  autres  lettres  s'y  grouperont  en  classes,  de  telle  sorte  que 
l'ordre  du  groupe  formé  par  celles  des  substitutions  de  J' qui  laissent  immo- 
biles deux  de  ces  lettres  sera  7; rm r, Tx  si  les  deux  lettres  sont 

{bp-\-b){bp-\-b  —  i) 

de  la  première  classe,  et  sera  plus  grand  dans  le  cas  contraire.  Or  cet  ordre 

sera  71 tt-t; n t:  si  les  deux  lettres  données  sont  x  et  l'une  des 

{bp-^b'){bp-{-b'—\) 

lettres  z,  u, ....  Donc  la  première  classe  sera  formée  des  lettres  x,  z,  u,  .... 
Mais  elle  est  formée  des  lettres  que  S  fait  succéder  à  y,  z,  u,  ....  Donc  S  per- 
mute exclusivement  entre  elles  les  lettres  x,  y,z,u, ...,  comme  nous  l'avons 
annoncé. 

On  déduit  aisément  de  là  {Traité dea  aubslitntions,  n°  396)  que  le  groupe 
Ir  ne  pourrait  être  primitif,  ainsi  que  nous  l'avons  supposé,  mais  que  ses 
lettres  devraient  se  répartir  en  systèmes,  dont  l'un  serait  formé  des  lettres 
x,  y,  z,  71,  .... 
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Il  est  donc  absurde  d'admettre  que  (Bi,  B,,  ...)  soit  plusieurs  fois  tran- 
sitif. 

65.  Soit  maintenant  w  =;x/  4-  A  +  e  le  nombre  des  lettres  que  contient  le 
groupe  G.  Il  contient  le  groupe  primitif  et  simplement  transitif  I^;  il  sera 
donc  e  4-1  fois  transitif;  et  le  degré /)</ H- i(</)  des  groupes  simplement 
transitifs  qu'il  peut  contenir  ne  pourra  dépasser  pq-h\;  on  aura  donc  ici 

(24)  •  i(q)  <  A, 

A  étant  déterminé  comme  ci-dessus. 

66.  Supposons  maintenant  ;j  supérieur  à  la  plus  grande  des  deu\  limites 
i  -|-%,  4  H- lit,  trouvées  ci-dessus  pour  A. 

On  verra  comme  précédemment  (47  à  55)  :  1°  que  le  groupe  i^G  formé 
par  celles  des  substitutions  de  G  qui  sont  permutables  au  groupe  formé  des 
puissances  de  A  et  qui  permutent  exclusivement  entre  elles  les  lettres  de  A 
d'une  part,  et  les  lettres  nouvelles  d'autre  part,  est  e4-  1  fois  transitif  par 
rapport  à  ces  lettres  nouvelles  ;  2°  que  ses  substitutions  sont  de  la  forme 
XZV^W;  o"  que  si,  dans  deux  de  ces  substitutions  \\ZjV-«^\\,  XoZ,,V-2Wo,on  a 
Zj  =  Z.,  sans  avoir  Xj  =  X.,,  et  si  l'on  suppose  e>  2,  G  contiendra  un  groupe 
de  substitutions  de  la  forme  X,  qui  sera  e  fois  transitif  et  de  degré  e  +  A. 
Par  suite,  G  sera  n  —  A  fois  transitif;  et  comme  il  ne  peut  l'être  plus  de 

— }^—  lois,  on  aura 
o 

^n+i     ,,  ,       ^oA  +  4 
n  —  A  <  — ^ — ,  (I  on  n  <^  — ^ — , 


résultat  absurde,  n  étant  égal  à  pq-\-\-\-e,  oiwy  >>  1 ,  p  >>  A,  e  >>  2 . 

Supposons  au  contraire  qu'on  ne  puisse  avoir  Zj  =  ï.>  sans  avoir  X,  =:X,. 
On  verra,  comme  précédemment  (56),  que  l'on  a 

(25)  1.2...fy  =  0     mod(e  +  A)(eH-A  — 1)...A, 

d'où,  en  donnant  à  A  sa  valeur  minimum  1, 

(26)'  e  <  g, 

limite  au  moins  égale  à  la  limite  e  =  2  trouvée  dans  l'autre  hypothèse. 

On  aura  donc,  pour  la  limite  supérieure  de  e-4-  A,  l'une  des  deux  expres- 
sions 

(27)  o(q)'^q  +  w{s)+ç{t)  +  ...     fs  +  t  +  ...  =  q/^>s^t...y 

ou 

(28)  c?(,/)<9  +  ^(t)  +  9(s)  +  ç(/)+...      (^^-{-t-^...r=q-b,b>'^. 


—  200  ~ 

67.  Seconde  hypothèse.  —  Le  groupe  3B  est  alterné. 

Ce  groupe  sera  simple  et  aura  pour  ordre  w  =  5.i...;^,,  en  posant,  pour 

abréger,  pi  = -^—7 — •  Ce  sera  d'ailleurs  le  premier  groupe  composant  de 

(BpB,,...). 

68.  Lemme.  —  Chacun  des  groupes  (CjjC,, ...),  {M^,  D.,, ...),  ...  aura  l'un 
an  moins  de  ses  groupes  composants  isomorphe  à  'B . 

Supposons  en  effet,  pour  fixer  les  idées,  que  le  groupe  (C^,  C^, ...)  jouisse 
de  cette  propriété,  à  l'exclusion  des  autres  groupes  de  la  suite.  Il  a  pour 
groupes  composants  ceux  du  groupe  C,  suivis  de  ceux  du  groupe  formé  par 
celles  des  substitutions  de  (Ci,C2, ...)  qui  ne  déplacent  pas  les  systèmes 
de  y  lettres  entre  lesquels  se  répartissent  les  lettres  de  (Ci,C,,  ...).  Mais 
chacun  de  ces  derniers  groupes  composants  a  évidemment  pour  ordre  un 
diviseur  de  i  .  2  ...  7,  nombre  <  w  (car  7  <  7  <  p  <CPi)  ■  Donc  l'un  des  groupes 
composants  de  C  sera  isomorphe  à  iB . 

Cela  posé,  soient  B'C,  B"C", ...  celles  des  substituiions  de  Ir_i  qui  se  ré- 
duisent à  la  forme  BC.  Le  groupe  (B',  B",  ...)  sera  évidemment  contenu 
dans  (Bj,  B., ..,)  et  permutable  à  ses  substitutions;  d'ailleurs  il  aura  con- 
servé celui  des  facteurs  de  composition  de  (Bi,B2,  ...)  qui  est  afférent  au 
groupe  i6  (Sur  lu  limite  de  transilivité des  groupes  non  alternés,  n"  10).  De 
même  (G',C", ...)  sera  contenu  dans  (Cj,  C^, ...)  et  permutable  à  ses  substi- 
tutions, et  le  groupe  C  formé  par  celles  des  substitutions  deC  qui  corres- 
pondent à  celles  de  (C,  C",  ...)  aura  conservé  le  fadeur  de  composition  u. 

69.  Ici  deux  cas  seront  à  distinguer,  suivant  que  C  sera  ou  non  alterné. 

CD    1    C 

1°  Si  C  n'est  pas  alterné,  ce  groupe  étant  d'ordre  — et  contenant 

une  substitution  d'ordre  p  a  -  cycles,  on  aura  par  hypothèse 

-  <  ^l^\  ^<"ï'p(~)  <  P'  cp  +  c  <  (c-M)p, 

à  cause  de  la  relation  (23). 

Cela  posé,  le  groupe  alterné  S  contient  une  substitution  circulaire 
d'ordre  p;  la  substitution  correspondante  du  groupe  (B',  B",  ...)  sera  do  la 
fuinie  MN,  M  pernmtant  circulairemenl/>  systèmes  etN  permutant  ensemble 
les  lettres  des  autres  systèmes,  sans  déplacer  ces  systèmes  eux-mêmes.  Le 
nombre  (3  des  lettres  de  chaque  système  étant  «</>,  l'ordre  de  N  sera  évi- 
demment premier  -Ap.  Donc,  en  élevant  MN  à  une  puissance  convenable,  on 
obtiendra  une  substitution,  contenue  dans  (B',  B", ...)  et  ne  déplaçant  que 
les  lettres  de  /;  systèmes,  en  nombre  /3/>.  Soient  B'  celte  substitution,  B'C  la 
substitution  correspondante  dans  le  groupe  (B'C',B"C",  ...).  Le  mimbre  to- 
tal des  lettres  que  C  peut  déplacer  étant  <i{c-\-\)p,  le  nombre  k  des  cy- 
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clés  d'ordre  ;)  que  C  peut  contenir  ne  saurait  dépasser  c.  Mais  il  est  clair 
qu'en  élevant  B'C  à  une  puissance  convenable,  on  obtiendra  une  substitution 
d'ordre  p  à  ^  +  k  cycles.  Ce  résultat  est  absurde  ;  car  p  divisant  b,  on  aura 
p^b,et 

p  +  A<&  +  c  <  &  +  c4-rf+...  <  g, 

et,  par  hypothèse,  G  ne  contient  aucune  substitution  d'ordre/)  à  moins  de 
q  cycles. 

70.  2°  Si  C  est  alterné,  il  sera  simple,  et  aura  pour  ordre  3  . 4  — '- ; 

ce  nombre  devant  être  égal  à  w,  on  aura  — =^Pi- 

7 

Cela  posé,  à  chaque  substitution  du  groupe  (B'C,  B"G",  ...)  correspon- 
dent une  substitution  de  53  et  une  de  C.  Si  à  deux  substitutions  'différentes 
B'C,  B"C"  correspondaient  dans  53  deux  substitutions  différentes  53'  et  'B", 
et  dans  C  une  seule  substitution  C,  à  la  substitution  [B'C]"' B"C"  corres- 
pondraient dans  G  l'unité,  et  dans  fB  la  substitution  %'  53"  qui  diffère  de 
l'unité.  Celles  des  substitutions  de  (B'C,  B"C",  ...),  auxquelles  correspond 
dans  Cl'unité,  forment  évidemment  un  groupe  permutable  aux  substitutions 
B'C,  B"C",  ...;  leurs  correspondantes  dans  53  formeront  un  groupe  contenu 
dans  53  et  permutable  à  ses  substitutions;  mais  53  est  simple  ;  donc  ce  nou- 
veau groupe  contiendra  toutes  les  substitutions  de  53.  11  contiendra  en  par- 
ticulier une  substitution  circulaire  d'ordre  ;j.  La  substitution  correspondante 
dans  (B'C,  B"C", ...)  sera  de  la  forme  MNP,  M  permutant  circulairement ;; 
des  systèmes  de  ^  lettres,  N  permutant  les  lettres  des  autres  systèmes  de 
53  sans  déplacer  ces  systèmes,  et  P  permutant  les  lettres  des  systèmes  de  G 
sans  déplacer  ces  systèmes;  d'ailleurs  il  est  clair  que  N  et  P  ont  leur  ordre 
premier  à  p  ;  donc  MNP,  élevé  à  une  puissance  convenable,  donnera  une 
substitution  d'ordre;;,  à  /3  cycles  seulement;  résultat  absurde. 

71.  Il  faut  donc  admettre  que  la  correspondance  établie  entre  les  substi- 
tutions de  53  et  de  G  est  telle  qu'à  chaque  substitution  de  G  réponde  une 
seule  substitution  de  ^.  Or  soients,s',  ...  les  divers  systèmes  de  (3  lettres 
que  ^  déplace;  t,t\  ...  les  divers  systèmes  de  7  lettres  que  G  déplace. 
Deux  substitutions  correspondantes  53'  et  G'  déplaceront  de  la  même  manière 
les  systèmes  s,  s', ...  et  leurs  homologues  t,  t', 

En  effet,  celles  des  substitutions  de  53  qui  laissent  immobile  s  forment  un 
groupe  contenu  dans  S  et  renfermant  5...(pi — 1)  substitutions.  Les  substi- 
tutions correspondantes  de  G  devront  former  un  groupe  homologuer,  d'ordre 
5...  (pi  —  i).  Mais,  en  vertu  d'un  théorème  de  M.  Bertrand,  tout  groupe  de 
degré /jj  et  d'ordre  3...  (pi  —  1)  (caractérisant  uue  fonction  à  2pi  valeurs) 
sera  alterné  par  rapport  à  p^  —  1  lettres,  pourvu  toutefois  qu'on  ait  Pi^T  ; 
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on  voiifie  d'ailleurs  aisément  que  cela  est  encore  vrai  pour/>i  =  7.  Mais 
Pi  ^P>  et  p  est  premier;  donc  cette  condition  sera  satisfaite  si  l'on  a 

(29)  P  >  5. 

Cette  inégalité  étant  admise,  le  groupe  r  sera  alterné  par  rapport  à 
Pi  —  i  systèmes  de  la  suite  t,i', ...;  et  ses  substitutions  laisseront  immobile 
le  système  restant  t. 

Donc  à  chacun  des  systèmes  s,  s', ...  sera  associé  un  des  systèmes  t,  tf,..., 
de  telle  sorte  qu'à  celles  des  substitutions  de  S  qui  ne  déplacent  pas  l'un 
des  systèmes  s,  s', ...  correspondent  des  substitutions  qui  ne  déplacent  pas 
son  associé. 

72.  Cela  posé,  soient  s,  s',  s'\  s'"  quatre  quelconques  des  systèmes  de 
fB  ;  t,  t',  t",  tf"  leurs  correspondants  dons  C;  fB,  étant  alterné,  contient 
les  substitutions  S  =  {ss's")  et  Si  =  {ss's'")  ;  à  la  première  correspond  dans 
C  une  substitution  ternaire  T,  ne  déplaçant  que  t,  if  et  t!'  ;  ce  sera  donc 
{tt'i")  ou  {tt"t')  ;  à  la  seconde  correspondra  de  même  une  substitution  T^ 
de  l'une  des  deux  formes  {tt't'"),  {tt"'f).  Mais  Sj  S-Uaisse  s  invariable; 
donc  T,  T~^  doit  laisser  invariable;  il  faut  évidemment  pour  cela  qu'on  ait 
T=(«r),Ti  =  («'r). 

Donc  à  chacune  des  substitutions  circulaires  ternaires  telles  que  [ss's"), 
dont  iB  est  dérivé  ,  correspondra  dans  C  une  substitution  analogue  {tt'tf'). 
Donc  chaque  substitution  de  G  déplacera  les  t  de  la  même  manière  que  sa 
correspondante  dans  53  déplace  les  s. 

75.  Cela  posé,  ^  contient  une  substitution  circulaire  C7  d'ordre  p;  son  homo- 
logue dans  C  sera  circulaire  et  d'ordre  p;  et  la  substitution  correspondante 
dans  le  groupe  (B'C',B"C", ...)  sera  de  la  forme  MNiM'N',  M  étant  une  substi- 
tution qui  permute  circulairementp  des  systèmes  de  33,  N  une  substitution 
qui  permute  les  lettres  dans  l'intérieur  des  autres  systèmes,  M'  une  substi- 
tution circulaire  entre  p  systèmes  de  C,  IS'  une  substitution  qui  permute 
les  lettres  dans  l'intérieur  des  autres  systèmes.  D'ailleurs  N  et  N'  ont  leur 
ordre  évidemment  premier  à  ;;.  Donc  la  substitution  considérée,  élevée  à 
une  puissance  convenable,  donnera  une  nouvelle  substitution  de  la  forme 
MM'  et  déplaçant  seulement  {^-i-y)p  lettres;  résultat  absurde,  S 4-7  étant 

Notre  lemme  est  donc  établi. 

74.  Pour  continuer  notre  recherche,  nous  distinguerons  deux  cas. 

Premier  cas.  — Les  groupes  53^  C,...  sont  tous  alternés. 

Nous  admettrons,  pour  fixer  les  idées,  que  cette  suite  ne  contient  que 

deux  groupes  3Î  et  C. 

Ti.       X                                                                hp-\-b'      cp-\-c'    _      , 
D  après  ce  que  nous  avons  vu  ,  on  aura  ;),  =  -i-^ — = De  plus, 

jr-t  contiendra  une  substitution  d'ordre  p  déplaçant  {^-\-y)p  lettres;  or 


I 


—  205  - 

il  ne  peut  par  hypothèse  en  contenir  aucune  déplaçant  moins  de  qp={b-{-c)p 

(h  c 

lettres.  On  aura  donc  nécessairement  |3  =  6,  y  =  c  ( -^   et  —  devant  être 

entiers). 

D'ailleurs,  chacun  des  systèmes  s,  s',...  de  S  doit  être  associé  à  un  des 
systèmes  t,  f,...  de  C  En  joignant  ensemble  les  lettres  des  systèmes  asso- 
ciés, on  obticMidra  des  systèmes  de  p-\-y  =  q  lettres,  tels  que  les  substitu- 
tions de  I,_i  remplacent  chacune  les  lettres  d'un  système  par  celles  d'un 
même  système,  et  permutent  d'ailleurs  les  systèmes  d'une  manière  alternée. 
Si  donc  on  fait  correspondre  d'une  manière  arbitraire  les  lettres  de  chaque 
système  avec  celles  d'un  autre  système,  chaque  substitution  de  Ir-i  sera  de 
la  forme  1U9b  ,  fd  étant  une  substitution  qui  permute  les  systèmes  en 
remplaçant  chaque  lettre  par  sa  correspondante,  et%  une  substitution  qui 
permute  exclusivement  entre  elles  les  lettres  d'un  même  système. 

75.  Supposons  maintenant  que  l'on  ail  la  condition 

(50)  p  >  3^  +  2. 

On  pourra  trouver  un  nombre  premier  tt,  supérieur  à  q,  et  inférieur  à 

P 

^H-  1.  On  le  vérifie  aisément  par  les  tables  de  nombres  premiers,  si  g  est 

petit,  et  par  les  formules  de  M.  Tchébychef,  si  q  est  grand.  Cela  posé,  nous 
allons  voir  que  la  'correspondance  entre  les  lettres  des  divers  systèmes 
peut  être  établie  de  telle  sorte  que  celles  des  substitutions  de  Ir_i  qui  se  ré- 
duisent à  la  forme  111  permutent  encore  les  systèmes  d'une  façon  alternée. 

Soient  o-q,  o-^,  .......  les  systèmes;  I,_i  contient  une  substitution  '^11'%' 

qui  permute  circulairement  c-o, ...,  <r^— i,  sans  déplacer  les  autres  systèmes. 
Son  ordre  sera  évidemment  multiple  de  tt;  et,  en  l'élevant  à  une  puissance 
convenable,  on  obtiendra  une  substitution  1Uj9î?i  d'ordre  tt,  qui  permute 
encore  circulairement  ces  tt  systèmes. 

La  substitution  %i  sera  le  produit  de  deux  autres,  dont  l'une  â?  déplace 
les  lettres  des  systèmes  c-q,  ...  o-^_i  et  l'autre  %  celles  des  autres  systèmes. 
Cette  dernière  substitution  étant  échangeable  à  llXi^i  ,  son  ordre  divisera 
TT,  ordre  de  llXiâ^i^i  ;  mais  2i  permute  exclusivement  entre  elles  les  lettres 
de  chaque  système,  en  nombre  q-^.T^.  Donc  son  ordre  est  premier  à  tt,  et  se 
réduit  à  l'unité.  Donc  IlliOGi  se  réduit  à  lïïiCP,. 

Cela  posé,  faisons  correspondre  à  chaque  lettre  de  o-q  la  lettre  de  a^  que 
lldiâ?!  lui  fait  succéder;  puis  celle  de  o-j  que  llXiâ?!  fait  succéder  à  cette 
dernière,  etc.  La  substitution  TU  â?i,  étant  d'ordre  r,  fera  succéder  à  cha- 
cune des  lettres  de  (7-_i  la  lettre  correspondante  de  o-q-  Donc  elle  se  réduira 
à  la  forme  Wi. 

76.  On  verra  de  môme  que  h-i  contient  une  substitution  ITT»,  d'ordre  tt  et 
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permutant  enlro  eux,  et  d'une  manière  circulaire,  les  systèmes  o-o,  c--, ..., 

Les  substitutions  llti  et  TlTj,  combinées  entre  elles,  fourniront  un  groupe 
transitif  de  déplacements  entre  les  systèmes  (Tq,  ...,  (j^-—^.  Ce  groupe  (^^ 
de  degré  2tv  —  1  et  dérivé  de  substitutions  circulaires  d  ordre  tt,  sera 
alterné.  Ses  substitutions,  remplaçant  d'ailleurs  chaque  lettre  par  sa  corres- 
pondante, seront  de  la  forme  IIX;  et  celle  d'entre  elles,  S,  qui  permute  circu- 
lairement  les  trois  systèmes  o-q,  o-j,  ito  sans  déplacer  les  autres,  déplacera  en 
tout  oq  lettres. 

77.  Cela  posé,on  a/^i^p^STT — 1 .  Si  ronapi  =  27T — 1,  notre  proposi- 
tion sera  démontrée.  Si  au  contraire  /^'i^^r — 1 ,  on  peut  admettre  que  la  dif- 
férence de  ces  deux  nombres  est  paire.  Sans  quoi,  au  lieu  de  raisonner  sur 
le  groupe  G  comme  nous  allons  le  faire,  on  raisonnerait  sur  le  groupe 
Çi  formé  des  substitutions  de  (|  qui  laissent  immobile  le  système  o-,,— ,.  Ce 
groupe  contient  S,  et  il  est  alterné  comme  6;  mais  il  ne  déplace  que 
^TT — 2  systèmes,  nombre  dont  la  différence  a\ec  pi  sera  paire. 

Soit  donc  p^  —  ^tt  +  I  :=  un  nombre  pair;  les  systèmes  non  déplacés  par 
Ç  pourront  se  répartir  en  couples.  Soient  o-^,  a-.,  les  deux  systèmes  d'un 
même  couple;  le  groupe  l,_i,  permutant  les  systèmes  d'une  manière 
alternée,  contient  une  substitution  T  qui  permute  Ti^  avec  (J^  et  c-.,  avec  u^ 
sans  déplacer  les  autres  systèmes;  il  contiendra  T~*ST  =  S'  laquelle  per- 
mute les  trois  systèmes  o-q,  o-.^,  <tv  et  ne  déplace  aucune  autre  lettre.  Faisons 
maintenant  correspondre  à  chaque  lettre  de  c-q  celle  des  lettres  de  c-p^  que 
S' lui  fait  succéder,  puis  celles  des  lettres  de  o-,  que  S'  fait  succéder  à  ces 
dernières  ;  S'  étant  d'ordre  5,  comme  S  dont  elle  est  transformée,  rempla- 
cera chaque  lettre  de  a.,  par  sa  correspondante  de  (Tq. 

Soit  de  même  <j^-,  a..<  un  autre  couple  de  systèmes  ;  on  pourra  faire  cor- 
respondre leurs  lettres  à  celles  de  o-q,  de  telle  sorte  que  \r-^  contienne  une 
substitution  S"  qui  permute  entre  eux  ces  trois  systèmes  ,  en  remplaçant 
les  unes  par  les  autres  les  lettres  correspondantes,  sans  déplacer  aucune 
autre  lettre. 

Cela  posé,  il  est  clair  qu'en  adjoignant  à  G  les  substitutions  S',  S",..., 
on  obtiendra  un  groupe  résultant  .1  dont  les  substitutions  seront  de  la 
forme  111,  et  permuteront  les  systèmes  d'une  façon  alternée. 

78.  Soient  u^v,^...  les  7  lettres  du  système  o-q  ,  u^v^...  leurs  correspon- 
dantes dans  (r,„.  Kn  groupant  ensemble  celles  de  ces  lettres  que  J  permute 
entre  elles,  on  les  répartira  en  q  classes,  î/^w,...,  v^î^i  ■••,  •••• 

Soit  S  une  de  celles  des  substitutions  de  G  qui  déplacent  le  moins  de 
lettres;  N  le  nombre  de  ses  lettres;  on  aura  N  <<39,  J  étant  dérivé  de 
substitutions  teinaires  à  q  cycles. 

Le  groupe  G  étant  primitif,  le  groupe  K,  dérivé  de  celles  de  ses  substitu- 
tions qui  sont  semblables  à  S,  sera  transitif.  Si  dune  G  contient  plus  de  qp^ 
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lettres,  ce  que  nous  supposerons  pour  plus  de  généralité ,  l'une  au  inoins 
8  des  substitutions  de  K  mêlera  dans  ses  cycles  les  lettres  de  J  à  des  lettres 
nouvelles  x,  y,....  Or  celles  des  lettres  de  J  que  8  déplace  sont  en  nombre 
inférieur  à  N,  et  a  fortiori  à  Ttq.  Donc,  parmi  les  systèmes  a^,  <7„  ...  en 
nombre  pi^of/+ 2,  il  en  existe  au  moins  deux,  o-g  eto-i,  dont  8  ne  déplace 
aucune  lettre.  Soit  au  contraire  g.^  un  quelconque  des  systèmes  dont  8 
déplace  des  lettres;  et  soit  v  le  nombre  de  lettres  de  c-,  que  contient 8. 
Le  groupe  J  contient  une  substitution!  qui  permute  circulairemcnt  les  trois 
systèmes  o-o,  o-j,  o-,;  et  G  contiendras  T~  8T,  qui  laisse  toutes  les  lellres 
immobiles  ,  sauf  les  v  lettres  de  «r,  que  8  dép'ace,  celles  que  8  leur  lait 
succéder,  et  les  lettres  correspondantes  de  (Tq  ;  en  tout  ov  lettres,  qui  même 
peuvent  n'être  pas  toutes  distinctes  ;  mais  elle  en  déplace  au  moins  N  ;  donc 
on  aura 

N 

Par  suite,  les  lettres  de  J  que  8  déplace  ne  peuvent  appartenir  à  plus  de 
trois  systèmes  différents.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'elles  appar- 
tiennent toutes  à  l'un  des  trois  systèmes  o-,,  a.,  c-^. 

79.  Considérons  le  groupe  (J,  8)  obtenu  en  adjoignant  8  aux  substitutions 
de  J;  et  groupons  ensemble  celles  de  ses  lettres  qu'il  permute  transitivement 
entre  elles;  on  obtiendra  ainsi  une  ou  plusieurs  catégories  de  lettres,  dont 
chacune  pourra  contenir,  avec  les  lettres  d'une  ou  plusieurs  des  classes 
UgUi  ...,  v^v^  ...,  ...,  une  ou  plusieurs  lettres  nouvelles.  En  particulier,  si 
une  catégorie  était  uniquement  formée  de  lettres  nouvelles,  elles  fourni- 
raient un  cycle  dans  8  ;  et  les  déplacements  que  (J,  8)  leur  fait  subir  se  ré- 
duiraient évidemment  aux  puissances  d'une  seule  substitution  circulaire. 
D'ailleurs,  8  mêlant  dans  ses  cycles  les  lettres  anciennes  aux  nouvelles, 
l'une  au  moins  des  catégories  contiendra  à  la  fois  ces  deux  sortes  de 
lettres. 

Enfin  chaque  substitution  de  (J,  8),  telle  que  8,  est  le  produit  de  substi-  • 
tutions  partielles  8,,  8, ....respectivement  opérées  entre  les  lettres  de  chaque 
catégorie.  Soit  (Jj,  8i)  le  groupe  formé  par  les  déplacements  ainsi  opérés 
entre  les  lettres  de  la  première  catégorie  par  les  substitutions  (.1,  8), 

Admettons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  première  catégorie  contienne  les 
lettres  des  by  premières  classes  m,  v,  ...  et  t/  lettres  nouvelles  .r,  y,  ....Ce 
groupe  (Ji,  Sj  peut  être  primitif  ou  non  ;  mais,  dans  ce  dernier  cas,  le 
nombre  des  lettres  de  chaque  système  sera  nécessairement  un  diviseur  de  by. 

En  effet,  s'il  en  était  autrement,  les  by  lettres  u^v^ ...  de  a,,  que  {iy,  SJ  dé- 
place ne  fourniraient  pas  à  elles  seules  un  nombre  entier  de  systèmes: 
donc  l'une  d'elles,  u^,  appartiendrait  au  même  système  qu'une  autre  lettre, 
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laquelle  pourrait  être  une  des  lettres  de  la  même  classe  que  u,  telle  que  «i, 
ou  une  lettre  d'une  autre  classe,  telle  que  v^,  ou  enfin  une  lettre  nouvelle, 
telle  que  x. 

Si  Hq  était  dans  le  même  système  que  v^  ou  que  x,  il  serait  dans  le  même 
système  queMi;  car  J  contient  une  substitution  qui  permute  circulairement 
c-(,7,ffj.  Cell»  substitution,  laissant  v^  et  .v  immobiles,  ne  déplacera  pas  le 
système  qui  les  contient;  donc  îi^  qu'elle  fait  succéder  kiiQ  appartiendra  à 
ce  système. 

11  faut  donc  admettre  que  u^  est  dans  le  même  système  que  î/j  ;  mais  alors 
ce  système  contiendra  les  jj^  lettres  1/0^^....  En  effet,  soit  u^  l'une  d'elles. 
J  contient  une  substitution  qui  permute  circulairement  <7o<yi<7f  Cette  substi- 
tution, remplaçant  Uq  par  Ui,  ne  déplacera  pas  le  système  qui  les  contient; 
donc  î<j  qu'elle  fait  succéder  à  ii^  appartiendra  à  ce  système. 

Donc  chaque  système  contiendrait  au  moins  j^j  lettres.  Mais  (Ji,  Sj étant 
primitif,  l'une  au  moins  des  substitutions  dont  il  est  dérivé  déplacerait  les 
systèmes,  et  par  suite  déplacerait  au  moins  '•2pi  lettres;  résultat  absurde, 
car  (Ji,  81)  est  dérivé  de  substitutions  ternaires  à  q  cycles,  et  de  la  substitu- 
tion partielle  Sj  formée  par  ceux  des  cycles  de  8  qui  déplacent  les  lettres  de 
la  première  catégorie ,  lesquels  cycles  contiennent  un  nombre  de  lettres 
<N<39. 

Parmi  les  diverses  répartitions  possibles  des  lettres  de  (Ji,  Sj)  en  sys- 
tèmes, choisissons  l'une  de  celles  où  le  nombre  Pi  des  lettres  de  chaque 
système  est  maximum.  Les  déplacements  des  systèmes  par  les  substitu- 
tions de  (.11,  Si)  formeront  un  groupe  primitif  fBi    de  degré  -i^-^-r — -' 

Pi 

Cela  posé,  la  substitution  8  ne  déplaçant  par  hypothèse  que  des  lettres  ap- 
partenant aux  trois  systèmes  c-j,  0-5,  0-4,  et  les  autres  substitutions  dont  J  est 
dérivé  remplaçant  les  lettres  de  chacun  des  systèmes  ff^,  o-,,  ...  par  les 
lettres  correspondantes  d'un  même  système,  il  faudra  évidemment ,  pour 
que  (J,  8)  permute  transitivement  entre  elles  les  lettres  de  la  première  caté- 
gorie, que  le  groupe  dérivé  de  la  substitution  8  et  de  celle  U  des  substitu- 
tions de  J  qui  permute  circulairement  les  trois  systèmes  o-j,  0-3,  7,^  soit  tran- 
sitif par  rapport  aux  3/>i-f-/>/  lettres  de  première  catégorie  qu'il  dé- 
place. 

Le  groupe  (U,,  8,)  formé  par  les  déplacements  que  (U,  8)  fait  éprouver  à 
ces  lettres  sera  donc  transitif,  et  contenu  dans  (.li,  Sj.  D'ailleurs  ces  lettres 

formeront  '-^—^ — ■  systèmes  ;  et  les  déplacements  d'ensemble  opérés  sur 

ces  systèmes  par  les  substitutions  de  (Ji,  Sj  formeront  un  groupe  transitif, 

de  degré  — ^ — •'  et  contenu  dans  5].. 
Pi  ■ 

Le  groupe  ^1  sera  donc  alterné  (Théorèmea  aur  les  groupes  primitifs. 


à 
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n°  11),  SI  son  degré  -^^ surpasse  31  —'— — -] — 2,  ce  qui  aura  lieu 

Pi  \      Pi      / 

si  Pi,  et  a  fortiori  si  p,  est  supérieur  à  la  limite 

Or  le  nombre  total  N  des  lettres  déplacées  par  8  est  <<  ôq,  parmi  les- 

N 
quelles  =  au  moins  sont  des  lettres  anciennes;  donc  b[  <^  2^,  ce  qui  réduit 

la  limite  de  p  h 

Mais  nous  avons  déjà  supposé  p^Zq-+-'i;  et  cette  ancienne  limite  sera 
supérieure  à  celle  que  nous  trouvons  ici,  à  moins  qu'on  n'ait 

ou 

bi  =  2  et  q  <  Q, 
OU 

hi  =  3  et  r;  <  4. 

Mais  si  fcj  =  1 ,  d'où  pi  =  1 ,  le  groupe  J,  sera  alterné,  et  le  groupe  6^^,  qui 
se  confond  ici  avec  (Ji,Si),  étant  primitif  et  contenant  Jj,  sera  alterné. 
Dans  les  autres  cas  d'exception,  on  aura  pour  maximum  de  la  limite 

(51)  p  >  18, 

inégalité  que  nous  supposerons  satisfaite.  Dès  lors  il  sera  établi  que  S^  est 
alterné. 

80.  Soit  de  même  Cip-\-c[  le  nombre  des  lettres  de  la  seconde  catégorie. 

Elles  pourront  se  répartir  en  -^ systèmes,  y^  étant  un  diviseur  de 

7i 
q;  et  les  déplacements  de  ces  systèmes  par  les  substitutions  de  (J,8)  for- 
meront un  groupe  alterné  G^.  De  même  pour  chacune  des  autres  catégories 
qui  renferment  des  lettres  anciennes. 

81.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  toutes  les  catégories,  sauf  les 
deux  premières  ci-dessus,  soient  exclusivement  formées  de  lettres  nouvelles. 
Les  déplacements  de  ces  lettres  nouvelles  par  les  substitutions  de  (J,  S)  se 
réduiront  aux  déplacements  opérés  par  S  et  ses  puissances;  et  le  groupe  L, 
formé  par  celles  des  substitutions  de  (J,S)  qui  ne  déplacent  que  les  lettres 
des  deux  premières  catégories,  sera  contenu  dans  (J,8)  et  permutable  à  ces 
substitutions.  Il  aura  d'ailleurs  évidemment  conservé  tous  ceux  des  groupes 
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composants  de  (J,  8)  qui  ne  sont  pas  des  puissances  d'une  même  substitu- 
tion; et  notamment  ceux  qui  sont  afférents  aux  groupes  iBj,  C,. 

82.  Cela  posé,  on  verra  connue  plus  haut  (08  à  75)  que  G  contiendrait 
une  substitution  d'ordre  p  à  moins  de  q  cycles  (ce  qui  est  absurde),  à  moins 

.  biPi-\~K      c,p,-\-c',    ^       ,  ,       ,   , 

qu  on  ne  suppose  -i^-i- i  =  _ii-î 1,  pjr=/?j,  y^  =  Ci,el  qu  on  n  admette 

Pi  7i 

en  outre  que  les  groupes  '6,,  C^  se  correspondent  de  (elle  sorle  qu'à  chaque 

substitution  de  'Bi  en  corresponde  une  seule  de  Cj,  et  réciproquement. 
Mais,  si  ces  conditions  sont  satisfaites,  on  pourra  poser,  pour  abréger, 

-^'-- ■*  =;j,  ;  et  l'on  verra  :  1°  que  les  jhq  lettres  déplacées  par  L  y  for- 
Pi 
ment  jt^j  systèmes  tels,  que  les  substitutions  de  L  remplacent  les  lettres  de 

chaque  système  par  celles  d'un  même  système  ;  2°  que  G  contient  un  groupe 

J,  de  degré  p./j,  dont  les  lettres  se  grouperont  q  à  q  en  p.^  systèmes,  que  .Ij 

permute  d'une  manière  alternée,  en  remplaçant  les  unes  par  les  autres  les 

lettres  correspondantes. 

On  aura  d'ailleurs  ]h'^Pi  ;  car  8  mêlant  dans  ses  cycles  des  lettres  nou- 
velles avec  les  lettres  anciennes  que  J  déplaçait,  on  ne  pourra  pas  avoir  à  la 
fois  b\=:  0,  c[  =0. 

85.  Si  le  nombre  des  lettres  de  G  était  supérieur  à  p^q,  on  verrait  de 
même  que  G  contient  un  groupe  i^  analogue  à  Jj,  mais  de  degré  pj*/,;?^  étant 

Continuant  ainsi,  on  voit  que  le  nombre  des  lettres  de  G  sera  un  mul- 
tiple de  7,  tel  que p^q,  et  que  G  contient  un  groupe  J„i_i  dans  lequel  ces 
lettres  forment  pm  systèmes,  Ug,  Vq,  ...;  ?/i,  v^,  ...  ;  ...  que  J^-i  permute 
d'une  manière  alternée,  en  remplaçant  les  unes  par  les  autres  les  lettres  cor- 
respondantes. 

Il  n'existe  d'ailleurs  aucune  autre  manière  de  répartir  les  lettres  de  Jm_, 
en  systèmes  de  q  lettres.  En  effet,  supposons  qu'un  de  ces  nouveaux  systè- 
mes s  contint  les  deux  lettres  Uq  et  u^  par  exemple;  et  soit  ii^  une  quel 
conque  des  pm — 2  lettres  u^^u-,...;  J,„_i  contient  une  subslitution  qui 
permute  circulairement  «o»  ^n  '^f  Cette  substitution  ne  déplace  pas  le 
système  s;  donc  7tr,  appartient  à  ce  système,  qui  contiendra  dès  lors  aui 
moins  ;jm  lettres,  nombre  >  7,  contrairement  à  l'hypothèse. 

En  second  lieu,  si  s  contenait  î/q  <^'  ^i»  hi-i  contient  des  substitutions  qui 
laissent  Uq  immobile  et  permutent  ensemble  v^,  v.,,  ....  Ces  lettres  appartien- 
draient à  .s,  qui  contiendrait  encore  au  moins  ;;,„  lettres. 

84.  Soit  maintenante  une  (|uelconque  des  substitutions  de  G  qui  ne  dé- 
placent que  N  lettres.  On  peut  supposer  que  son  ordre  k  est  un  nombre  pre- 
mier; car,  au  besoin,  (hi  considérerait  à  sa  place  une  (pu^lconque  de 
SCS  puissances.  Adjuii;iions-la  au  groupe  .!„,_,.  llaisonnant  sur  I  et  sui'.l,„_  1 
»  oniine  tout  à  l'hcuie  sui'  8  et  sur  .1,  on  voit  que  G  contiendra  une  subslitu- 


i 
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tion  d'ordre/»  à  moins  de  ç  cycles  (résultat  absurde),  à  moins  que  les  lettres  de 

(Jm-i,  -)  ne  puissent  se  répartir  en  systèmes  de  q  lettres.  Mais  il  n'y  a  qu'une 
mnniéi'e  de  grouper  les  lettres  de  .Im-i  eii  systèmes  de  r/  lettres.  Donc  s 
remplacera  les  lettres  de  chaque  système  parcelles  d'un  même  système.  Les 
substitutions  semblables  à  2:  forment  un  groupe  K  qui  ne  sera  pas  primitif, 
d'après  ce  qui  précède;  il  est  permutable  à  G,  et  par  suite  transitif.  Donc 
l'une  au  moins  de  ses  substitutions,  2  par  exemple,  déplacera  les  systèmes. 

Soit  d'ailleurs  o-  l'un  des  systèmes  qu'elle  déplace;  C  l'un  des  cycles  de 
2,  qui  contienne  une  des  lettres  de  2.  Les  k  lettres  de  ce  cycle  appartien- 
dront à  k  systèmes  distincts  ;  car  si  deux  d'entre  elles  appartenaient  à  un 
même  système  c-i,  et  se  suivaient  à  p  rangs  de  distance  dans  C,  il  est  clair 
que  2-  et  par  suite  2 ,  qui  en  est  une  puissance,  ne  déplacerait  pas  ce 
système.  Donc  les  lettres  de  C  appartiendraient  toutes  à  c-j,  contrairement  à 
l'hypothèse. 

Donc  2  déplace  au  moins  k  systèmes;  elle  déplacera  toutes  leurs  lettres, 
en  nombre  kq;  d'où  N  >>  kq.  Mais  J„,_i  contient  des  substitutions  d'ordre  5 
à  q  cycles  ;  donc  N  <^  07  et  par  suite  A:  <^  5. 

La  substitution  2  ne  déplaçant  ainsi  que  deux  ou  trois  systèmes,  ses 
transformées  par  lesdiverses  substitutions  de  J„j_i,  qui  permute  les  systèmes 
d'une  manière  alternée,  formeront  évidemment  un  groupe  3t  qui  permute 
les  systèmes  d'une  manière  alternée  si  A;  =  5,  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles si  A;  =  2.  On  en  conclut  comme  précédemment  (75  à  77  et  85)  :  1"  que 
l'on  pourrait  établir  entre  les  lettres  des  divers  systèmes  une  correspon- 
dance telle,  queSC  contint  un  groupe  9ti  permutant  les  systèmes  d'une  ma- 
nière alternée,  en  remplaçant  les  unes  par  les  autres  les  lettres  corres- 
pondantes; 2"  qu'il  n'existe  qu'une  manière  de  répartir  les  lettres  q  h  ([  en 
systèmes  dans  le  groupe  t)Ci,  et  a  fortiori  dans  le  groupe  K,  qui  con- 
tient 9^1. 

Cela  posé,  soit  T  une  substitution  quelconque  de  G  ;  elle  remplace  les 
divers  systèmes  de  q  lettres  que  renferme  K  par  de  nouveaux  systèmes  tels, 
que  les  substitutions  du  groupe  transformé  de  K  par  T,  lequel  groupe  n'est 
autre  que  K,  remplacent  les  lettres  de  cbaque  système  par  celles  d'un  même 
système.  Gomme  il  n'y  a  qu'une  répartition  possible  des  lettres  de  K  en 
systèmes  de  q  lettres,  les  nouveaux  systèmes  se  confondront  avec  les  an- 
ciens. Donc  T  remplacera  les  lettres  de  chaque  système  par  celles  d'un  même 
système.  Donc  G  ne  pourra  être  primitif,  comme  on  l'a  supposé.  Nous  11011^ 
trouvons  ainsi  (conduits  à  une  absurdité. 

85.  Second  cas.  —  Lun  des  groupes  G,...,  par  exemple  C,  nest  pas 
alterné. 

Ici  encore  nous  allons  démontrer  qu'on  arrive  à  une  impossibilité  si  /> 
satisfait  aux  inégalités  (50)  et  (51)  et  à  la  suivante 

(32)  p  >  9(.s)     (s=l,2,  ...,ry-t). 

I  \i 
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86.  Et  d'abord,  si  C  était  simple,  il  serait  isomorphe  à  'B  ;  mais  c'est 
impossible.  En  effet,  si  cela  était,  on  sait  (Traité  des  substihitmis,  69  à  73) 
(ju'il  existerait  une  fonction  *  des  p^  systèmes  permutés  par  ^3  dont  les  dé- 
placements par  les  substitutions  de  55  formeraient  un  groupe  semblable  à 
C  Le  nombre  des  valeurs  distinctes  que  prend  cette  fonction  par  les  substi- 

Cî)    1    c 

tutions  de  S  serait  donc  égal  à  — ,  degré  de  C;  et  suivant  qu'elle 

serait  altérée  ou  non  par  une  transposition  effectuée  entre  deux  systèmes, 

CD   I   c'        en   I   c' 

elle  prendrait  2 ou  — valeurs  distinctes  par  toutes  les  substi- 

7  V 

tutions  possibles  opérées  sur  les  p^  systèmes.  Or,  d'après  un  théorème  de 

M.  Bertrand,  une  fonction  quelconque  desyji  systèmes  prendra  ;;,  valeurs  si 

elle  est  symétrique  par  rapport  à  p^  —  1  systèmes  ;  2pi  si  elle  est  alternée 

par  rapport  à  ^^i  —  1  systèmes  ;  an  moins        \^ •  valeurs  dans  tous  les 

autres  cas.  D'ailleurs  on  a  —  <^  y(  - 1  <ip  et,  par  suite, 

11  faut  donc  admettre  que  *  est  symétrique  ou  alternée  par  rapport  à /Jj  —  1 
systèmes;  mais  alors  elle  prendra  p^^  valeurs  distinctes  par  les  déplacements 
des  systèmes;  et  si  l'on  fait  correspondre  à  chacune  de  ces  p^  fonctions 
<t>,  *', ...  celui  des  systèmes  qui  y  figure  d'une  manière  dissymétrique,  il  est 
clair  que  les  diverses  fonctions  *,  «l-', ...  seront  permutées  les  unes  dans  les 
autres  par  les  substitutions  de  S  de  la  même  manière  que  les  systèmes  cor- 
respondants ;  le  groupe  formé  par  les  déplacements  de  ces  fonctions  sera 
donc  alterné  comme  iB,  et  le  groupe  C,  qui  lui  est  semblable,  le  sera  aussi, 
contrairement  à  l'hypothèse. 

87.  Supposons  donc  que  C  soit  composé.  Nous  remarquerons  d'abord 

que  son  ordre  est  divisible  par  p  (puisqu'il  dérive  de  substitutions  d'ordre  ja), 

mais  non  divisible  par  p-.  Kn  effet,  les  systèmes  qu'il  permute  sont  en 

c        d 
nombre  -p-\ —  ;  et  l'on  voit  comme  précédemment  (47)  que  l'ordre  il  du 

groupe  C  contient  le  facteur  p  à  la  même  puissance  que  l'ordre  0  du  groupe 

formé  par  celles  de  ses  substitutions  qui  ne  déplacent  que  les  -  p  systèmes 

que  A  déplace  ;  de  plus,  si  0  était  divisible  par;/-,  C^  contiendrait  une  sub- 

c                     c 
stitution  d'ordre  />  ànroins  de  -  cycles.  Soit k  le  nombre  de  ces  cycles. 

C^  étant  primitif  et  ne  contenant  pas  lo  groupe  alterné,  on  aurait  par  hy- 
pothèse la  it'IatioM 


i 
I 
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ce  qui  est  absurde,  en  vertu  de  l'inégalité  f52). 

88.  En  second  lieu,  soit  G'  le  groupe  le  plus  général  parmi  ceux  qui  sont 
contenus  dans  C  et  permutables  à  ses  substitutions;  le  nombre  p  divisera 

e 

Vordre  de  -^,  premier  groupe  composant  de  Q.  Supposons  en  effet  que;;  divi- 

sât  au  contraire  l'ordre  de  G'.  Ce  groupe  contiendrait  un  groupe  d'ordre  p. 
Etant  permutable  aux  substitutions  de  C,  il  contiendrait  tous  les  groupes 
transformés  de  celui-là  par  les  substitutions  de  (?.  Mais,  d'une  part,  tous  les 
groupes  d'ordre  p  contenus  dans  C  sont  les  transformés  de  l'un  quelconque 
d'entre  eux  par  les  substitutions  de  C  (théorème  de  M.  Sylo\Y)  ;  d'autre  part, 
C  est  dérivé  de  substitutions  d'ordre  p  (respectivement  correspondantes  à 
Cl,  Cj,  ...)  ;  donc  C, contenant  toutes  ces  substitutions,  se  confondrait  avec  C. 
Si  donc  C  a,  comme  on  le  suppose,  un  groupe  composant  isomorphe  à  33, 
dont  l'ordre  m=--oâ  ...p^^  est  divisible  par  p,  ce  groupe  composant  ne  ■ 

C 
pourra  être  que  le  premier—,' 

89.  Cela  posé,  soient  M^,  ...,  M„  les  substitutions  de  C.  On  pourra  dé- 
terminer dans  (3  des  substitutions  N^,  ...,  N^,  en  nombre  &j,  incongrues 
(mod  C)  ;  et  les  substitutions  de  C  seront  données  par  le  tableau 

Ml  Ni,  ....  M,N^ 

MA>  •••,  MA- 

CT)   I    c'  c' 

Posons  pour  abréger =  >, ,  —  =  «,  et  admettons,  pour  plus  de  gé- 

7  7 

néralité,  que  l'on  ait  e  >>  0.  Le  groupe  C^  formé  par  celles  des  substitutions 
de  C  qui  laissent  immobile  un  des  s  systèmes  qui  figurent  dans  C,  mais 
que  A  ne  déplaçait  pas,  a  pour  ordre  celui  de  C,  divisé  par  1.  Celles  des  lignes 
du  tableau  précédent  dont  quoique  substitution  est  contenue  dans  Cj  for- 
ment donc  au  moins  la  )^''"'^  partie  du  nombre  total  ;  donc  l'ordre  w^  du 

C,  .  e 

groupe  —  formé  par  les  substitutions  correspondantes  du  groupe  —  sera 
C  ^ 

C 
au  moins  égal  à  -.  Le  groupe  £B,  étant  isomorphe  à  —,  devra  de  même  con- 

/■  V-' 

C 
tenir  un  groupe  f8i,  isomorphe  à  -^,  et  d'ordre  «i.  Mais,  d'après  le  théorème 

de  M.  Bertrand,  si  w,  <;  w,  il  sera  égal  à  -  ,  ou  au  moins  égal  à  — -, rr  w. 
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(lelle  dcinièic  hypolhèsc  est  ahsiudo, étant  <!        ^ '  D'ailleurs, 


w 


en  vertu  du  même  théorème,  si  m^  =  —,  fBj  sera  le  groupe  d'une  fonction 

alternée  par  rapport  à  p^^  —  1  systèmes,  et  sera  un  groupe  simple,  d'ordre 
5. 4. ..(;>!  —  1).  Enfin,  si  wi=r.  w,  iBi  se  confond  avec  'B,  et  par  suite  sera 

simple,  et  d  ordre  5.4  ...pi.  Donc  le  groupe  ^sera  simple,  et  isomorphe 

au  groupe  alterné  de  degré  p^  —  ôj,  0^  étant  égal  à  0  ou  à  1. 

90.  Bailleurs  p^  —  ^i^p-  En  effet,  s'il  en  était  autrement,  —  n'aurait 

pas  son  ordre  divisible  par  p;  les  autres  groupes  composan's  de  (?i,  étant 
contenus  dans  (3',  leur  ordre  ne  sera  pas  non  plus  divisible  par  p.  Donc 
l'ordre  de  C^  serait  i>remicr  àp;  résultat  absurde,  car  il  contient  une  sub- 
stitution d'ordre  jj,  correspondant  à  la  substitution  A. 
•  91.  Soient  C,,  (?5,  ...  les  groupes  respectivement  formés  par  celles  des 
substitutions  de  (3  qui  laissent  immobiles  doux,  trois,  etc.,  des  s  systèmes  que 

A  ne  déplaçait  pas;  on  voit  de  la  même  manière  que  -^,  -^,  ...  sont  iso- 

morphes  aux  groupes  alternés  de  degrés  p^  —  6,,  ;>i  —  ôj,  . . . ,  ôp  +  i  étant  égal 
à  6p  ou  à  0p  -t-  1 ,  et  par  suite  contenu  entre  0  et  p  ;  />i  —  ôç,  étant  d'ailleurs  au 

moins  égal  à  p.  Donc  enfin  -:^sera  isomorphe  à  un  groupe  alterné  de  degré 

]>i  —  6i,  0t  étant  compris  entre  0  et  i,  et  ;;,  —  0e  au  moi7is  égal  à  p. 

92.  Donc  l'un  des  groupes  composants  de  C^  est  isomoi'phe  à  un  groupe 
alterné  de  degiè  //  ^p.  Le  groupe  X,  dérivé  de  celles  des  substitutions  de 
Ct  qui  sont  d'ordre;;,  jouira  de  la  même  propriété.  En  effet,  il  est  évidem- 
ment permutable  aux  substitutions  de  C^;  donc  il  possédera  comme  groupes 
composants  une  partie  de  ceux  de  C„  et  notamment  celui  dont  l'ordre  est 
divisible  par;;,  puisque  l'ordre  de  X  est  divisible  par;>. 

Cl) 

95.  Le   groupe  X  déplace  —  systèmes,  et  dérive  de  substitutions  qui 

les  permutent  p  à  p.  Si  donc  X  ne  les  permute  pas  tiansitivement,  on  pourra, 

en  groupant  ensemble   ceux  que  X  pernmte  (  ntre  eux,  les  i-épartir  en 

classes,  contenant  respectivement  /qp,  k,]),...  systèmes,  avec  la  condition 

c 
/.:,  +  /...+  ...= —  Soient  XpX,,...  les  groupes  pai'liels  formés  |)ai'  lesdépla- 

cemcnls  que  les  subslituti(»ns  de  X  loiit  épi'ouvei'  aux  systèmes  des  diverses 
classes.  Ils  seront  res^)ectivenlent  déiivés  de  substitutions  d'ordre ;>,  à /i, 
cycles,  à  lit  cycles,  etc. 
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94.  Considérons  l'un  di^  cos  groupos  X,.  Il  ost  transitif  et  de  degré  k^p; 
donc  son  ordre  est  divisible  parp;  donc  un  au  moins  de  ses  facteurs  de 
composition  est  divisible  par  p.  Mais  les  facteurs  de  composition  de  Xj  sont 
tous  des  facteurs  de  composition  de  X,  lequel  a  un  facteur  de  composition 
divisible  par  3.i...;j,  les  autres  étant  tous  premiers  à  ;;  (car  l'ordre  de  X, 
divisant  celui  de  C,  ne  sera  pas  divisible  par  j9*).. Donc  Xj  n'a  qu'un  groupe 
composant  dont  l'ordre  soit  divisible  par;;,  et  cet  ordre  sera  5.4...  ;/.  D'ail- 
leurs Xi,  étant  dérivé  de  substitutions  d'ordre /j,  ce  groupe  composant  sera 
nécessairement  le  premier  (88). 

95.  Parmi  les  diverses  répartitions  possibles  des  systèmes  que  Xi  déplace 
en  liypersystémes  (tels  que  cbaque  substitution  de  X^  remplace  les  systèmes 
de  chaque  hypersystème  par  celles  d'un  même  liypersystème),  choisissons 
celle  où  le  nombre  y.  des  systèmes  contenus  dans  chaque  hypersystème  est 
maximum  (si  Xj  était  primitif,  on  aurait  'j.=  1).  On  aura  u.<^A\.  En  effet,  X\ 
est  dérivé  de  substitutions  d'ordre  /;  à  A^  cycles.  Si  donc  une  de  ses  substitu- 
tions S  déplace  l'un  des  systèmes,  s,  elle  déplaceia  ses  y.  lettres.  Si  u  était 
^k^,  deux  au  moins  de  ces  lettres  se  trouveraient  dans  un  même  cycle  de  S; 
et  par  suite  S  ne  déplacerait  pas  ce  système,  ainsi  qu'on  l'a  supposé.  D'ail- 
leurs y.  divise  kip,  nombre  total  des  systèmes  ;  et  comme  il  est  <^  A-j,  il  sera 
<Cp,  et  divisera  /q. 

Mais  on  aura  a:=ki.  En  effet,  soit  Yj  le  groupe  primitif  de  degré  —  formé 

par  les  déplacements  que  Xj  fait  éprouver  aux  hypersystèmes  ;  Xj  aura  pour 
premier  facteur  de  composition  le  premier  facteur  de  composition  de  Y,, 
lequel  sera,  par  suite,  5.4...  //.  Soit  maintenant  Zy  le  groupe  dérivé  de  Yj 
par  la  suppression  de  ce  facteur  de  composition.  L'ordre  de  Zj  n'étant  plus 
divisible  pai'  p,  ce  groupe  ne  sera  plus  transitif  ;  donc  il  se  réduira  à  la  seule 
substitution  \,  sans  quoi  Yt  ne  serait  pas  primitif  comme  il  doit  l'être.  Donc 

Yi  est  simple,  et  a  pour  ordre  5 .4 . . .  ;/.  Mais  son  degré  —  ■<  -^^) Donc, 

d'après  le  théorème  de  M.  Bertrand,  il  se  réduira  à  p'  ;  d'ailleurs  5.4  ..  p' 
n'étant  pas  divisible  par  p^  (87),  p'  sera<  2;:;;  on  aura  donc  p'  =p  et 
lJL  =  ki.  De  plus,  Yi  sera  alterné. 

Donc  les  systèmes  de  X^se  groupent  k^  à  k^  en  p  hypersystèmes,  que  ^ ^per- 
mute (Vune  vianière  alternée. 

96.  On  verra  de  même  que  les  systèmes  de  X,  se  groupent  A:.,  à  A,  en  p 
hypersystèmes,  et  que  les  déplacements  que  Xa  fait  subir  à  ces  hypersystèmes 
forment  un  groupe  alterné  \^,  etc. 

Cela  posé,  à  chaque  substitution  de  X  correspond  une  substitution  dans 
chacun  des  groupes  Yj,  Y.,,...;  et  cette  correspondance  doit  être  toile,  qu'à 
chaque  substitution  de  l'un  des  groupes  Yi,  Y,, ...  corresponde  une  seule 
substitution  dans  chacun  des  autres  groupes.  Car  si  à  deux  substitutions  S  et 
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T  du  gronpo  X  correspondaient  deux  substitutions  distinctes  S,  et  Tjdans  Yj  et 
une  seulo  S,  dans  Yi,  à  la  substitution  S~  T  correspondrait  l'unité  dans  Yi 
et  une  autre  substitutions",'  T^dansY,.  Ses  transformées  par  les  substitutions 
de  X  donneraient  des  substitutions  auxquelles  correspondraient  dans  Yj 
l'unité,  et  dans  Y,  les  transformées  de  S,"  Tg  par  les  substitutions  de  Y,,  les- 
quelles reproduisent  tout  le  groupe  Y,,  ce  groupe  étant  simple.  Cela  posé, 
l'ordre  de  X  serait  évidemment  égal  à  3.4...  p,  ordre  de  Yj,  multiplié  par 
o.4...p,  ordre  de  Y^,  multiplié  par  l'ordre  du  groupe  formé  par  celles  des 
substitutions  de  X  auxquelles  correspond  l'unité  dans  Yj  et  dans  Yj.  DoncX 
aurait  son  ordre  divisible  par  //,  ce  qui  est  impossible. 

97.  Cela  posé,  on  verra  comme  précédemment  (743  84)  :  l^que  chacun  des 
hypersystèmes  de  \  peut  être  associé  à  l'un  des  bypersystémes  de  Xg,  etc.,  de 

c 
manière  à  former  des  hypersystèmes  de  —  systèmes,  que  X  permute  d'une 

manière  alternée;  2° que  l'on  peut  faire  correspondre  les  uns  aux  autres  les 
systèmes  de  ces  hypersystèmes,  de  telle  sorte  que  X  contienne  un  groupe  .1 
qui  permute  les  hypersystèmes  d'une  manière  alternée  en  remplaçant  les 
uns  par  les  autres  les  systèmes  correspondants  ;  o**  que  la  supposition 
d'après  laquelle  C,  qui  contient  J,  serait  primitif  sans  contenir  le  groupe 
alterné,  est  absurde. 


VI 


98.  11  nous  reste  à  examiner  le  cas  où  le  groupe  I,  dérivé  de  celles  des 
substitutions  semblables  à  A  qui  ne  déplacent  que  les  pq  lettres  de  A,  est 
transitif.  Ce  cas  n'offre  aucune  difficulté. 

Si  I  est  primitif,  et  si  l'on  désigne  par  pq  -+-  '^{q)  le  nombre  des  lettres 
de  G,  G  sera  ^{q)-\-  1  fois  transitif:  ce  qui  ne  sera  possible  que  si  l'on  a 

(35)  ^{q)  <  q, 

ou 

(34)  cf[q)  <  5 

{Sur  la  limite  de  tramitivité  des  groupes  non  alterne's,  môme  tome,  p.  50). 
Quant  à  •]/  (//),  il  sera  égal  à  zéro. 

99.  Supposons  au  contraire  I  non  primitif.  Répartissons  les  lettres  en  sys- 
tèmes contenant  le  plus  grand  nombre  possible  de  Ici  1res;  on  aura  iJ^<^q. 
Car  si  l'on  avait  p>>r/,  une  au  moins  S  des  substitutions  semblables  à  A  dont 
I  est  dérivé  déplacerait  un  système  s.  Elle  déplacerait  toutes  ses  lettres,  en 
nombre  >-//  ;  donc,  elle  contiendrait  plusieurs  de  ces  lettres  dans  un  même 
cycle,  et  par  suite  ne  pourrait  pas  déplacer  s  comme  on  le  suppose. 


*  _  215  — 

Cela  posé,  G  contenant  un  groupe  \  de  degré  pq  et  transitif,  où  les  lettres 
se  répartissent  y.  à  u.  en  systèmes,  contiendra  un  groupe  deux  fois  transitif 
de  degré  d  au  plus  égal  à  pq-h^-J — 1,  v  étant  un  diviseur  de  p.  (Théo- 
rèmes sur  les  groupes  primitifs;  Journal  de  Liouville,  2®  série,  t.  XVI,  n"'  2 
à  8).  On  aura  par  suite 

^  =  d  —  pq  <:  q  —  i  • 

D'ailleurs  A  sera  au  moins  égal  à  1 ,  l  n'étant  pas  primitif. 

Haisonnant  maintenant  comme  plus  haut  (n°'  47  à  55),  on  trouvera  la  re- 
lation 

\.2...q  =  0     ffiod  (6  + A)(e  +  A— 1) ...  A, 

d'oij  l'on  déduira,  dans  le  cas  le  plus  défavorable,  où  A  =  1, 

e  <^q. 

On  aura  par  suite,  pour  la  limite  f(q)  de  la  somme  e-{-A, 

(35)  9(ç)<2f/-l. 

On  aura  d'ailleurs 

(56)  ^(q)  <q   ^    1 


VU 

100.  En  récapitulant  les  résultats  précédents,  on  voit  que  'j(^)  aura 
pour  limite  supérieure  la  plus  grande  des  quantités  suivantes  : 

(57)  A  =^  ai|  -  )  +  oy.  —  1     (a  diviseur  de  q  et  >  i), 

(58)  A  +  9  —  3,         (59)     q  +  'lïï,         (40)     q  +  %, 
TU  étant  le  maximum  de  l'expression 

ç(s)  +  9(0-1-...     fs+t-{ =  q,  |>s>f>...V 

et  %  le  maximum  de  l'expression 

A(^)  +  V(s)+...      (s  +  t+  ...=q~h.b>^^: 
(41)  4,  (42)  2(/-l; 


—  216  — 
oi  que  -bi/f)  aura  pour  limitt;  supérieuro  la  plus  grande  des  quantités 

A-t,    1+^ïï,    1+91-,   q-l, 

pourvu  que  p  soit  supérieur  à  la  plus  grande  f  (7)  des  quantités  suivantes  : 

A,  1  +  1ÏÏ,   1  +  913  ,  oq  +  2,   18,  9(s)  (s  =  1,2,  . .  . ,  7  -  1). 

iOl.  Or  il  est  aisé  devoir  que,  quelles  que  soient  celles  des  inégalités  pré- 
cédentes dont  on  se  serve  pour  déterminer  çp(r/)  et  •]/  (q),  on  aura 

2  2 

'l'I^)  <  j^r^  ^i  ''^S  ^i  +  9,     ^{(j)  <  ^—^  q  los  q  +  2r/. 

En  effet,  ces  inégalités  sont  satisfaites  pour  7  :=  1  ;  et  nous  allons  montrer 
qu'elles  le  seront,  pour  une  valeur  quelconque  de  7,  si  elles  le  sont  pour  les 
valeurs  inférieures. 

En  effet,  on  aura 


(43)       .-,=,t(2)+5,-2<,j^^los5  +  . 


i_|_f,„.  — 2 


car  les  trois  termes  négligés 'auront  évidemment  une  somme  négative,  sauf 
dans  le  cas  le  plus  défavorable  où  l'on  aura  [x=:q=z'i,  auquel  cas  la  somme 
s'annulera. 

On  aura,  d'autre  part, 

1+W  =  1  +o(,s)  +  cp(/)  +  ...  <1  +^(siogs+<log<  +  ...)+2(s  +  <  +  ..  ). 

et  comme  on  a  d'une  part  s  -h  <+...  =  7,  et  d'autre  part  log  s  <^  logq — log  2, 
log«<log7— log2,  etc., 

(U)        l+m<l  +  j^r/log7-j^f/log2-f  27<  j^7log7  +  r/. 

En  troisième  lieu,  on  a 

(45)  1 +913  =  1  ^<K/^)  +  cp(s)  +  ...<1  +  ,-^fclog/'  +  /'  +  j^.'îlogs  +  2s4-.  . 
2  2 

<^  +  i;;^b^^ëfi  +  f>  +  i^'i^'^sq  -  log  2)  +  2s  +  ... 

2  2 

"^  ''  +  ^  "*■  û^2  C'  +  ^  +  •••)  '''°  V  <  9  +  ,;;7^  9  log  q- 

Knfin  il  est  clair  que  q  —  1   est  inférieur  à  cette  même  limite.  On  aura 
doue  nécessairement 

'K'/)  <  j^2  '/  log  q  +  q. 


à 
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D'ailleurs  les  limites  que  les  relations  (ô7),  (58),  (59),  (40),   (41),  (42) 
donnent  pour  »  {q)  seront  évidemment  inférieures  à 

2 

Enfin  f{q),   limite  inférieure  de  p,  sera  évidemment  égale  à  la  plus 
grande  des  quantités 


lo 


2 

-0  Q  ^Og  q-hq  +  '\,     Zq  +  2,    18  (*) 


On  voit  d'ailleurs,  d'après  la  manière  dont  les  limites  ci-dessus  ont  été 
trouvées,  qu'elles  sont  trop  élevées.  En  serrant  la  question  de  pins  prés,  on 
en  trouvera  de  plus  rapprochées,  pour  chaque  valeur  de  q. 

Nous  allons  en  donner  un  exemple. 


VIII 

102.  Proposons-nous  d'étudier  les  groupes  primitifs  qui  contiennent  une 
substitution  circulaire  d'ordre  ;j  à  2  cycles.  On  aura  par  suite  q  =  'i. 

405.  Les  groupes  I,  I^,  ...  étant  définis  comme  ci-dessus,  soit  I^  le  premier 
groupe  transitif  de  cette  suite. 

On  peut  admettre  que  G  ne  contient  aucune  groupe  transitif  dérivé  de 
substitutions  semblables  à  A,  et  déplaçant  moins  de  lettres  que  I,  _i.  Sup- 
posons en  effet  que  l'on  eût  un  pareil  groupe  J.  Le  groupe  K  dérivé  de 
toutes  les  substitutions  semblables  à  A  qui  ne  déplacent  que  les  lettres  de  J 
sera  a  /brfwri  transitif.  Soient  B' celle  des  substitutions  d'ordre;;  dont  il 
est  dérivé  qui  déplace  le  moins  de  lettres  parmi  celles  que  A  ne  déplaçait 
pas  ;  C  celle  qui  déplace  le  moins  de  lettres  parmi  celles  que  A  et  B'  ne  dé- 
plaçaient pas;  etc.  ;  soient  de  plus  E'  celle  des  substitutions  d'ordre  il  con- 
tenues dans  G  qui  déplace  le  nombre  minimum  de  lettres  nouvelles,  autres 
que  celles  de  J  ;  etc.  Il  est  clair  que  la  suite  A,  B',  G',  ...,  E',  ...  jouira  dey 
propriétés  imposées  au  n"  1  à  la  suite  A,  B,  G, ...;  mais  elle  permettra  d'ar- 
river à  la  transitivité  après  adjonction  d'un  moindre  nombre  de  lettres 
nouvelles  à  celles  que  A  déplaçait. 

Or,  il  est  clair  qu'on  peut  admettre  que,  parmi  les  diverses  manières  de 
déterminer  la  suite  A,  B,  C,  ...,  on  ait  choisi  dès  l'abord  celle  qui  permettait 

2 

{*)  On  peut  admettre  toujours  la  limite  ^-—  ^  log  «7  4-  g  -h  1-  En  effet,  si  9  >  5,  cette 

quantité  sera  supérieure  aux  deux  autres;  et  si  q  <  5,  il  résulte  de  nos  recherches  que  la 
vraie  limite  de  p  est  égale  à  q  (Voir  la  seclion  suivante). 
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d'arriver  le  plus  lût  à  la  transitivilé.  Si  l'on  s'est  imposé  cette  condition, 
l'existence  de  la  nouvelle  suite  A,  B',  C,  ...,  E',  ...  sera  impossible. 

104.  1"  Si  If  n'est  pas  primitif,  ses  lettres  se  grouperont  en  systèmes  ^i 
h[i;  et  fi,  étant  >  1  et  divisant  q,  sera  égal  à  2.  Le  groupe  lr_i  n'étant  pas 
transitif,  par  hypothèse,  ses  lettres  formeront  deux  classes.  Ceux  des  systè- 
mes de  deux  lettres  que  l,._i  déplace  auront  une  de  leurs  lettres  dans 
chaque  classe.  Considérons  en  effet  l'une  de  ces  classes,  et  soit  ja  H-  a  le 
nombre  de  lettres  qu'elle  contient.  Le  groupe  partiel  formé  par  les  dépla- 
cements que  l,._i  fait  subir  aux  lettres  de  cette  classe,  étant  dérivé  de  sub- 
stitutions circulaires  d'ordre  p,  sera  «  +  1  fois  transitif.  Si  donc  deux  de 
ces  lettres  a  et  i  appartenaient  à  un  même  système,  I,_i  contiendrait  une 
substitution  S  d'ordre;)  permutant  ces  deux  lettres;  et  le  système  qui  les 
contient  n'étant  pas  déplacé  par  S,  les  p  lettres  contenues  dans  le  même 
cycle  de  S  appartiendraient  à  ce  système,  qui  contiendrait  ainsi  plus  de  deux 
lettres,  contrairement  à  notre  supposition. 

Donc  les  deux  classes  contiendront  le  même  nombre  de  lettres;  et  les 
substitutions  de  I,_i,  remplaçant  les  deux  lettres  de  chaque  système  par 
celles  d'un  même  système,  permuteront  de  la  même  manière  les  lettres  cor- 
respondantes des  deux  classes. 

105.  Si  ar=0,  et  si  l'on  désigne  par  p  +  A:  le  nombre  des  lettres  de  G, 
soient  comme  précédemment  r  le  groupe  formé  par  les  puissances  de  A  ; 
9G  le  groupe  formé  par  celles  des  substitutions  de  G  qui  sont  permutables 
à  r  et  qui  permutent  exclusivement  entre  elles  les  /.•  lettres  nouvelles;  ses 
substitutions  seront  de  la  forme  X^Yj,  X2Y2,  •..,  Xj,  Xg, ...  étant  des  substitu- 
tions entre  ces  k  lettres,  et  Yp  Y,,  ...  des  substitutions  entre  les  2p  lettres 
de  A;  ces  dernières,  étant  permutables  à  r,  remplaceront  les  lettres  de 
chaque  cycle  par  celles  d'un  même  cycle.  On  verra  d'ailleurs  comme  pré- 
cédemment que  la  groupe X^jXj, ...  contiendra  toutes  les  substitutions  pos- 
sibles entre  les  /••  lettres  nouvelles. 

Soient  f)G'  le  groupe  formé  par  colles  des  substitutions  de  DG  qui  ne  dé- 
placent pas  les  cycles  de  A;  X'Y',  X"Y", ...  ses  substitutions.  Il  est  clair  que 
leurs  premiers  facteurs  X',  X",  ...  formeront  un  groupe  contenu  dans 
(Xi,  X,, ...)  et  renfermant  au  moins  la  moitié  de  ses  substitutions.  Donc  le 
groupe  (X',X",  ...)  contiendra  le  groupe  alterné.  On  aura  d'ailleurs 
Y'  =  V'^'W,  Y"  =  V'^"W", ...,  V,  W,  W", ...  étant  des  substitutions  de  même 
forme  qu'à  l'endroit  cité. 

Cela  posé,  si  k'^  5,  le  groupe  alterné  (X',X",  ...)  contiendra  au  moins 
deux  substitutions  non  échangeables  entre  elles.  En  combinant  entre  elles 
les  substitutions  (correspondantes  de  %',  on  obtiendia  une  substitution  qui 
se  réduit  à  la  forme  XW. 

Soient  .r'w',  .r"iv",  ...  les  substitutions  de  cette  forme  que  contient  %;  le 
groupe  (.r',.r", ...)  sera  évidemment  permutable  à  (X,,  Xj,  ...);  doncil  con- 
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tiendra  des  substitutions  binaires  à  2  cycles  (il  en  contient  si  k=^\,  et  si 
/i>"4,  il  contient  le  groupe  alterné). 

Supposons  donc  que  .r'  soit  une  substitution  binaire  à  2  cycles;  iv'  étant 
d'ordre  p,  G  contiendra  {x'w')p,  substitution  binaire  à  2  cycles.  Mais  son 
degré  2p-t-A;>-  9;  donc  G  contiendra  le  groupe  alterné. 

Si  A:<5,  l'ordre  de  G  sera  0(2/) +  2)  ...  (2;^+ A),  0  étant  l'ordre  du 
groupe  formé  par  celles  de  ses  substitutions  qui  ne  déplacent  que  2p  lettres. 

i06.  11  resterait  à  discuter  l'hypothèse  a>0.  Mais  ce  cas  doit  être 
exclu.  En  effet,  I,.  étant  transitif,  parmi  les  substitutions  S,  T,  ...  d'ordre 
p  dont  il  est  dérivé,  il  en  est  une  S  qui  mêlera  dans  ses  cycles  les  lettres  des 
deux  classes.  Car  s'il  en  pouvait  être  autrement,  soienlx,y  les  deux  lettres 
nouvelles  contenues  dans  I,.  et  que  I,._i  ne  déplaçait  pas.  Pour  que  I,  fût 
transitif,  il  faudrait  qu'une  des  substitutions  S,  T, ...  contînt  dans  un  de  ses 
cycles  X  et  des  lettres  delà  première  classe,  et  dans  l'autre  y  et  des  lettres 
de  la  seconde  classe  ;  tandis  qu'une  autre  de  ces  substitutions,  U,  permu- 
terait X  avec  des  lettres  de  seconde  classe,  et  y  avec  des  lettres  de  première 
classe.  Mais  il  est  clair  que  T~  UT=  S  mêlerait  dans  ses  cycles  les  lettres 
des  deux  classes.  Donc  la  substitution  S  existe  nécessairement.  Elle  laisse 
immobiles  a-\-i  systèmes  de  lettres.  Soient  s  l'un  d'eux,  t  celui  de  ces 
systèmes  que  \r-i  déplace,  mais  que  1,_2  ne  déplaçait  pas  :  l,._i  contient 
une  substitution  T  qui  remplace  le  système  s  par  le  système  t,  sans  mêler 
ensemble  les  lettres  des  deux  classes;  T~'ST  laissera  immobiles  les  lettres 
de  t,  tout  en  mêlant  encore  les  lettres  de  deux  classes.  En  l'adjoignant  à 
l,  _2,  on  obtiendra  un  groupe  J  ne  déplaçant  que  2;9  -f-  2a  lettres,  mais  tran- 
sitif; résultat  inadmissible  (105). 

107.  2"  Si  1,  est  primitif,  les  lettres  de  Ir_i  formeront  deux  classes,  con- 
tenant respectivement  /j  -+-  a  et  p  -h  S  lettres. 

Si  a  >•  2,  les  déplacements  que  l,._  i  font  subir  aux  lettres  de  la  première 
classe  formeront  un  groupe  alterné  [Sur  la  limite  de  transitivité  des  yroiipes 
non  alternés,  théorème  l)  ;  et,  d'après  l'analyse  précédente,  G  contiendra  le 
groupe  alterné,  à  moins  qu'on  n'ait  a=:/3,  et  que  les  substitutions  de  l^_i 
ne  permutent  de  la  même  manière  les  lettres  correspondantes  des  deux 
classes. 

Soient  respectivement  «i...  a^x^ ...  x„,  h^...  bpyi ...  ?/«  ces  lettres  ;  x^ya  le 
dernier  couple  de  lettres  introduit  dans  le  passage  de  lr_-2  à  l^-i. 

Soit  z  la  nouvelle  lettre  introduite  dans  le  passage  au  groupe  suivant  I^. 
Ce  groupe,  étant  transitif,  contiendra  une  substitution  S  qui  mêle  dans  ses 
cycles  les  lettres  des  deux  classes.  Parmi  les  2a H- 1  lettres  qu'elle  laisse 
immobiles,  on  peut  admettre  que  se  trouve  l'une  des  deux  lettres  x^,ya 
par  exemple  y^.  Car  si  elle  laissait  immobile  b.^,  il  suffirait  de  considérer  au 
lieu  de  S  sa  transformée  par  une  substitution  de  l,  _i  qui  remplace  b^  par  y^. 
Cela  posé,  si  S  mêlait  dans  ses  cycles  les  lettres  ai...apXi...x^_i  aux 
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Icltrosij... /;,,Vi... //a-i,  il  est  clair  qu'en  radjoignant  à  I,_i  on  aurait  un 
gi'oupe  transitif,  de  degré  moindre  que  I^-,  résultat  inadmissible.  Donc  S 
devra  déplacer  Xa  et  celui  de  ses  cycles  qui  contient  cette  lettre  ne  pourra 
renfermer  que  des  lettres  de  la  suite  b^  ...  hfy^...y^_iz. 

Mais  si  s  faisait  partie  de  ce  cycle,  et  y  suivait  x^  à  m  rangs  de  distance, 
par  exemple,  le  groupe  transformé  de  Ir_i  par  S™,  ne  déplaçant  plus  z^  se- 
rait contenu  dansl^;  et  ces  substitutions  déplaceraient  x^  sans  déplacer  sa 
correspondante  T/a,  ce  qui  est  inadmissible. 

Il  faut  donc  admettre  que  le  premier  cycle  de  S  ne  contient  avec  x^  que 
des  lettres  de  la  suite  hy...  h^y^...  î/a-i-  Le  second  devra  contenir  3  avec  des 
lettres  de  cette  même  suite,  ou  des  lettres  de  l'autre  suite  «i....r„_i. 

Mais  si  ce  cycle  contenait  z  avec  des  lettres  h^...  y^-i.  le  groupe  déiivé  de 
S  et  de  I,_i  permuterait  d'une  manière  alternée  les  p  +  a  +  1  lettres 
by...ya_izx  d'une  part,  les  p-{-a  —  1  lettres  ay...x^_i  d'autre  part.  Ce 
groupe,  réduit  à  celles  de  ses  substitutions  qui  ne  déplacent  pas  ces  der- 
nières lettres,  permuterait  encore  les  autres  d'une  manière  alternée,  et  G 
qui  le  contient  serait  alterné. 

Donc  le  second  cycle  de  S  ne  contiendra  aucune  des  lettres  by...ya-i; 
et  S  laissera  immobiles  a  de  ces  lettres.  Soit  s  l'une  de  ces  lettres  immo- 
biles; Ir_t,  étant  a  +  1  fois  transitif,  contiendra  une  substitution  T  d'ordre 
p  qui  remplace  s  par  y^;  et  T~  ST,  qui  ne  déplace  pas?/»,  contiendra  dans  son 
premier  cycle  la  lettre  que  T  fait  succéder  à  x^,  laquelle  est  de  la  suite 
a, ...  x^_i,  et  celles  que  T  fait  succéder  aux  autres  lettres  du  cycle,  lesquelles 
sont  de  la  suite  èj ...  ya—i  '•  on  retombe  ainsi  sur  un  cas  où  l'impossibilité 
est  démontrée. 

108.  Il  faut  donc  supposer  a<<  2,  /3<^  2.  D'ailleurs  I,._i  ne  doit  contenir 
qu'une  lettre  de  plus  que  lr_2,  sans  quoi,  les  lettres  de  I,_i  se  groupant  deux 
à  deux  en  systèmes,  on  pourrait  appliquer  le  raisonnement  qui  précède. 

109.  Supposons  d'abord  a>-0,  /3>0;  et  soient  «i ...  Op.fj  ....r», 
by...bj,yy...  7/3  les  lettres  des  deux  classes;  .Ta  la  dernière  lettre  introduite. 
Le  groupe  \r  contiendra  une  substitution  S  semblable  à  A  et  mêlant  dans  ses 
cycles  les  lettres  des  deux  classes.  Connue  elle  ne  déplace  que  'ip  lettres, 
elle  laissera  immobiles  a-f-  ^-1-  1  lettres  de  ces  classes. 

Si  elle  laisse  immobile  une  lettre  de  la  première  classe,  on  peut  admettre 
que  c'est  .r„;  mais  alors  il  est  clair  qu'en  adjoignant  Sa  I^-î  on  obtiendrait 
un  groupe  transitif  contenu  dans  G,  dérivé  de  substitutions  d'ordre  /;  et  dé- 
plaçant moins  de  lettres  que  I^,  ce  qui  ne  peut  être,  par  hypothèse. 

Si  au  contiairc  les  a  +  p+  1  lettres  (jut;  S  laisse  innnobiles appartiennent 
toutes  à  la  seconde  classe,  on  pourra  admettre  que  dans  le  nombre  se  trou- 
vent les  p  lettres  y,,  ...,yii  que  A  ne  déplaçait  pas;  et  celles  des  lettres 
by...  bp  qu(;  S  déplace,  en  nombre  p — a.  —  1  (on  suppose  />>>3  et  a<<2), 
ne  pciuiroiit  former  un  (;ycle  à  elles  seules.  Si   l'une  de  ces  lettres  figure 
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dans  le  même  cycle  de  S  que  l'une  dos  lettres  Oj ...  dp,  ce  cycle  ne  contiendra 
qu'une  partie  des  lettres  ai ...  Op,  et  les  autres  seront  contenues  dans  l'autre 
cycle.  Dès  lors  il  est  clair  que  le  groupe  dérivé  de  A  et  de  S,  qui  déplace 
moins  de  lettres  que  I^.,  serait  transitif,  résultat  inadmissible. 

Supposons  au  contraire  que  S  eût  un  de  ses  cycles  formé  des  lettres  Oi ...  «p 
et  l'autre  des  lettres  zxi  ...  .rejointes  à  des  lettres  b.  Le  groupe  I,_i  contient 
une  substitution  T  d'ordre  yj. qui  déplace  .<,■«;  son  premier  cycle  sera  formé 
de  lettres  de  la  première  classe,  parmi  lesquelles  ;j  —  a  au  moins  seront  dos 
a  ;  son  second  cycle  contiendra  p  lettres  de  seconde  classa  ;  les  autres  lesle- 
ronl  immobiles,  et  l'on  peut  admettre  que  jjs,  est  de  ces  dernières.  Mais 
alors  le  groupe  dérivé  de  S  et  de  T  sera  transitif,  quoique  déplaçant  moins 
de  lettres  que  Ir,  ce  qui  est  inadmissible. 

MO.  Il  faut  donc  admeltre  que /3  =  0;  mais  alors  le  raisonnement  des 
n"^  65-64  montre  que  a  doit  être  nul  aussi  pour  que  Ir  soit  primitif. 

m.  On  aura  donca  =  |3  =  0;  et  l'on  en  conclut,  comme  au  n"  105,  que 
si  2;;H-/t  est  le  nombre  des  lettres  de  G,  on  aura  A:<^5.  De  plus,  l'ordre  de 
GseraO(2/>4-i)...(2;;H-^). 

On  aura  donc  dans  tou»  les  cas  A:  <^  5. 

Notre  démonstration  suppose  que  p  est  supérieur  à  5.  Mais  on  s'assure 
aisément,  en  traitant  directement  le  cas  où  p  =  5,  qu'on  obtiendra  pour  k  la 
même  limite  5. 

112.  En  raisonnant  d'une  manière  analogue  sur  les  cas  où  l'on  a  q=ô, 
4  ou  5,  nous  avons  obtenu  des  résultats  tout  semblables,  qui  peuvent  se 
formuler  dans  le  théorème  suivant. 

Thkop.ème.  —  Soitq  unnombre  inférieur  à  6;  p  un  nombre  premier  quel- 
conque supérieur  à  q  ;  l'ordre  d'un  groupe  primitif  G  qui  contient  une  substi- 
tution d'ordre  p  à  q  cycles  {sans  contenir  le  groupe  alterné)  ne  peut  dépasser 

pq  -I-  7  H-  1 . 


Sur  un  problème  de  probabilités;  par  M.  Ualphe.n. 

(Séance  du  30  ivril  1875) 

Une  tiqe  se  brise  en  n  morceaur;  quelle  est  la  probabilité  que  ces  n  mor 
ceaux  soient  ]>ropres  à  former  un  polygone  fermé  ? 

Le  cas  le  plus  simple  de  ce  problème,  celui  où  le  nombre  n  est  égal  à  5, 

a  été  traité  par  M.  Lemoine,  qui  a  trouvé  ^  pour  la  probabilité  demandée. 

Chaque  événement  possible  est  caractérisé  par  les  longueurs  x^,  ,v,,  ..., 
r„_.i,  a  —  (  *i-h  '"2  4-  •••  +  '<;.— 1),  dt's  )i  morceaux  dans  lesquels  se  sépare 
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la  tige  A  do  longueur  a.  On  fait  l'hypollièse  que  ces  morceaux  peuvent 
acquérir  toutes  les  longueurs  de  0  à  a,  et  que  la  probabilité  de  chaque 
événement  est  la  même  ;  c'est-à-dire  que  la  probabilité  de  l'événement 
[.Tp  .r-j,  ...,.r„_i,  a — (.Ci -h  ... -l-.r„_i)]  est  indépendante  de  a'i, ...,  ,r„_i. 

Prenons  une  autre  tige  B  de  même  longueur  a,  supposons  que  n  —  1 
points  s'y  placent  au  hasard,  et  qu'on  la  brise  en  ces  n  —  1  points.  La  pro- 
babilité d'obtenir  de  cette  façon  7i  morceaux  donnés,  et  disposés  dans  un 
ordre  donné  sur  la  tige,  est  évidemment  indépendante  des  longeurs  de  ces 
morceaux  et  de  leur  ordre.  Car  ce  n'est  pas  autre  chose  que  la  probabilité 
que  les  n  —  1  points  se  placent  en  n  —  1  positions  données  sur  la  tige.  Or 
cette  probabilité  ne  dépend  pas  de  ces  positions,  puisque  les  points  se  placent 
au  hasard.  Par  suite,  la  probabilité  d'obtenir,  avec  la  tige  B,  n  morceaux 
donnés,  indépendamment  de  leur  ordre  sur  cettetige,  est  égale  àl.2.3...nfois 
cette  dernière  probabilité;  c'est-à-dire  qu'elle  est  constante.  D'ailleurs,  sur 
la  tige  B,  les  morceaux  peuvent  acquérir  toutes  les  longueurs  de  Oà  a.  Donc 
la  probabilité  de  cha([ue  événement  [x\,  x.;^,  ...  ^Vi-i,  o-  —  (■'^■i  -H  •••  +^h-i)J 
est  la  même  avec  les  tiges  A  et  B. 

Pour  que  les  n  morceaux  d'une  tige  soient  propres  à  former  un  polygone, 
il  faut  et  il  suffit  que  chacun  d'eux  soit  inférieur  à  la  moitié  de  la  tige.  Il 
sera  plus  simple  de  considérer  l'événement  opposé,  et  de  chercher  la  proba- 
bilité pour  qu'un  morceau  soit  supérieur  à  la  moitié  de  la  tige,  condition 
qui  ne  peut  être  réalisée  que  par  un  seul  morceau  à  la  fois. 

Il  est  clair  que  cette  probabilité  est  la  même  pour  les  tiges  A  et  B, 

Supposons  maintenant  ?i  —  \  autres  tiges  Bi,  B^,  ...,  B„_i,  sur  chacune 
desquelles  n  —  1  points  se  placent  de  la  façon  suivante.  Quand,  sur  la  tige 
B,  les  morceaux  sont,  en  tenant  compte  de  leur  ordre,  à  partir  d'une  extré- 
mité détei'minée,  x^,  x^,  ...,  ^„,  ils  seront  les  mêmes  sur  les  autres  tiges, 
mais  dans  l'ordre  suivant  à  partir  d'une  extrémité  déterminée  sur  chaque 
tige;  sur  B.^  :  x.^,  x., ...,  x„,  Xi  ;  sur  B-  :  x,,  x,^,  ...,  x,^,  x^,  x.-^  ;  sur  Bj  :  Xi, 
^i+i,  x„,  r,, ...,  .ri_i;  etc.  On  voit  immédiatement  que,  sur  chacune  de  ces 
liges,  considérée  isolément,  les  n — \  points  se  placent  au  hasard.  Par 
suite,  pour  chacune  de  ces  tiges,  la  probabilité  de  l'événement  dont  il  s'agit 
est  la  même  que  pour  B  et  A. 

Chaque  fois  qu'un  des  morceaux  est  plus  grand  que  ô'  ''  Y  u^^c  dos  tiges 

B,  B,,  ...,  B„_i  et  une  seule,  sur  laquelle  le  morceau  ayant  l'origine  pour 

extrémité  est  supérieur  à  ^.  Par  suite,  la  probabilité  cherchée  est  égale  à 

n  fois  celle  que,  sur  une  lige  B,  oii  n —  1  points  se  placent  au  hasard,  le  seg- 
ment gui  contient  une  extréinité  donnée  soit  supérieur  à  la  moitié  de  la  tige. 
Pour  (jue  (;et  événement  se  produise,  il  faut  et  il  suffit  que  les  n — i 
points  se  placent  dans  la  moitié  de  la  tige  contenant  l'autre  extrémité.  Pour 


I 
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qu'un  point  donné  s'y  place,  la  probabilité  est  ^-   Pour  qu'ils  s'y  placent 

1 

tous,  la  probabilité  est  j^^^zri- 

La*probabilité  cherchée  est  donc  ^^^^ _  ^ ,  et  celle  de  l'événement  opposé, 

n 
qui  fait  l'objet  du  problème  proposé,  est  1  — -^^^ 

Le  môme  problème  peut  être  également  résolu  par  un  calcul  assez  simple. 
L'hypcthèse   est  que    la   probabilité   de  l'événement    [.i\,  jc^,  ...,  Xn-u 
a—  (j^i -h ^'2  H-  . . .  -\-Xn_i)]  est  indépeiTdante  de  ,t\,  x^, ...,  .r„_i. 
Elle  est  donc  de  la  somme 

dxidxa-  •  -dxn—s. 


A  étant  une  constante  que  nous  allons  déterminer. 
Posons 

Xj  +Xç,-\-X.^  +  ...  +  Xn-i  —  S„_i, 

Xj    +  Xa   -\-    ...   +  Xu  —  i  =  hn—^t 


x^  4-  .t^a  ^=  "^2- 

Xy,  Xj,  ...,  Xn-i  étant  donnés,  ^«-1  peut  varier  dans  toute  l'étendue  des 
valeurs  qui  rendent  Xj^  =  a  —  S„_i  positif,  c'est-cà-dire  de  0  à  a  —  S„_2; 
demême,  .Tj,  ^2,...,. r„_5  étant  donnés,  .r„_2  peut  varier  de  0  à  a — S„_3;  etc. 
En  sorte  que  l'on  aura  tous  les  cas  possibles  en  faisant  varier  :  .r„_i  de  0  à 
S„_2,  .r„_2  de  0  à  a  —  S,, -3,  ...,  x^^  de  0  à  a  —  .r^,  et  .Tj  de  0  à  a.  Tous  les 
cas  seront  répétés  1.2.3  ...n  fois.  Par  suite,  si  l'on  intègre  la  différentielle 
ci-dessus  entre  ces  limites,  ou  aura  la  probabilité  totale  de  tous  les  événe- 
ments possibles,  c'est-à-dire  runité,  répétée  1.2.5  ...  n  fois. 
On  a  d'ailleurs  : 


f'dx,  r'-^'d.2  f'-^-^dx,...  p-^«-^rf.r„_.  f'-^'^-^dxn- 


1 


1.2.5...(»—  1) 


Par  suite,  A  ^--  ^""^ 


1.2.5...w.l.2.5...(?î— 1) 
Pour  chercher  la  probabilité  d'un  événement  défini  par  des  limites  spé- 
ciales attribuées  aux  variables,  on  intégrera  la  différentielle  dx^dx.,  ...  dXn-\. 
entre  les  limites  convenables.  Soit  X  cette  intégrale.  Si,  par  le  procédé  suivi, 

X 
chaque  cas  est  répété  M  fois,  la  probabilité  cherchée  sera  ^. 
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Si  l'on  demaiule  la  i)robabililé  qu'un  niorcreau  soit  supérieur  à  ^^,  ou  fera 

varier  .r„_i,  .r„_2, ...,  -^t'i  entre  les  mêmes  limites  que  précédemment,  eta-^ 

de -,  à  fi.  Chaque  événement  est  alors  répété  1.2.5...  (/i  —  1)  l'ois.  Donc  la 

X                   l  ''>      >i 
probabilité  cherchée  est  .  ,^  ^ — -, ;-—*  = -^-  ^^^'^  on  a  ici  : 

'  1.2.o...(« — 1)A  fi„_i 

r«   .       /"«  —  ■'■)  7       /'a  — s.,  ,  /''a  —  S,,_,  , 

X=         (Ixi  ^  dx..  \  -(Ix.,...  "    -dxn-i 

~~  ja     "^^  i.2.3...(«— i>)  ~  '2"-M. 2.5... («—])■ 


La  probabilité  cherchée  est  donc  ^^ ,  ainsi  qu'on  l'a  trouvé  précédein- 

-}i  —  1 

ment. 


Démonstration  de  la  proposition  de  Steiner  relative  à  l'enveloppe  de  la  droite 
de  Sinison;  par  M.  II.  Br.ocARD. 

(Séance  du  ÔO  avril  1875) 

1.  On  doit  à  Th.  Sinison  la  proposition  suivante  : 

Les  projections  des  points  de  la  circonférence  d'un  cercle  circonscrit  à  un 
triangle  sur  les  trois  côtés  de  ce  triangle  sont  en  ligne  droite. 

Steiner  a  montré  le  premier  que  : 

L enveloppe  de  cette  droite  est  une  hypocycloïde  régidière  à  trois  rehroussc- 
ments. 

La  démonstration  de  cette  proposition  remarquable  a  été  donnée  par 
M.  Ferrers  et  par  .M.  1'.  Serret. 

Je  n'ai  pas  eu  connaissance  du  travail  de  M.  Ferrers,  et  j'ai  cherché  de 
mon  côté  une  démonstration  de  ce  théorème.  Celle  que  je  préseule  aujour- 
d'hui m'a  paru  très-simple,  et,  pour  ce  fait,  je  l'avais  déjà  communiquée  à 
M.  Gérono. 

Soient  A,  H,  C  les  sommets  du  triangle  (flg.  \),  H  le  point  de  rencontre 
des  hauteurs,  M  un  point  du  cercle  circonscrit,  D,  E  les  projections  de  ce 
point  sur  les  côtés  Ab,  AC  (nous  ï-upprimons  le  tioisième  côté  pour  simpli- 
lier  la  figure)  ;  DK  sera  la  position  de  la  droite  de  Simson,  ou  lig^ie  pédale, 
con'espondanl  au  point  M. 

On  sait  (pu-  le  nnlifu  I  de  Mil   se  ti'ouvo  sur  l)E(*).  Le  lieu  du  poi     r^ 

(■)  CeUe  pioposiliou  fait  l'u)ij(  l  de  la  (lueslioii  708,  Nouvelles  Annales,  'i"  série,  t.  IV 
!..  177. 
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quand  le  point  M  varie,  est  donc  la  figure  semblable  au  cercle  BAGM,  le 
centre  de  similitude  étant  le  point  II,  et  le  rapport  de  similitude,  |.  Ce  lien 
est  donc  un  cercle,  et,  comme  il  passe  par  les  milieux  des  segments  HA,  HB, 
HC,  il  se  confond  avec  le  cercle  des  neuf  points. 

Remarquons  enfin  que  si  le  point  1  se  projette  sur  AG  au  point  1',  on 
aura  01'=  El';  la  recliercbe  de  l'enveloppe  de  la  droite  DE  esl  donc  ra- 
menée à  la  question  suivante  : 

Étant  données  une  circonfcrence  fixe  et  une  droite  fixe  OC  qui  la  coupe  au 
point  0,  on  projette  un  point  1  de  la  circonférence  sur  la  droite  OC  en  \,  e 
l'on  prend  l'E  =  l'O.  Trouver  l'enveloppe  de  la  droite  El. 


Fia.  3. 


2.  Soient  (fig.  4)  U  le  centre,  IJI  =  0U  =  a  le  rayon  de  la  circonférence, 
U'  la  projoctiou  de  U  sur  El.  Menons  par  U  une  parallèle  US  à  OE  et  par  0 
une  perpendiculaire  OL  à  OE.  Désignons  par  «,  6,  »,  3  les  angles  lUS,  UOL, 
U'Ul  et  Oir  =  riE.  Prenons  sur  la  tangente  IT  au  cercle  en  I,  à  partir  du 
point  1,  un  élément  U  projeté  en  l'J'  sur  OE,  puis,  à  partir  de  E,  EE'  =  'il'J', 
et  joignons  E'J  qui  coupe  El  en  un  certain  point  N  dont  la  position  limite 
esl  le  f  oint  de  contact  de  lE  avec  son  enveloppe.  Soient  m,  n  les  segments 
NE,  NI.  On  a 

EE'  =  2I'J', 


EF       EE'  ces  5 


U  sin 


EE'  cos  ^  sin  a 
l'J'       sin  w 


2  cos  S  sin  a 


d'où  l'on  lire 


Mais 


(m  +  n)  sin  fî  =  «(sin  6  +  cos  a) 


sin  9  4-  cos  g. 

"  =^  ^"^  ^'"  '^  2  sin  n  sin  a  +  '2  sin  ^  sin  o' 


5  =  a  +  ç,     -2S  =  90°  +  6  —  a; 
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donc 

H  =  l.N  1=:  2rt  sin  9  —  21U'. 

Ainsi  le  point  N  est  déterminé  par  Tintersection  de  IH  avec  la  circonfé- 
rence égale  à  la  première  et  tangente  au  point  1. 

5.  Soit  L'i  le  centre  de  celte  circonférence,  situé  sur  la  droite  lU.  Elle  est 
tangente  à  une  circonférence  ayant  U  pour  centre  et  un  rayon  triple.  L'angle 
IL'iX  est  double  de  L'UI  ou  de  'f.  Mais,  des  deux  relations  (1),  on  déduit 

2o  =  90°  -4-  6  —  5a. 

L'angle  2o  est  donc  fonction  de  oa.  Ainsi  le  point  N  appartient  à  ïhyiio- 
cj/cloide  régulière  à  trois  rebroussonents  engendrée  par  un  point  de  la  cir- 
conférence d'un  cercle  égal  au  cercle  des  neuf  points,  roulant  à  Vintérieur 
d'un  cercle  de  rayon  triple,  concentrique  au  cercle  des  neuf  points  du  triangle 
proposé. 

A.  Pour  chaque  triangle  donné,  il  y  a  un  angle  0  différent;  c'est  de  cet 
angle  seul  que  dépend  l'orientation  de  l'iiypocycloïde. 

Cet  angle  6  joue  le  rôle  de  paramètre  d'orientation. 

Les  angles  aigus  formés  par  les  trois  a.xes  de  la  courbe  avec  CE  ont  pour 
valeurs 

w.  120"  — w,  GO"—  w, 

avec 

2e 

(,)  =:  t)0°  —  — . 
ù 


Mémoire  sur  la  détermination  des  coniques  et  des  surfaces  du  second  ordre; 

par  M.  IIalphe:{  (*). 

(Séance  du  1!)  mors  1875) 
DEUXIÈ.ME  PARTIE 

I.     —    DROITES-CO.NIQLES    DA^S    I.KS    COMPLEXES    l'I.A.NS    IIE    CONIQUES. 

Je  donne  le  nom  de  complexe  plan  de  coniques  à  l'ensemble  de  ces  cour- 
lies  qui  satisfont  à  des  conditions  données  en  nombre  inférieur  à  4.  Le 
nombre  de  ces  coiulitions  sera  l'ordre  du  complexe.  Je  désignerai  babiluel- 
lement  un  complexe  par  une  lettre  entre  parenthèses,  affectée  d'un  indice 
égal  à  son  ordre.  La  môme  lettre,  sans  parenthèses,  désignera  une  conique 
de  (te  complexe.  Ainsi  C-  sei-a  une  coni(pie  appartenant  à  un  complexe  du 
ô'"»  ordre  (C,). 

(*)  Voir,  pour  la  prciiiicPL'  partie,  iilruie  tome,  p.  150. 
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Un  complexe  du  o'"''  ordre  peut,  d'une  infinité  de  manières,  être  Ibruié 
par  une  série  de  systèmes.  Tous  ces  systèmes  peuvent  contenir  des  droites- 
coniques,  et  ((uelques-uiies  d'entre  elles  peuvent  rester  les  mêmes  dans  lous 
les  systèmes.  Soit  Di  une  de  ces  dernières,  et  \)^  une  droite-conique  variant 
avec  le  système  considéié.  Il  y  a,  dans  le  complexe,  un  nombre  fini  de 
droites  telles  que  D^,  et  une  série  de  droites  telles  que  Do,  enveloppant  une 
ligne  (DJ.  En  outre,  il  peut  arriver  que  quelques-uns  des  systèmes  vaiiables 
contiennent  des  droites-coniques  déplus.  Soit  Dj  une  de  ces  droites.  Il  y  a, 
dans  le  complexe,  un  nombre  fini  de  droites  telles  que  Dj. 

Un  complexe  du  o"'"  ordre  (G;)  peut  donc  contenir  à  la  fois  des  droites- 
coniques  isolées  ou  de  i"^  espèce,  telles  que  D^  ou  l)[,  et  des  droites  coniques, 
telles  que  D^,  enveloppant  une  ligne,  ou  de  2'"*^  espèce. 

Pour  engendrer  un  même  complexe  (G3),  on  peut  choisir  les  systèmes  gé- 
nérateurs de  telle  manière  que  les  droites-coniques  de  l'*"  espèce  soient  toutes 
d'un  seul  type,  D^  ou  D^,  à  volonté.  Par  exemple,  le  système  des  coniques 
G-  qui  passent  en  un  point  ne  contient  aucune  des  droites-coniques  isolées 
de  {C.-),  à  moins  que  le  point  choisi  ne  soit  sur  une  de  ces  droites.  En  le  fai- 
sant mouvoir  sur  une  ligne  continue,  on  détermine  une  suite  de  systèmes 
qui  engendrent  (G-).  Dans  ce  mode  de  génération,  toutes  les  dioites-coniques 
de  l"""^  espèce  de  (G-)  appaitiennenl  au  type  [)[. 

Au  contraire,  en  engendrant  le  complexe  (C-)  par  des  systèmes  de  coni- 
ques C-  tangentes  à  une  série  de  droites,  on  range  toutes  ces  droites-coniques 
dans  le  type  Dj,  ainsi  que  je  vais  le  prouver.  Si  le  contraire  a  lieu,  une 
droite-conique  D  de  1''^  espèce  de  (C.)  n'appartient  pas  au  système  des  coni- 
ques C-  tangentes  à  une  droite  arbitraire.  G'est-à-dire  (jue,  parmi  les  coniques 
G-  infiniment  voisines  de  D;  il  n'y  en  a  aucune  dont  le  soimnet  soit  infini- 
ment voisin  de  la  droite  arbitraire.  Donc  cliacun  des  deux  sommets  de  ces 
coniques  est  infiniment  voisin  d'une  position  limite  qu'il  atteint  quand  la 
conique  se  réduit  à  D.  On  exprime  celte  propriété  en  disant  que  les  sommets 
de  la  droite-conique  D  sont  déterminés.  Soit  a  l'un  de  ci  s  sommets.  Le 
système  (S)  des  coniques  G-,  tangentes  à  une  droite  quelconque  L  menée 
par  fl,  contient  la  droite-conique  D.  Le  système  (S')  des  coniques  G-,  tan- 
gentes à  une  droite  arbitraire  L',  ne  passant  pas  en  a,  ne  la  contient  pas. 
Soit  V  la  2'""  caractéristique  de  ce  système  (S').  Pour  qu'il  y  ait  moins  de  v 
coniques  de  ce  système  tangentes  à  une  droite  L",  il  faut  que  cette  dernière 
passe  en  un  sommet  d'une  droite-conique  de  (S'),  et  cette  condition  est  suf- 
fisante. D'autre  part,  le  système  (S)  a,  pour  2""-"  caractèris'ique,  un  nombre 
inférieur  à  v.  Il  y  a  donc  moins  de  v  coni(jues  G,  tangentes  à  L  et  à  U .  Or 
cela  est  impossible,  puisque  la  droite  L  est  une  droite  quelconque  menée 
par  a,  et  que,  par  suite,  elle  ne  passe  pas  en  un  sommet  d'une  droite-co- 
nique du  système  (S').  L'hypothèse  est  donc  impossible.  Donc  tous  les 
systèmes  'tels  que  (S')  contiennent  toutes  les  droites  coniques  du  complexe. 
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Connue  conséquence  de  cetle  propriété,  on  voit  que,  sur  una  droite-co- 
nique de  2""^  espèce,  les  deux  sommets  sont  déterminés,  tandis  que, 
sur  une  droite-conique  de  1''^  espèce,  ces  points  renferment  une  arbitraire. 

Soit,  par  exemple,  le  complexe  des  coniques  tangentes  à  5  courbes  Aj,  Aj.As- 
Les  laugentes  à  l'une  de  ces  courbes,  A^,  sont  des  droites-coniques  de 
2""=  espèce,  dont  les  sommets  sont  sur  les  deux  autres.  Les  tangentes  com- 
munes à  deux  d'entre  elles  sont  des  droites-coniques  de  1'*  espèce,  dont  un 
sommet  est  sur  la  troisième  et  l'autre  arbitraire.  Le  même  complexe  con- 
tient encore  un  autre  groupe  de  droites-coniques.  Ce  sont  les  droites  qui 
passent  par  un  point  d'interjection  de  deux  des  trois  courbes.  Ce  sont  des 
droiles-coniiiues  de  2""=  espèce.  Parmi  ces  droites,  celles  qui  sont  tangentes 
à  la  5'"*^  courbe,  tout  en  appartenant  à  une  série  de  dioitcs-coniques  de 
2™*'  espèce,  peuvent  être  considérées  comme  étant  de  la  V'^  espèce,  attendu 
qu'elles  ont  un  sommet  indéterminé. 

Par  des  raisonnements  analogues,  on  est  conduit  à  distinguer,  dans  un 
complexe  du  2""^  ordre,  trois  espèces  de  droites  coniques  :  la  1'"%  formée 
de  droites  isolées,  dont  les  sommets  sont  arbitraires  ;  la  2'"^  formée  de 
droites  enveloppant  une  ligne,  et  dont  les  sommets  contiennent  une  arbi- 
traire; la  5"*,  embrassant  toutes  les  droites  du  plan  ;  sur  chacune  de  ces 
droites,  les  sommets  sont  déterminés. 

Dans  un  complexe  du  ["'  ordre,  on  distinguera  deux  espèces  de  droites- 
coniques:  lal'%  formée  de  droites  enveloppant  une  ligne  et  dont  les  som- 
mets sont  arbitraires;  la  2""",  embrassant  toutes  les  droites  du  pian;  sur 
chacune  de  ces  dernières,  les  sommets  contieiment  une  arbitraire. 

Dans  la  1''^  partie  de  ce  mémoire  (p.  140j,  on  a  eu  lieu  de  considérer  des 
conditions  telles  qu'une  droite  quelconque  du  plan,  prise  pour  une  conique, 
y  satisfait.  Une  telle  condition  ilé/init  un  complexe  du  1"  ordre  contenant 
des  droites-coniques  de  2""=  espèce.  Le  nombre  b  on  p,  défini  dans  l'endioit 
cité,  est  précisément  le  nombre  des  seconds  sommets  (|ui  correspondent, 
sur  une  de  ces  droites-coniques,  à  un  premier  sommet  donné.  Ce  nonibre 
est  nul,  si  le  complexe  ne  contient  que  des  droites  coniques  de  i"""  espèce. 
Par  exemple,  le  complexe  des  coniques  normales  à  une  courbe  donnée  con- 
tient la  2'"*  espèce  de  droites-coniques  :  un  de  leurs  sommets  est  sur  lai 
courbe  donnée,  et  le  nombre  /3  est  égal  au  degré  de  cette  courbe.  Le  même] 
complexe  contient  aussi  la  l'''-"  espèce  de  droites-coniques;  ce  sont  les  nor- 
males à  la  courbe  donnée. 

Toutes  ces  circonstances  s'expliquent  d'elles-mêmes  par  la  remarque  sui- 
vante :  les  coniques  d'un  complexe  (C„),  pour  lesquelles  le  rapport  des  axes 
est  un  nombre  donné  e,  contiennent  (4  —  n)  arbitraires.  Il  y  a  donc  (4  —  n) 
arbitraires  dans  la  position  d'un  de  leurs  axes  et  des  sommets  de  cet  axe. 
Si  toutes  ces  arbitraires  subsistent  dans  la  position  de  cet  axe,  les  sommets 
y  sont  dèteiminés.  Si  l'axe  ne  contient  que  (5 — 7i)  arbitraires,  les'sonnnels, 
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situés  sur  un  de  ces  axes,  renferment  une  arbitraire.  Si  l'axe  ne  contient 
que  (2  —  n)  arbitraires,  les  sommets  y  sont  indéterminés.  Ces  considérations 
sont  applicables  au  cas  où  s  est  nul,  c'est-à-dire  quand,  au  lieu  de  coni- 
ques ordinaires,  il  s'agit  de  droites-coniques. 

n.    —    Dr.OITES-COMQUES    DANS    UN    SYSTÈME    COMMUN    A    DEUX    COMPLEXES. 

Soient  (Ci),  (C5)  deux  complexes  du  premier  et  du  troisième  ordre.  L'en- 
semble des  conditions  qui  les  déterminent  équivaut  à  4  conditions,  en  sorte 
qu'il  existe  nn  système  de  coniques  communes  à  ces  deux  complexe-.  Dé- 
signons, suivant  les  notations  de  M.  Chasles,  par  : 

^{C.,  2/;)  =  :,     N(C3,  \p,  \d]  =  G,     N(C3, 2f/)  =  7, 

le  nombre  des  coniques  du  complexe  (C-)  qui  passent  par  2  points,  ou  pas- 
sent par  un  point  et  toucbentunc  droite,  ou  touchent  2  droites.  Les  carac- 
téristiques des  deux  systèmes  (C-,ly;)  et  {C.,\d\  sont  respectivement  p,T  et 
(7,T.  Par  suite,  a  et  S  étant  deux  nombres  ne  dépendant  que  du  complexe 
C,,  on  a  : 

N(C, ,  C3,   Ip)  =  af  +  r^a  ;     y{(:^ ,  C-,  !  cl)  =  aà  +  fir. 

Ces  deux  nombres"sont  les  caractéristiques  ,t/.,  v  du  système  (Cj,  C3)  des  co- 
niques communes  aux  deux  complexes.  Par  suite,  la  valeur  totale  des  droites- 
coniques  de  ce  système  est  : 

2a  —  V  =  7.(2o  —  o)  +  p(2a  —  t). 

Les  deux  nombres  (2o  —  cr)  et  (2t  — t)  sont  les  valeurs  totales  des  droites- 
coniques  des  deux  systèmes  (C-,1;;)  et  {C-,ià)-  Cette  égalité  exprime  ainsi  un 
théorème  facib;  à  énoncer. 

Les  droites-coniques  du  système  (Ci,C3)  ont  trois  provenances  différentes  : 
1"  Elles  sont  de  1'"''  espèce  dans  C^,  ce  qui  exige  qu'elles  soient  en  même 
temps  de  2""^  espèce  dans  (Ci),  si  les  deux  complexes  sont  entièrement 
indépendants  l'un  de  l'autre;  2°  elles  sont  de  2'"«  espèce  dans  C-  et  de  l'« 
dans  (Cl)  ;  5°  elles  sont  de  2™*  espèce  dans  les  deux  complexes. 

Si  le  complexe  (Ci)  ne  contient  pas  de  droites-coniques  de  2'"'^  espèce,  il 
n'y  a,  dans  le  système  (Ci,C5)  que  des  droites-conitjuesde  2'"*  espèce  de  (C-). 
Dans  les  deux  complexes,  les  droites-coniques  à  considérer  enveloppent  des 
lignes,  en  sorte  que  les  droites-coniques  du  système  sont  des  tangentes 
communes  h  ces  deux  lignes.  Dans  ce  cas,  d'après  une  remarque  déjà  faite, 
le  nombre  (3  est  nul,  et  la  valeur  totale  des  droites-coniques  du  systè:.'.e 
(Gi,C.)  est  simplement  :  a(2p  —  (t).  Cette  propriété  n'est  qu'un  cas  particulier 
de  la  proposition  suivante  ; 


—  i>r)0  — 

Dans  un  système  de  coniques  commun  à  deux  complexes  du  1"  et  du 
,")""■  ordre  (Ci),  (C-),  /«  valeur  totale  des  droites-coniques  provenant  des  droites- 
coniques  de  I'*-'  espèce  du  complexe  (Cj),  est  le  produit  d'un  nombre  ne  de- 
pendant  que  de  ce  complexe  par  la  valeur  totale  des  droites-coniques  du 
système  {C.,'\p);  et,  plus  généralement,  si  les  droites-coniques  de  1'''  espèce 
du  complexe  {i\)  forment  plusieurs  séries  distinctes,  la  valeur  totale  des  droi- 
tes-coniques du  système,  qui  proviennent  d'une  de  ces  séries,  est  de  la  même 
forme. 

Je  vais  démontrer  cette  importante  proposition. 

Pour  y  parvenir,  je  considérerai  une  droite-conique  du  système  (CpC.), 
qui  soit  de  i'''"  espèce  dans  (Ci),  et  je  chercherai  sa  valeur.  J'emploierai,  à 
cet  effet,  le  résultat  énoncé  dans  la  ]''"  partie  (page  157)  :  Soit  D  cetle 
droite-conique;  je  prendrai,  sur  une  droite  arbitraire  A,  un  point  a,  à 
distance  infiniment  petite  du  1"  ordi'e  de  I)  ;  je  chercherai  les  coniques  in- 
finiment aplaties  du  système  (CnC^)  qui  interceptent  sur  A  des  segmenis 
dont  les  milieux  soient  en  a,  et  je  ferai  la  somme  des  ordres  des  carrés  do 
ces  segments.  Cette  somme  sera  la  valeur  de  la  droite  conique  I)  dans  le 
système  (Cj,C-). 

Considérons  d'abord  séparément  les  coniques  du  complexe  (C.)  qui  inter- 
ceptent sur  A  des  segments  dont  les  milieux  soieut  en  a.  Elles  forment  un 
système  (S),  dont  les  droites-coniques  sont  les  droites-coniques  de  '2""'  es- 
pèce de  (C-),  passant  en  a,  c'est-à-dire  les  tangentes  menées  de  a  à  l'enve- 
loppe de  ces  droites.  Considérons  l'une  de  ces  tangentes,  et  soit  a'  le  point 
où  elle  coupe  une  droite  A'  parallèle  à  A.  La  droite  aa'  est  une  droite-coni- 
que du  système  (S).  Si  l'on  prend  sur  A'  un  point  m,  il  y  a  un  certain 
nombre  de  coniques  du  système  (S)  qui  interceptent  sur  A'  des  segments  dont 
les  milieux  soient  en  m;  et,  si  m  est  à  une  distance  infiniment  petite  du 
I'"'  ordre  de  a',  un  certain  nombie  de  ces  coniques  sont  infiniment  aplaties. 
Soit  (z  l'ordre  du  carré  du  segment  intercepté  par  l'une  d'elles;  la  somme 
des  nombres  tels  que  a.  est,  d'après  kî  principe  rappelé  plus  haut,  la  vak^ur 
de  la  droite-conique  aa'  dans  le  système  S. 

Le  point  a  a  été  pris  à  distance  iiidnimetit  petite  du  1*^''  ordre  de  la  droite 
I),  qui  est  uue  tangente  à  l'enveloppe  des  droites-coniques  de  2""^  espèce  de 
C-.  Une  des  tangentes  à  cette  enveloppe,  issues  du  pointa,  fait  un  angle  in- 
finiment petit  du  !'■'  ordre  avec  D.  Soitf/a'  cette  tangente  :  les  deux  points 
a  et  a'  sont  respectivement  à  distance  inliniment  petite  du  1''  ordre  des 
jtoints  A  et  A',  où  I)  rencontre  A  cl  A'. 

Construisons  une  couibe  plane  qui  représente  la  liaison  existant  entre  la 
position  du  point  m  sur  A'  et  le  segment  i  intcrcejité  sur  la  même  droite 
par  une  conique  du  système  (S),  le  milieu  de  ce  segment  étant  en  m.  i'our 
cela,  prenons  \'m  et  o-'-'  pour  les  coordomièes  {x,  y)  de  cette  courbe  (l'j.  La 
droite  r/t' étant  umc  (lroite-coni(|ue  dn  svstème,  l'ordonnée//  de  la  combe 
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(P)  s'annule  quand  le  point  m  vient  en  a',  c'est-à-dire  quand  x  devient 
égal  à  AV/'.  Ainsi  la  courbe  (P)  passe  au  point  de  l'axe  des  x  dont  l'abscisse 
est  A'rt',  longueur  infiniment  petite  du  1^''  ordre;  et  de  ce  point  parlent  di- 
verses branches  de  courbe.  Pour  chacune  de  ces  branches,  l'abscisse  étant 
infiniment  petite  dn  l*"'  ordre,  l'ordonnée  est  infiniment  petite  d'un  ordre 
égal  à  l'un  des  nombres  a. 

Prenons  une  conique  dans  le  système  (S),  interceptant  sur  A'  un  segment 
de  milieu  m;  et  considérons  les  coniques  du  complexe  (CJ  qui  la  touchent 
aux  extrémités  du  diamètre  am.  Ce  diamètre  est  commun  à  toutes  les  co- 
niques ainsi  construites  et  à  la  coniquadu  système  (S)  considérée.  En  faisant 
varier  cette  dernière,  les  autres  coniques  forment  un  système  (S'),  et 
chacune  d'elles  touche,  aux  extrémités  du  diamètre  mené  par  a,  une  co- 
nique du  système  (S).  Deux  telles  coniques  seront  dites  conjuguées.  Si  deux 
coniques  conjuguées  interceptent  des  segments  égaux  sur  a',  elles  coïn- 
cident. 

En  cherchant  donc  les  couples  de  coniques  conjuguées  des  systèmes  (S) 
et  (S')  qui  interceptent,  sur  A',  des  segments  égaux,  on  trouvera  les  coni- 
ques du  système  (Ci.Cj)  qui  interceptent,  sur  la  droite  A,  des  segments  dont 
les  milieux  sont  en  a.  Pour  l'objet  que  l'on  se  propose  ici,  il  faut  chercher 
celles  de  ces  coniques  qui  sont  infiniment  aplaties,  et  faire  la  somme  des 
oi'dres  des  carrés  des  segments  qu'elles  interceptent  sur  A,  ou  sur  A'. 

Pour  qu'à  une  conique  du  système  (S),  ayant  la  droite  am  pour  diamètre 
conjugué  de  la  direction  de  A,  soit  conjuguée  une  conique  infiniment 
aplatie  du  système  (S'),  il  faut  et  il  suffit  que  la  droite  am  soit  infiniment 
voisine  d'une  droite-conique  de  1''*  espèce  du  complexe  (Ci),  ainsi  qu'il  est 
très-aisé  de  le  voir.  Par  suite,  D  étant  une  droite-conique  de  l'"'"  espèce  de 
ce  complexe,  quand  m  est  infiniment  voisin  de  A',  on  a,  dans  le  système 
(S'),  quelques  coniques  infiniment  aplaties.  On  obtient,  dans  le  même 
système,  une  droite-conique,  quand  le  point  m  vient  coïncider  avec  le 
point  a",  où  A'  est  rencontrée  par  la  tangente,  infiniment  voisine  de  D, 
menée  de  a  à  l'enveloppe  des  droites-coniques  de  1'''  espèce  de  (CJ. 

Quand  le  point  m  est  infiniment  voisin  de  A',  à  chaque  conique  (S)  infini- 
ment aplatie  sont  conjuguées  des  coniques  (S')  infiniment  aplaties.  L'une 
d'elles  intercepte  sur  A'  un  segment  t',  dont  l'ordre  </.'  ne  dépend  absolu- 
ment que  du  complexe  Cj.  La  somme  des  nombres  tels  que  a,  multiplié 
par  le  nombre  des  coniques  S,  ayant  am  pour  diamètre  conjugué  de  la  di- 
rection de  A,  est  la  valeur  delà  droite-conique  aa",  dans  le  système  (S'). 

Construisons,  pour  le  système  (S'),  comme  pour  le  système  (S),  une 
courbe  (P')  dont  les  coordonnées  {x',  y')  soient  k'm  et  le  carré  o-'-  du  seg- 
ment or'  intercepté  sur  A'  par  les  coniques  (S')  ayant  am  pour  diamètre  con- 
jugué de  la  direction  de  A. 

Cette  courbe  passe  au  point  de  l'axe  des  x' ,  dont  l'abscisse  est  A' a".  De  ce 
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point  partent  diverses  branches.  Sur  une  même  parallèle  à  l'axe  des  y' ,  les 
points  de  cotte  courbe  (P')  se  partagent  en  autant  de  groupes  qu'il  y  a  de 
coniques  du  système  (S)  correspondant  à  l'abscisse  de  celle  parallèle.  Soit  r 
le  nombre  de  ces  groupes,  qui  n'est  autre  que  la  l""  caractéristique  du 
système  (S).  Si  la  parallèle  à  l'axe  des  y'  est  à  distance  du  !«■'  ordre  de  l'ori- 
gine, chacun  des  r  groupes  de  points,  où  elle  coupe  (P'),  contient  un  cer- 
tain nombre  de  points  infiniment  voisins  de  l'origine;  et,  pour  chacun  de 
ces  points,  l'ordonnée  est  d'un  ordre  égal  à  l'un  des  nombres  «'. 

Si  l'on  fait  coïncider  les  axes  des  doux  couibes  (P)  et  (P'),  les  points  de 
ces  courbes  qui  se  correspondent  et  qui  sont  confondus  à  distance  infini- 
ment petite  de  l'origine,  répondent  aux  coniques  infiniment  aplaties  du 
système  (Cj,  C5)  qui  interceptent  sur  A  dos  segmenis  dont  les  milieux  sont 
en  a.  Nous  avons  à  chercher  la  somme  des  ordi  es  des  carrés  des  segments 
interceptés  par  ces  coniques  sur  ^' ,  c'est-à-dire  la  somme  des  ordres  des 
ordonnées  des  points  des  courbes  (Pj  et  (P')  correspondants  qui  sont  confondus 
à  distance  infiniment  petite  de  l'oriçjine.  Pour  y  parvenir,  considérons  isolé- 
ment deux  branches  correspondantes  des  deux  courbes  ;  soient  a  et  a'  les 
ordres  des  ordonnées  de  ces  branches  pour  une  abscisse  du  l'"''  ordre.  On 
voit  aisément  que,  si  a  est  le  plus  grand  de  ces  deux  nombres,  le  nombre 
des  points  d'intersection  des  doux  branches  infiniment  voisins  de  l'origine 
est  a',  et  que  l'ordre  des  ordonnées  de  chacun  d'eux  est  a.  La  somme  des 
ordies  de  leurs  ordonnées  est  donc  «a'/Par  suite,  la  somme  cherchée  n'est 
autre  chose  que  laloc .  Telle  est  la  valeur  de  la  droite-conique  D  dans  le 
système  (Ci,C3). 

Considérons  maintenant,  dans  le  complexe  (C-i)  une  série  continue  et  in- 
décomposable de  droites-conique  de  1"^^  espèce,  enveloppant  une  ligne  indé- 
composable de  classe  K'.  Pour  chaque  droite  de  cette  série,  le  nombre  la 
reste  le  même.  Désignons-le  par  A'.  De  même,  considérons  dans  (C.)  une 
série  indécomposable  de  droites-coniques  de  2""'  espèce,  enveloppant  une 
ligne  de  classe  K.  Pour  chaque  droite  de  cette  série,  le  nombre  2a  reste  le 
môme.  Désignons-le  par  A.  Les  deux  enveloppes  ont  K'K  tangentes  com- 
munes. Chacune  d'elles  est,  dans  le  système  (Ci,  C^)  une  droite-conique 
dont  la  valeur  est  A'A.  Les  deux  séries  considérées  fournissent  donc  à  ce 
système  des  droites-coniques  ayant  pour  valeur  totale  le  nombre  A'K'  AK. 
Prenons  successivement  dans  (C^)  toutes  les  séries  distinctes  de  droites-co- 
niques de  2""'  espèce,  pour  les  combiner  avec  la  même  série  de  droites- 
coniques  de  (C,).  Nous  concluons  facilement  que  la  série  considérée  de 
droites-coniqnes  de  l""*^  espèce  de  (C,)  fournit  au  système  des  droites-coni- 
ques ayant  pour  valeur  totale  le  nombre  A'K'sAK.  Prenons,  en  particulier, 
pour  (CJ  le  complexe  des  coniques  passant  en  un  point.  Les  nombres  K'  et 
A'  sont  faciles  à  dèterminei'.  Ce  sont  les  nombres  1  et  2.  Donc  2sAK  est  la 
valeur  tot;de  des  droites-coniques  du  système  (C-,  1  p),  ou  (2p  —  o-).  Donc 
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la  valeur  totale  des  droitos-roniqnes  du  système,   qui  proviennent  d'une 
série  de  di'oiles-coniques  de  l''*'  espèce  de 
montre  la  proposition  énoncée  plus  haut. 


série  de  di'oiles-coniques  de  l''*'  espèce  de  [C^)  est "^ —,  ce  qui  dé- 


in.    —    TIIKORICME    DE    M.    CREMONA 

De  même  qu'on  vient  de  trouver  directement  la  valeur  totale  des  droites- 
coniques  d'un  système  (CpC.),  qui  sont  de  !'"<=  espèce  ('ans  le  complexe  Cp 
on  peut  aussi  trouver  directement  celle  des  droit(.\s-coMiques  du  même 
système  qui  sont  de  2""*  espèce  dans  ce  complexe.  Ce  problème  ne  présente 
pas  de  ditficullés  plus  grandes  que  le  précédent;  mais  je  ne  m'y  arrêterai 
pas.  Je  n'ai  traité  le  problème  qui  fait  l'objet  principal  du  précédent  cha- 
pitre, que  pour  en  conclure  la  démonstration  du  théorème  de  Jl.  Creniona, 
dont  je  vais  m'occuper  actuellement. 

Ainsi  qu'on  l'a  vu  plus  haut,  les  caractéristiques  du  sysiéme  (Cj,C3),  com- 
mun aux  deux  complexes  (CJ,  (C^),  sont  : 

y.  =  ap  +  P'^.      V  =::  aa  +  [3t. 

Si  donc  on  assujettit  les  coniques  de  ce  système  à  une  autre  condition 
simple,  définissant  un  complexe  C,,  le  nombie  des  coniques  satisfaisant  à  la 
question  est  ; 

N(Ci,c;,C3)  =  *'y-  +  ?^'''  =■■  ^■^■?  +  «i'  +  s^'P)<î  +  3?'t. 

Ce  nombre  s'exprime  donc  linéairement  par  les  5  nombres  o,  <t,  t,  qu'on 
peut  appeler  les  caracléristujnes  du  complexe  (C;). 

Le  théorème  énoncé  par  M.  Cremona  consiste  en  ce  que  cette  propriété 
subsiste  dans  le  cas  où,  au  lieu  de  joindre  à  la  condition  triple  défin  ssant 
le  complexe  C3  deux  conditions  simples,  on  lui  joint  une  condition  double 
indécomposable  en  deux  conditions  simples.  On  peul  donc  renoncer  ainsi  : 

Le  nombre  des  coniques  satisfaisant  à  une  condition  triple  et  à  une  condi- 
tion double  indépendantes  est  de  la  forme  70  H- 'î<7  H- st,  les  nombres  0,  c-,  r 
ne  dépendant  que  de  la  condition  triple  {ce  sont  les  caractéristiques  du  com- 
plexe défini  par  cette  condition),  et  les  nombres  y.  S,  s,  ne  dépendant  que  de 
la  condition  double. 

Ainsi  que  je  l'ai  fait  observer  dans  l'introduction  de  ce  mémoire,  ce 
théorème  est  implicitement  contenu  dans  les  travaux  de  M.  Chasles.  C'est 
de  là  que  M.  Cremona  l'a  lire,  ainsi  qu'il  le  dit  expressément  {Comptes  rendus, 
t.  LIX,  p.  776),  et  il  s'est  borné  à  l'énoncer  explicitement.  Je  vais  actuelle- 
ment démontrer  ce  théorème.  Cette  démonstration  se  fera  aisément  en 
suivant  une  méthode  analogue  à  celle  que  j';ii  employée  pour  démontrer, 


k 


—  254   - 

dnns  la  i""  pnriie,  le  théorème  de  M.  Chasles,  et  en  s'appnyant  sur  la  pro- 
position qui  a  fait  l'objet  principal  du  chapitre  précédent. 

Soient  donnés  deux  complexes  (('-.).  (C,)  du  o""'  et  du  '2'""'  ordre,  dont  on 
cherche  le  nombre  di^s  coniques  communes.  Il  existe  une  infinité,  à  une 
arbitraire,  de  coup'es  de  coniques  (C-,),  (CJ  de  ces  deux  complexes,  dont 
les  A  points  d'intersection  sont  sur  une  conique  fixe  2:.  Ces  couples  forment 
deux  systèmes  de  coniques  se  coriespondant  une  à  une,  de  telle  sorte  qu'à 
une  conique  de  l'un  des  systèmes  correspond  une  seule  conique  de  l'autre, 
laquelle  coupe  la  conique  fixe  s  aux  mêmes -4  points.  Considérons,  pour  ces 
deux  systèmes,  les  indicatrices  relatives  à  une  droite  arbitraire  A,  ces  indi- 
catrices étant  les  lignes  définies  dans  la  l'''  partie  (page  154).  Ces  deux  in- 
dicatrices se  correspondent  pomt  à  point  ;  et,  suivant  une  remarque  faite  plus 
haut  {V^  partie,  page  159),  la  droite  qui  joint  deux  points  correspondants 
passe  au  point  fixe  C,  représentatif  des  deux  points  d'intersection  de  la 
droite  A  et  de  la  conique  fixe  :£.  Les  indicatrices  ne  passent  pas  en  ce  point. 
Donc,  d'après  le  théorème  III  (I'*  paitie,  page  155),  le  degré  de  ces  deux 
courbes  est  le  même,  et  marque  aussi  le  nombre  des  couples  de  points  cor- 
respondants de  ces  deux  courbes  qui  sont  confondus.  Ce  même  nombre  est 
la  1'^  caractéristique  de  chacun  des  deux  systèmes  considérés;  c'est  aussi 
le  nombre  des  couples  de  coniques  correspondantes  de  ces  deux  systèmes 
qui  sont  confondues.  En  en  retranchant  le  nombre  des  couples  de  points 
correspondants  confondus  sur  les  deux  indicatrices,  et  afférents  aux  droites- 
coniques  communes  aux  deux  systèmes,  on  aura  donc  le  nombie  cherché 
des  coniques  propres  communes  aux  deux  complexes  (C,)  et  (C.). 

En  suivant  le  raisonnement  fait  dans  la  1"  partie,  on  voit  que  deux 
droites-coniques  correspondantes  confondues  ont  même  valeur  dans  les 
deux  systèmes;  cette  valeur  commune  est,  en  mémo  temps,  le  nombre  des 
couples  (le  points  correspondants  des  deux  indicatrices  confondus,  et  ab 
sorbes  par  cette  droite  conique  On  aura  donc  le  nombre  total  de  ces  points, 
en  faisant  la  somme  des  valeurs  des  droites-coniques  communes  aux  deux 
systèmes,  considérées  dans  l'un  ou  l'autre  de  ces  systèmes  à  volonté.  Je  vais 
chercher  celle  somme,  dans  le  système  engendré  par  les  coniques  C-,  sa- 
tisfaisant à  la  condition  simple  de  rencontrer  1  en  4  points  tels  quon  y  puisse 
faire  passer  une  conique  du  complexe  (C,). 

Kn  désignant,  comme  ci-dessus,  par  0,  c-,  7,  les  caractéristiques  du  com- 
plexe ((^-),  on  a,  pour  celles  du  système  considéré  (S)  : 

<j.  =  /}}3  -f-  ?I(T,   V  =r  m<7  -4-  nr, 

m  et  n  étant  deux  nombres  ne  dépendant  que  de  la  condition  simple  qui 
vient  d'être  énoncée,  c'est-à-dire  ne  dépendant  que  du  complexe  (Cj).  La 
valeur  totale  des  dioiles-(;oniques  de  ce  système  est  :  2a  — v=w(2/3  —  <t) -h 
nCiiT  —  t).  Mais  ce  nombre  diflére  de  relui  (pie  l'on  cherche,  attendu  qu'il 
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existe,  dans  le  système  (S),  des  droites-coniques  n'appartenant  pas  à  l'autre 
système.  Los  droites-coniques  du  complexe  du  l'"'"  ordre  (Ci),  défini  par  la 
condition  simple  qiu;  les  coni(iues  qui  le  composent  coupent  :;  en  4  points 
par  où  on  peut  mener  une  conique  du  complexe  (CJ,  contient,  en  eflel,  les 
droites-cotiiqiies  de  (C^)  ;  mais,  on  outre,  la  corde  de  contact  de  toute  co- 
nique C,,  bitangente  à  2,  est  une  droite-conique  de  ce  complexe.  Ces  cordes 
de  contact  enveloppent  une  ligne.  Elles  forment  donc  une  série  distincte  de 
droites-coniques  de  i^*^  espèce  du  co  nploxe  du  l'"'  ordre  (C^).  On  trouvera 
donc,  d'après  le  théorème  du  chapitre  procèdent,  la  valeur  totale  de  ces 
droites-coni({ues  du  système  (S)  ou  (('^C-,),  en  multipliant  (2r>  —  7)  par  un 
nombre  B,  ne  dépendant  que  du  complexe  ((îj). 

Par  suite,  la  valeur  totale  des  droites-coniques  communes  aux  deux 
systèmes  est  :  w=  2f/. —  v  —  B('2p  —  t).  D'ailleurs,  y.  est  le  nombre  total  des 
couples  de  points  correspondants  coiilondus  sur  les  deux  indicatrices.  Donc 
le  nombre  des  coniques  communes  aux  deux  complexes  est  : 

^C,_,C.)  =  iJ.  —  i^—  (2B  -  m):  +  (m  —  «  -  B)^  +  nr  =  70  +  ^a  +  zr, 

ce  qui  démontre  entièrement  le  théorème  annoncé. 

Il  est  facile  de  trouver  la  signification  géométrique  du  nombre  B.  Prenons, 
pour  le  complexe  (C.j,  celui  des  coniques  qui  louchent  une  conique  lixe 
aux  deux  points  d'intersection  de  cette  conique  avec  une  droite  mobile  pas- 
sant en  un  point  fixe.  On  reconnaît  aisément  que  les  caractéristiques  de  ce 
complexe  sont  :  p=  <t  =  t  =  '-2.  On  a  donc  :  N(C,,C-)  =  2P>,  c'est-à-dire  que 
2B  est  la  classe  de  l'enveloppe  des  cordes  de  contact  des  coniques  du  com- 
plexe (C,)  bitangentes  à  une  conique  fixe. 

11  est  bon  d'observer  que,  si  le  complexe  [C,]  ne  contient  pas  de  droites- 
coniques  de  5"'«  espèce,  c'est-à-dire  couvrant  le  plan,  le  complexe  {(\)  ne 
contient  pas  de  droites-coniques  do^"""  espèce,  et  le  nombre  a  ou  z  est  nul. 

Si,  de  plus,  le  complexe  (C,)  ne  contient  que  des  droiles-coniques  de 
1''*  espèce,  c'est-à-tlire  isolées,  le  nombre  w  est  nul.  Dans  ce  cas,  le  nombre 
n  étant  nul  aussi,  on  en  conclut  ?/i  =  B,  et  le  nombre  ^(03,03)  sj  réduit  à 
mp,  c'est-à-dire  que  î  et  0  sont  nuls. 

On  peut  aisément  obtenir  les  expressions  des  nombres  B,  m,  n  en  fonc- 
tion des  nombres  N(C., 5;;),  ^(C,,'2p,l(l),  ^{C,,\p,"2d),  ...  en  supposant  suc- 
cessivement que  les  complexes  (C^)  sont  (5/j),  {'lp,[d},  (lyj,'2<Z),  et  en  par- 
tant des  relations  : 

^od)  —  ^bp)  =  1,    x\(4p,  ki)  =  mdAp)  —  2,    r\'(5p,2d)  =  N(3d,2/j)  =  4. 

On  obtient  ainsi  : 

N(C„5;?)=m  +  2>i, 


L 


X(\.,^lp,\d)z='-hn, 
.N(C„1/>,2r/)=:4r. -(-2;r 
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d'où  l'on  pont  déduire  R,  vi,  n.  La  l''''  de  ces  rolalions  exprime  que  N(C2,rif/) 
osl  i'gal  à  i\(Ci,4;j)  ;  il  est  aisé  d'établir  o  priori  colfc  relation  ;  je  ne  m'y  ar- 
rêterai |ias. 


IV.   —    nEI'r.ESF.NTATION    SYMBOLIQUE  DES  THEOREMES  RELATIFS  A    LA   DETERMINATION 
DES  COMQIES  SUI'.    LE    PLAN. 

f.es  caractéristiques  d'un  système  plan  de  coniques,  supposé  indéter- 
miné, étant  v.,v,  M.  Cliasles  a  donné  le  uom  do  module  d'une  condition 
simple  à  l'expression  «y.  H-p-;,  où  a  et  /3  sont  des  nombres  relatifs  à  cette 
condition,  et  qui  leptésenle  le  nombre  des  coniques  satisfaisant  à  celle 
condition  et  faisant  partie  du  système  (u.  v). 

Je  remplace  les  lettres  y.,v  par  les  lettres  p,  d,  initiales  des  mois  point, 
droite. 

Le  module  d'un  complexe  (Cj),  du  1"  ordre,  est  donc  la  forme  binaire  du 
l'T  degré  mi  =  ap-+- pd;  et  ce  module  jouit  de  la  propriété  que,  si  on  y 
remplace  ;j  et  d  par  N(Cj,i;)),  ]\(C^,lf/).  (CJ  étant  un  système  quelconque,  on 
obtient,  par  cette  substitution,  le  nombre  N(Ci, Ci). 

De  cette  façon,  un  complexe  (CJ  est  caractérisé  par  les  deux  nombres 
a,  /3.  On  peut  désirer  d'exprimer  ces  nombres  en  fonction  do  ceux  des  co- 
niques du  complexe  (C,)  qui  satisfont  à  4  conditions  élémentaires. 

Pour  abréger,  désignons  par  le  symbole  p'(P~^  le  nombre  des  coniques 
d'un  complexe  (Cj),  qui  passent  en  i  points  et  toucbent  (4  —  i)  droites;  en 
d'autres  termes,  posons  :  N(Ci,/p,(4  —  i)d)  =  p'd''~'.  On  obtient  immédia- 
tement les  jelations  suivantes  : 

pi z=o.  +  51=.,    fd  —  27.  +  If-i,    p'^â-  =  /ta  +  4p,    pd-  =  4x4-  2p,    f/*  =  2a.  +  p, 

d'où  l'on  conclut  qu'il  y  a  toujours,  entre  1rs  5  nombres  représentés  par  les 
symboles  p'd''-\  les  5  relatioiis  : 

(  1  )  //•(/  —  2/>*  =  0 ,     pd-'  —  2^/''  —  0,     ipi  4  4r/4  -  5;;^^/-  =  0  ; 

et  rpie  uetp  s'exiiriniciil  linéaiieniml  en  funclic  n  l'e  ces  nomhies  de  la  n  a- 
niére  suivante  : 

a  z=  - — ^-1-  +  >.,(;/v/  —  2;/)  +  /  .,(/<  —  iV/")  +  ■j.{\p^  -\-  'id*  —  ipW), 
^  _  V_Z^  +  ,;., {]j^(1  —  2/;*)  -f  [jjpd''  —  1d')  -f  y,(4//'  +  àd^  —  ô/A/^), 

1rs  Ictlres  ).  et  u.  désignant  des  arMlraircs. 

Si  l'on  porte  ers  vabursde  «  et  [-i  dans  la  relation 

N^r,.:jr:=aN((:,,i/>)  +  f-.N((:,,ir/), 


—  rri  — 

et  qu'on  y  remplace  ces  deux  iioai'jres  i\(Ci,ly>),  i\(Ci,lJj  par  A  el  B,  ou 
obtient  : 

r  2B  —  AT 

(N(Ci,C4—    Au.  —  '2»j  H ^ —  U)'*  +  tiipH—  Zu-p-d-  +  u.,p(l^  +  ... 

+  [^«3  -  2»,  4-  ^"^r^  \d\ 

OÙ  l'on  a  posé  :  Wi  =  \^  4-  i^-fi,  Uî  =  lA  4-  y-3,  u-  =  l-X  +  p^B. 

Cette  expression  contient  trois  arbiti  aires  u^,  u,.,  u.,  dont  ou  peut  dis- 
poser, par  exenii)le,  pour  annuler  3  termes  à  volonté. 

En  y  considérant  p  et  d  comme  des  variables,  cette  expression  est  une 
forme  binaire  du  4""^  degré,  que  je  nomme  le  module  du  système  (CJ.  On 
voit  que  ce  module,  dont  les  coefficients  ne  dépendent  que  du  système  C^, 
jouit  de  cette  propriélé  que  si  l'on  y  remplace  chaque  expression  jj'tZ^"' par 
le  nombre  N(Ci,/;),(4  — i)d),  G^  étant  un  complexe  du  1"  ordre  quel- 
conque, le  résullat  de  cette  substitution  est  le  nombre  .\(Ci,Cj). 

Si  l'on  désigne  par  le  symbole  pùP~'  le  nombre  des  coniques  qui  passent 
en  i  points  et  touchent  5— i  droites,  ou  obtient  le  nombre  i\(Cj,l;;),  en 
augmentant,  dans  le  module  m^  de  (CJ,  tous  les  exposants  de  p  d'une 
unité,  c'est-à-dire  en  multipliant  symboliquement  m^  par  p.  On  a  donc  : 
N{C,^,i p)  =pm,^  ;  et  de  même  :  l:^{C^,\d)  =dm^.  Par  suite,  on  a  : 
^(CijCj)  =:  ocpm,^  -h  pdm^,  ou  :  N(CiXO  =  m^m,^,  puisque  le  module  in^  de  C^ 
est  xp  -+-  pd. 

Ainsi  le  nombre  de^  coniques  communes  à  un  système  (C^)  et  à  un  corn- 
pièce  (Cl)  du  i"  ordre  est  représenté  par  le  produit  des  modules  du 
système  et  du  complexe,  où  l'on  remplace  chaque  terme,  tel  que  i)'d;'~\par 
le  nombre  des  coniques  qui  passent  en  i  points  et  touchent  5  —  i  droites. 

Procédons  d'une  manière  analogue  sur  le  résultat  fourni  par  le  théorème 
de  M.  Cremona.  Représenlons  par  p.2,pd,d^  les  nombres  ^[C.,2p),  ^(Cj.  Ip,  Id) 
etNia,  2d).  On  aura  : 

^(C.2,C.)  =  yp'  +  ^/;f/  -+■  ul', 

où  y,  ^,  z  sont  des  coefficients  ne  dépendant  que  de  (G,).  En  considérant, 
dans  l'expression  du  second  membre,  p  eid  comme  des  variables,  on  a  une 
forme  binaire  du  2'""-'  degré,  que  j'appelle  le  module  m,  du  complexe  (C,). 
La  propriété  de  ce  module  est  exprimée  par  la  relation  : 

}i{C,,C.)  =  ^^C.,2p)  -+- è^C-Jp,ld)  +  eN(C5,2(/), 

qui  a  lieu,  quel  que  soit  le  complexe  du  3""'  ordre  (C^). 

Soit  maintenant  représenté  par  phU'-^  le  nombre  des  coniques  du  com- 
plexe (Cj)  qui  passent  en  i  points  el  louchent  (5  —  i)  droites.  Si  l'on  veut 


oxpriiner  y,  o,  t  par  les  nombres  ;àP~',  on  fera  varier  le  cuniplexe  (Q,  el 
l'on  obliendra  les  relations  : 

r=  ..  +  9,^  +  43, 

;;(/^  =  4-i'  -+-  4,î  +  2=, 

r/-  =  .47  +  ^''y+3, 

d'où  l'on  conclura  d'abord  qu'il  y  a  toujours,  entre  les  nombres  yy</^"',  la 
relation  suivante  : 

(2)  U  =  ^p-'  —  5y;2(/  -h  opd'  -  Sf/--  =  0. 

On  tirera  de  trois  de  ces  relations  les  expressions  de  y,  3,  s,  que  l'on 
pouri-a  comidélcr  en  ajoutant  à  cliacnne  d'elles  un  terme  lel  que  ).U,  ),  étant 
une  arbitraire.  Que  Ton  porte  ces  valeurs  dans  la  relation  : 

N(a„C-,)  =  T^"(f^r,-2iJ)  +  è^C.JpAd)  +  sN(C,„2f/)  ; 

on  ol)tiendrale  nombre  N(C2,C3)  sous  la  forme  d'un  polynôme  liomogène  du 
7)""'  degré  en  p,  d,  dont  les.. coefficients  contiennent  une  arbitraire,  vi  ne 
dépendent  que  du  complexe  {C-).  Je  nomme  ce  polynôme  le  module  m.  du 
co))iplexe  (C-).  Ce  module  jouit  de  la  propriété  analogue  à  celle  des  pré- 
cédents. 

En  conservant  les  mêmes  conventions  que  ci-dessus,  on  aura  : 

^C.,'ip)=p',n.,     ^C.,\p,\d)  =pd»).,     y{C.,2d)  =  d-m-. 

On  en  conclut  : 

N(C,,C3)  =  (-;p-  +  Spd  +  id-)m.  =  m^m-. 

Ainsi  le  nombre  ^{Ci,C:i)  est  représenté  par  le  produit  des  modules  des  deux 
complexes  (C,),  (C-),  où  l'on  remplace^  après  la  multiplication,  chatjue 
nombre pUP~'  par  le  nombre  des  coniques  qui  passent  en  i  points  el  touchent 
5  —  i  droites. 

On  voit  la  complète  analogie  de  celte  proposition  avec  celltî  qui  est  rela- 
tive an  n()nd)re  N(C,,C,J.  Mais,  poiu-  compléter  cette  tbéorie,  il  faut  cberclier 
quel  est  le  module  d'un  complexe  ou  d'un  système  composé  des  coniques 
comimuies  à  deux  complexes  distincts.  Soit  m,  le  module  d'un  complexe 
(C,)  d'oi-dre  i,  ou  aura,  en  général  N((',,.;/>,  ('> — i  —  j)d)  =pùp-'-imi. 
On  eu  conclut  que,  si  w,.  est  le  module  d'un  autre  complexe  (C,)  dont 
l'ordre  i'  est  inféi'ieur  à  ')  —  /,  on  a,  en  général  : 

N(C<,  C,',  jp,(7)  —  i  —  i'  —j)d)  —phl'^  '  '-''-Jm,mi-. 


—  ^od  — 

Kl   ciiliii    si   vh^i^^   est    le    inodule    d'un    coinplexe   (C;;_i_;.),   d'ordre 
(5  —  i  —  i'j,  on  a  : 

On  conclut  donc  de  cette  relation  que  le  produit  ??/,>njr  est  le  module  dn 
coiriple.ve  (C,:,C,/).  On  voit  que  celte  [)roposition  comprend,  comme  cas  par- 
ticulier, celles  relatives  au  cas  où  la  somme  des  deux  nombres  i  et  i'  est 
égale  à  5.  Le  module  ??îj»ij'  devient  alors  le  nombre  N(G;,Cs._j). 

On  peut  donc  enfin  résumer  toutes  les  propositions  ci-dessus  de  la  ma- 
nière suivante  : 

Théorème  I.  —  Chaque  condition,  relative  à  des  coniques  sur  un  plan 
est  caractérisée  par  une  forme  binaire,  de  degré  égal  à  la  nmltiidicilé  de 
celle  condition.  Cette  forme  est  appelée  module  de  la  condition.  Ce  module 
jouit  de  la  propriété  suivante  :  si  n  est  son  degré,  p  et  d  les  deux  variables  qui 
y  entrent,  et  qu  on  ij  remplace  chaque  terme  tel  que  pùl"~^  par  le  nombre  des 
coniques  qui  passent  en  i  points,  touchent  (n  —  i)  droites  et  satisfont  à  une 
autre  condition,  dont  la  multiplicité  est  (5 —  n);  le  résultat  de  cette  substi- 
tution est  le  nombre  des  coniques  qui  satisfont  à  la  fois  à  la  condition  pro- 
posée et  à  cette  dernière. 

Théorème  II.  —  Le  module  d'une  condition  composée  est  le  produit  des  mo- 
dules des  conditions  composantes .  En  particulier,  le  produit  des  modules  de 
plusieurs  conditions  dont  la  somme  des  ordres  de  multiplicité  est  égale  à 
5,  représente  le  nombre  des  coniques  qui  satisfont  à  ces  conditions,  si  l'on  y 
remplace  chaque  terme  phP~'^  par  le  nombre  des  coniques  qui  passent  en  i 
points  et  touchent  (5  —  i)  droites. 

Je  terminerai  celte  deuxième  partie  en  appliquant  ces  deux  derniers 
tbéorèmes  à  quelques  exemples,  dont  j'emprunterai  les-données  à  M.  Clias- 
les  {Comptes  rendus  de  V Académie,  i.  LIX,  p.  545  et  suiv.). 

]•'  Soit  le  complexe  (G.)  des  coniques  qui  louchent  une  conique  fixe  en.  un 
point  fixe  et  en  un  point  variable.  Le  résultat,  relatif  a  ce  complexe,  donné 
par  M,  Chasles  {loc.  cit.,  p.  551),  est  le  suivant  :  (C^)  étant  un  complexe  du 
9mo  ordre,  et  p/,  v'  les  caractéristiques  du  système  (C,,2/j)  ;  v"  la  2""=  carac- 
téristique du  système  {C^,'ïp,id),  on  a  : 

N(C„C,)  =  |(V-v')+^v"- 

Avec  nos  notations,  ce  résultat  s'énonce  de  la  manière  suivante  :  Le  module 

1  1 

m.,  de  (tl)  est  :  m.:=^-{'ip' — P'<^)+Z)V^^^'- 

'2"  Complexe  (GJ  des  coniques  bilangenles  à  une  conique  fixe  [loc.  cit  , 

p.  552): 

\ 

m,^-{2p-^-pd)  +  d-^. 


—  'iiO  — 

5"  Complexe  (C^)  des  coniques  osculati  ices  à  une  conique  fixe  en  un 
point  fixe  (p.  555)  : 

1  -  1 

mL  =  ji^P'à  —  '^i^')  =  iJJ^P'^'  —  2(/')  [on  vertu  de  la  relation  (2)j. 

4"  Coînplexe  (t'^)  des  coniques  osculatrices  à  une  conique  five  en  un  point 
variable  (p.  554)  : 

m',,  ■=.  opd. 

5"  Complexe  (C!!)  dos  coniques  surosculatrices  à  une  conique  fixe  en  un 
point  variable  (p.  556)  : 

i 

m".  =  -^  ('■Ip-'  —  p-d)  +  d-p. 

Si  l'on  veut  avoir  les  caractéristiques  du  système  (C2,C^)  des  coniques  bi- 
tangenlcs  à  une  conique  fixe  et  osculatrice  à  une  autre  conique  fixe,  on 
formera  le  module  »j,m;,  de  ce  système;  et  les  deux  caractéristiques  seront  : 
pni,m'^  et  dm^m,,. 

Le  module  mm],  est  : 

num[,  =  ôpd    -(?//-  —  pd)  +  d'^    =  IpH  ~  ^p-d--^dpd'^  =  A(p*  +  (/*), 

en  veitu  des  relations  (1).  Les  deux  caraclérisliquos  du  système  sont  : 
4(/>^  +  f/V')  et4(7A/+r/5),  ou  1^2. 
On  aura  de  même  : 

N(C,.C:)  =  »!.,>n:  =  ^    (p-  —  l  pd  +  (/A {ôp-d- 2//-)  =  | p'd-{M  —  p) .—  2, 

N(Cs,C:)  =  m^m:  =  2N(Çj,C-J  =  6, 
N(C:,C3)  =nOn.  —  G, 

N(c;,(;:)  =  Ht;m:  =  (i, 
.\(c;,c:)  =  m>:  =  i2. 


—  241   — 

Mémoire  sur  la  géométrie  de  la  sphère;  par  M.  Laguerre. 
(Séance  du  14  mai  1873) 

1.    —    CONSIDÉRATIONS    PRÉLIMINAIRES    SUR    LE    RAPPORT    ANIIARMONIQL'E    DANS    LE    PLAN. 

1.  Je  rappellerai  d'abord  la  signification  de  quelques  leimes  et  de  quel- 
ques notations  que  j'emploierai  constamment  dans  ce  mémoire. 

On  sait  que  tous  les  cercles  tracés  dans  un  plan  se  coupent  en  deux  points 
fixes  situés  sur  la  droite  de  l'infini;  je  les  désignerai  sous  le  nom  d'ombilics 
du  plan;  les  droites  du  plan,  qui  convergent  vers  ces  points,  ont  respec- 
tivement, H  l'on  suppose  la  figure  rapportée  à  des  axes  rectangulaires,  pour 
coefficients  angulaires  +  f  et  —  i. 

Je  désigne  ai  les  droites,  dont  le  coefficient  angulaire  est -h  z,  sous  le 
nom  de  droites  isotropes  du  premier  système;  l'ombilic  par  lequel  elles 
passent,  par  la  lettre  I.  Les  droites  iso'.ropes  du  second  système  ont  leur  coef- 
ficient angulaire  égal  à  —  i;  elles  passent  toutes  par  le  second  ombilic  que 
je  désignerai  par  la  lettre  J. 

2.  Soit  un  point  imaginaire  a  d'un  plan;  par  ce  point  passent  une  droite 
isotrope  du  premier  système  continuant  un  seul  point  réel  A  et  une  droite 
isotrope  du  second  système  contenant  un  seul  point  réel  A'.  Il  est  cl  lir  que 
ces  deux  points  sont  complètement  déterminés  par  le  point  «,  et  que  réci- 
proquement ce  dernier  est  déterminé  sans  ambiguïté  par  les  points  A  et  A'. 

Je  dirai  (*)  que  AA'  est  le  segment  représent  itif  du  point  a,  A  étant  l'ori- 
gine et  A'  l'extrémité  de  ce  segment. 

Je  rappellerai  à  ce  sujet  les  deux  propositions  fondamentales  suivantes  : 

Si  les  segments  A  A',  UB',  GC,  ...  représentent  des  points  en  ligne  droite, 
le  polygone  ABC...  formé  par  les  origines  des  segments  et  le  polygone  A'B'C... 
formé  par  leurs  extrémités  sont  semblables  et  inversement  placés. 

Étant  donnés  deux  points  imaginaires  représentés  par  les  segments  A  A'  et 
BB',  le  carré  de  la  distance  de  ces  deux  points  est  une  quantité  imaginaire, 
dont  le  module  est  le  produit  des  longueurs  AB  et  A'B',  et  dont  l'argument  est 
l'angle  dont  il  faut  faire  tourner  la  droite  AB  autour  du  point  A,  le  point  B 
se  mouvant  sur  un  cercle  dans  le  sens  direct  {c  est-à-dire  dans  le  sens  des 
aiguilles  d'une  montre),  jusqu'à  ce  que  cette  droite  soit  paraHèle  à  A'W.ct 
dirigée  dans  le  même  sens. 

T).  Étant  données  deux  droites  D  et  I)'  s'tuèes  dans  le  plan,  j'appelle,  ai 
angle  de  la  droite  I)  avec  la  droite  D',  et  je  désignerai  par  ia  notation  1)1)', 
l'angle  dont  il  faut  faire  tourner,  f/fms  le  sens  direct ,  lailrôite  D  pour  qu'elle 

(')  Voir  ma  note  Sur  l'emploi  des  imaginaires  en  géomclrie;  Nouv.  .^nii.  de  inalli., 
2'  série,  t.  IX. 
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vienne  coïncider  avec  D'.  Il  est  clair  que,  cette  coïncidence  obtenue,  une 
nouvelle  rotation  égale  à  -  ramènera  de  nouveau  la  coïncidence.  L'angle  de 
deux  droites  est  donc  déterminé  à  un  multiple  près  de  tt. 

Supposons  maintenant  que  non-seulement  les  droites  D  et  D'  soient  don- 
nées, mais  encore  que,  sur  chacune  d'elles,  on  donne  le  sens  dans  lequel 
on  doit  compter  les  longueurs  positives  ;  j'appellerai  alors  angle  de  la  droite 
D  avec  la  droite  D'  l'angle  dont  il  faut  faire  tourner  la  droite  D  dans  le  sens 
direct,  jusqu'à  ce  qu'elles  coïncident  et  que  sur  chacune  d'elles  les  lon- 
gueurs positives  soient  comptées  dans  le  même  sens. 

Un  tel  angle  est  rvidemment  déterminé  à  un  multiple  près  de  'H-n,  et,  par 
suite,  toutes  ses  lignes  Irigonométriques  sont  parfaitement  déterminées. 

4.  Étant  donnés  trois  points  A,  B,  D,  je  désignerai  par  la  notation  B.M) 
l'angle  de  la  droite  BA  (BA  étant  considéré  comme  nn  segment  positif)  avec 
la  droite  DA  (L>A  étant  également  considéré  comme  un  segment  positif). 

C'est,  par  conséquent,  l'angle  dont  il  faut  faire  touraier  (dans  le  sens  des 
aiguilles  d'une  montre)  le  point  B  pour  qu'il  se  labatte,  non-seulement  sur 
la  droite  AD,  mais  encore  du  même  côté  que  le  point  D,  par  rapport  au 
sommet  de  l'angle  A. 

Si  deux  arcs  de  courbe  BA  et  DA  se  croisent,  sur  une  sphère,  au  point  A, 
j'appellerai  angle  de  l'arc  BA  avec  l'arc  DA,  et  je  désignerai  par  la  notation 
BAD,  l'angle  dont  il  faut  faire  tourner  la  droite  menée  par  le  point  A  tan- 
genliellement  à  l'arc  AB  et  dirigée  dans  le  même  sens,  jusqu'à  ce  qu'elle 
coïncide  avec  la  droite  menée  par  le  point  A  tangentiellement  à  l'arc  AD 
et  dirigée  dans  le  même  sens  ;  le  mouvement  ayant  lieu  dans  le  sens  des 
aiguilles  d'une  montre  pour  un  spectateur  placé  au-dessus  de  la  sphère. 

5.  Soient  trois  points  rc'els  A,  B,  G.  Menons  par  ces  points  trois  droites 
isotropes  du  premier  système;  une  droite  quelconque  D  tracée  dans  le  plan 

les  rencontre  en  trois  points  a,  j5,  y,  et  il  est  clair  que  le  rapport  —  est  in- 
dépendant de  la  direction  de  la  droite  D. 

Pour  évaluer  ce  rapport,  on  peut  donc  supposer  cette  droite  réelle,  et,  en 
se  reportant  aux  jiroposilions  données  (u"  2),  ou  bien  par  une  recherche  di- 
recte très-facile,  on  trouve 

ap AB  bâc.j 

a-j'         AC 

Il  est  important  de  remarquer  que,  dans  celte  formule,  AB  et  AC  sont  des 
quantités  essentiellement  positives. 

G.  Considérons  niaintennnt  ([uatre  points  re'ch  du  planA,B,  C»D;  les 
quatre  droites  isotropes  du  premier  systému  [)assant  par  ces  points  foinienl 
un  faisceau,  dont  le  rapport  anhai'moniquc  a  généralement  une  valeur  ima- 
ginaire rc".  Je  (lirai   que  cette  (piantité  est  le  rappoit  anharnionique  des 
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quatre  points  A,  B,  C,  D,  et  je  la  désignerai,  suivant  l'usage  habituel,  par  la 
notation  (A,?),  C,D)  ;  la  quantité  ?■,  qui  est  essentiellement  positive,  sera  dite 
le  module  du  rapport  anharmoniqnc  et  l'angle  9  l'argument  de  ce  rapport. 
Pour  évaluer  ces  quantités,  coupons  le  faisceau  de  droites  isotropes  par 
une  droite  quelconque  qui  les  rencontre  aux  points  a,  p,  y  et  5.  On  aura 

(A,  B,  C,  D)  =  -^  :  -V'  ou»  en  vertu  de  la  formule  donnée  dans  le  numéro 

précédent, 

/A     p    p    m  —  II^.^/BAD-COTI.- 
D'où  les  conclusions  suivantes  :     . 

Étant  donnés  quatre  points  réels  d'un  plan  A,  B,  C,  D,  le  module  de  leur 
rapport    anharmonique     (quantité    essentiellement    positive)    est   égal   à 

jj:  :  j=r7,  et  Vargument  de  ce  rapport  est  l'angle  BAD  —  BCD  ou  encore  l'an- 

g/e"ABC— TdG. 

Remarque.  —  11  est  évident  que  l'argument  est  déterminé  à  un  multiple 
près  de  2~. 

7.  Si  l'on  avait  mené  par  les  points  A,  B,  C,  D  les  droites  isotropes  du 
second  système,  le  faisceau  ainsi  obtenu  aurait  eu  pour  rapport  anhar- 
monique re~'';  je  dirai  de  deux  rapports  anharmoniqucs,  qui  ont  même 
module  et  qui  no  diffèrent  que  par  le  signe  de  l'argument,  qu'ils  sont  im- 
proprement  égaux. 

Si  quatre  points  sont  situés  sur  un  cercle  (ou  sur  une  droite),  les  faisceaux, 
passant  par  ces  points  et  chacun  des  ombilics,  ont  même  rapport  anhar- 
monique ;  le  rapport  anharmoni([ue  de  ces  quatre  points  est  donc  réel.  D'où 
cette  conclusion  : 

Si  quatre  points  d'un  plan  sont  situés  sur  une  même  circonférence  {eu  sur 
une  même  droite),  l'argument  de  leur  rapport  anharmonique  est  un  mul- 
tiple de  TT. 

La  réciproque  est  évidemment  vraie. 

Lorsque  quatre  points  se  trouvent  ainsi  sur  une  circonférence  (ou  sur  une 
droite),  le  rapport  anharmonique,  tel  que  je  l'ai  défini  dans  le  numéro  pré- 
cédent, a  évidemment  la  même  valeur  que  le  rapport  tel  qu'on  le  définit  ha- 
bituellement. Il  n'y  a,  par  suite,  aucune  ambiguïté  à  craindre  dans  l'ex- 
tension que  j'ai  donnée  à  la  signification  du  mot  rapport  anharmonique. 

8.  Étant  donnés  quatre  points  a,  p,  7,  0  situés  sur  une  droite  réelle  ou 
imaginaire,  soient  AA',  BB',  CC,  DD'  les  segments  représentatifs  de  ces 
points;  de  la  définition  que  j'ai  donnée  ci-dessus,  il  résulte  immédiatement 
que  le  rappoit  anharmonique  des  quatre  points  a,  /3,  7,  §  est  égal  à  celui  des 
points  A,  B,  C,  D. 
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Il  en  est  de  même,  lorsque  ces  points  sont  situés  sur  une  circonférence. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Si  quatre  points  sont  S'tiiés  sur  une  circonférence  {ou  une  droite)  réelle  ou 
imayinaire,  leur  rapport  anharnionique  est  égal  au  rapport  anharmonique 
des  quatre  points  réels  qui  sont  les  origines  des  segments  représentatifs  de  ces 
droites,  ou  bien  encore  au  rapport  anharmonique  des  quatre  points  réels  qui 
en  sont  les  extrémités. 

9.  Pour  fiiire  une  application  simple  de  cette  proposition,  je  prendrai 
pour  point  du  départ  la  propriété  suivante,  fondamentale  dans  la  théorie  dos 
sections  coniques  :  Etant  donnée  une  conique  tangente  à  quatre  droites  fixes, 
toute  tangente  à  cette  conique  coupe  les  quatre  tangentes  fixes  en  quatre  points  . 
dont  le  rapport  anharmonique  est  constant;  et  je  supposerai  qu'une  ou 
plusieurs  de  ces  droites  deviennent  imaginaires. 

Considérons,  par  exemple,  un  triangle  circonscrit  à  une  conique  et  la 
droite  isotrope  du  premier  système  issue  d'un  de  ses  foyers  V,  cette  droite 
et  les  trois  côtés  du  triangle  forment  un  quadrilatère  circonscrit  à  la  co- 
nique. Vne  tangente  mobile  coupe  les  côtés  du  triangle  aux  points  a,  /3,  y  et 
la  droite  isotrope  en  un  point  imaginaire  représenté  par  un  segment  dont 
l'origine  est  le  point  F.  On  en  conclut  que  le  rapport  anharmonique  des 
quatre  points  a,  p,  y  et  F  demeure  constant,  lorsque  la  tangente  mobile  se 
déplace.  Par  suite  des  formules  données  (n°  6),  on  a  donc 

Fa.S-f  -^^- 

— — t  =  const.     et     a.Fp  —  a-i-p  =  const., 

d'où 

aFP  =  const.  +  a-j-p. 

Au  premier  abord,  on  pourrait  croire  que  l'angle  aF/3  est  constant, 
puisque  les  points  a,  |3,  y  sont  en  ligne  droite;  mais  il  faut  remarquer  que, 
d'après  nos  conventions  (n"  4),  ayp  est  égal  à  0  ou  à  tt,  suivant  que  le  point 
y  est  en  dehors  du  segment  «8  ou  dans  l'intérieur  de  ce  segment;  l'angle 
aF;3  peut  donc  varier  d'une  demi-circonférence. 

Quant  à  l'angle  des  doux  droites  Fa  et  F;3  (ces  droites  étant  considérées 
indépendamment  de  leur  direction),  il  demeure  constant. 

Considérons  encore  une  droite!  tangente  à  une  conique,  les  deux  tan- 
gentes isotropes  issues  du  foyer  F,  et  la  tangente  isotrope  du  second  système 
issue  du  foyer  G;  ces  quatre  droites  forment  un  quadrilatère  circonscrit  à 
la  conique.  Soit  T'  une  tangente  quelconque  à  cette  conique  rencontrant  la 
tangente  fixe  en  a;  elle  coupe  les  droites  isotropes  du  premier  système  issues 
des  foyers  en  des  points  imaginaires  dont  les  segments  ont  pour  origine  ces 
foyers  eux  mêmes,  et  la  droite  isotrope  du  second  système  issue  du  foyer  F 
en  un  point  représenté  par  un  segment  dont  roxlrémilè  est  en  F;  l'origine 


I 
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de  ce  segment  est  donc  le  point  F'  symétrique  de  F  par  rapport  à  la  tangente 
mobile. 

D'où  l'on  voit  que  le  rapport  anliarmonique  des  quatre  points  a,  F,  F'  et 
G  demeure  constant,  lorsque  la  tangente  mobile  se  déplace. 

On  déduit  de  là  les  relations  suivantes  entre  les  divers  éléments  du  qua- 
drilatère FF'aG  : 

fÇg  —  FTG  =  const.,     fQ}  —  FFG  =  const., 
Fat' — FtjF'=^const.,    FGa  — FF'a=:const., 


etc.,  etc. 


Ga.FF'  Go-..  FF' 

p — T^^,  =  coust.,    ,,„  p.,  =  const. 

Fa.GF'  GF.F'a 


Si  l'on  remarque  que  FG  est  constant  et  que  F'a  =  Fa,  les  deux  dernières 
égalités  donneront 

Fa 

FF' =  const.  X  .-^  et  GF'  =  const. 

•  .  ba 

D'où  l'on  déduit,  en  particulier,  cette  propriété  bien  connue  que  le  lieu 
du  point  F'  est  une  circonférence  de  cercle  ayant  pour  centre  le  foyer  G. 

10.  Je  ne  m'étendrai  pas  davantage  sur  les  nombreuses  relations  métri- 
ques que  l'on  peut  déduire  de  la  proposition  fondamentale  de  la  théorie  des 
coniques  et  qu'elle  renferme  ainsi  comme  cas  particuliers. 

Je  ferai  seulement  l'observation  suivante  :  bien  que,  dans  les  théorèmes 
que  nous  obtenons  ainsi,  les  éléments  de  la  figure  soient  essentiellement 
supposés  l'éeis  (tn  vertu  même  du  mode  de  démonstration),  ils  n'en  sont 
pas  moins  vrais  dans  toute  leur  généralité  ;  rien  n'empêche  donc,  dans  ces 
nouvelles  propositions,  de  supposer  que  certains  éléments  deviennent  ima- 
ginaires et  d'en  déduire  de  nouvelles  relations  (**). 

(')  Il  est  presque  inutile  de  faire  remarquer  que  ces  diverses  relations  se  réduisent  à 
deux  relations  distinctes. 

(")  En  général,  quand  dans  une  figure  certains  éléments  deviennent  imaginaires,  toute 
relation  relative  à  cette  figure  donne  deux  relations,  en  mettant  en  évidence  la  partie  réelle 
et  la  partie  imaginaire.  D'une  proposition  donnée,  on  déduit  donc  deux  autres  propositions 
généralement  distinctes. 

Il  peut  ai  river  néanmoins  qu'elles  se  confondent,  ou  que  l'une  des  deux  exprime  une 
simple  identité,  ou  Lien  encore  que  l'une  d'entre  elles  serve  seulement  à  lever  une  ambi- 
guïté et  à  fixer  le  signe  dont  une  quantité  doit  être  affectée. 

Comme  exemple  de  ce  dernier  cas,  je  prendrai  la  piopo.-iiiou  suivante  : 

La  somme  des  dislancos  d'un  point  d'une  ellipse  aux  deux  foyers  imaginaires  situés  sur 
le  petit  axe  est  constante  et  égale  à  Ibi.  0  désignant  la  longueur  du  petit  axe. 

Au  sujet  de  ce  théorème,  je  ferai  observer  (pie  les  distances  dont  il  s'agit  étant  comptées 
Siir  ^es  droites  différenics,  il  est  impossible  a  jn-uni  de  fixer  leur  valeur.  En  désignant 
donc  par -^  et  y  les  deux  (o\ers  imaginaires  de  l'ellipse  et  par  Mj;  et  My  deux  quelconques 
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\  1 .  Soient  deux  faisceaux  homographiques  de  droites  isotropes  du  pre- 
mier système  ;  le  premier  de  ces  faisceaux  est  déterminé  par  le  système  S 
des  points  réels  A,  B,  C,  ...  situés  sur  les  rayons  qui  le  composent,  le  second 
est  également  déterminé  par  un  système  S'  de  points  réels  A',  B',  C,  .... 

Cela  posé,  il  résulte  immédiatement  de  cette  définition  que  le  rapport  an- 
Imrmonique  de  quatre  points  quelconques  du  sijstàme  S  est  proprement  égal  au 
rapport  anharmonique  des  quatre  points  correspondants  du  système  S'.  Je 
dirai  que  ces  deux  systèmes  sont  proprement  anharmoniques. 

Soient  un  faisceau  de  droites  isotropes  du  premier  système  déterminé  par 
un  système  S  de  points  réels  A,  B,  C,  ...,  et  un  faisceau  homographique  de 
droites  isotropes  du  deuxième  système  déterminé  par  [système  S'  de  points 
réels  A',  B',  C/,  ...  ;  on  voit  immédiatement  que  le  rapport  anharmonique 
de  quatre  points  quelconques  du  système  S  est  improprement  égal  au  rapport 
anharmonique  des  quatre  points  correspondants  du  système  S'.  Je  dirai  que 
ces  deux  systèmes  sont  improprement  anharmoniques. 

Lorsqu'on  transforme  une  figure  i  par  rayons  vecteurs  réciproques,  la 
transformée  est  impioprement  anharmonique  à  2;  en  sorte  que,  quel  que  soit 
le  nombre  des  transformations  analogues  que  l'on  opère,  la  figure  trans- 
formée sera  toujours  proprement  ou  improprement  anharmonique  à  la  fi- 
gure primitive,  suivant  que  le  nombre  des  transformations  sera  pair  ou 
impair. 

\^1.  De  la  notion  qui  précède  résulte  immédiatement  la  proposition 
suivante  : 

des  valeurs  dont  sont  susceptibles  les  distances  du  point  M  de  l'ellipse  aux  foyers  <f  et  •/, 
le  tliéorème  précédent  s'exprime  par  l'égaliié  suivante  : 

£  et  ■/)  étant  des  constanlos  dont  la  valeur  est  4-  1  ou  — 1. 

F  el  G  désignant  les  deux  foyers  réels  de  l'ellipse,  on  a  çj  ^  (F,  G)  et  -/=  (G,  F)  ;  j'ex- 
prime ainsi  que  -j  et  y  ont  respectivement  pour  segments  représentatifs  les  segments  FG 
et  GF. 

Le  point  M,  étant  supposé  réel,  d"nprés  la  formule  donnée  au  n"  2,  on  a,  ).  désignant 
l'angle  positif,  inférieur  à  un  droit,  (juc  fait  avec  la  normale  MN  chacun  des  rayons  vecteurs 
FM  et  GK, 

My  =  v'^tîVMG  e"    el    M-^  =  VmF.JIG  e~"''; 
on  déduit  de  là 

V/MF.MG  (c6~ ■'•'  +  >;=")  ^  2bi, 

ou,  en  égalant  de  part  et  d'autre  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires, 

v'MF.MG  (£-f->î)  00$;  =  0 
V^MF.MG  (y,  —  e)tsin ).  =  2bi. 

La  première  équation  montre  que  l'on  a  £  =  —  ■/■,;  portant  celte  valeur  dans  la  seconde 
éijualion  el  élevant  au  carré,  après  avoir  supprimé  le  (acteur  —  4,  il  vient  : 

MFsin/.MGsin/ -- ^*, 

on  |)ieii  FI'.GQ  =  b-,  en  désignant  par  I'  et  Q  les  \>'hh\<  i\cf  perpendiculaires  abaissées  des 
foy,  rs  sur  la  tangente  en  M. 
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Si,  sur  une  droite  {ou  un  cercle)  réelle  ou  imaginaire,  on  a  une  série  de 
points  représentés  par  des  segments  dont  les  origines  forment  un  polygone  P  ; 
si,  sur  une  autre  droite  {ou  un  autre  cercle),  on  a  une  série  homograptiique  de 
points  représentés  par  des  segments  dont  les  origines  forment  un  polygone 
P',  les  deux  polygones  P  et  P'  sont  proprement  anharmoniques. 

Pour  faire  une  application  de  celte  proposition,  considérons  une  conique 
réelle  K  et  une  droite  imaginaire  a  tangente  à  cette  courbe,  que,  par  suite, 
touchera  également  la  droite  a'  imaginairement  conjuguée  de  la  premièi'e. 
Une  droite  réelle  mobile  tangente  à  K  rencontre  a  en  un  point  (A,  A'),  et  a' 
au  point  imaginairement  conjugué  (A', A). 

Pendant  le  déplacement  de  la  tangente,  le  point  (A,  A')  se  meut  sur  une 
droite;  donc  la  figure  (A),  décrite  par  le  point  A,  est  semblable  à  la  figure 
(A'),  décrite  par  le  point  A',  et  inversement  placée,  et  les  deux  figures  sont 
improprement  anharmoniques.  D'autre  part,  en  vertu  de  cette  propriété  fon- 
damentale des  coniques  que  la  tangente  détermine  sur  a.  et  a'  des  divisions 
homographiques,  les  figures  (A)  et  (A')  sont  proprement  anharmoniques  ;  il 
en  résulte  (n°  8)  que  les  courbes  (A)  et(A')  sont  toutes  deux  des  cercles. 

D'où  les  conclusions  suivantes  : 

Quatre  droites  réelles  tangentes  à  une  conique  réelle  coupent  une  droite 
imaginaire  quelconque  tangente  à  cette  conique  en  quatre  points  représentés 
par  des  segments  dont  les  origines  sont  situées  sur  une  même  circonférence. 

Si  un  point  mobile  M  décrit  une  circonférence,  tandis  qu'un  autre  pointW 
décrit  une  autre  circonférence  en  sens  inverse  et  dans  le  même  temps,  le  point 
milieu  I  de  la  corde  M.M'  décrit  une  conique  et  la  droite  menée  en  I  perpendi- 
culairement à  la  corde  enveloppe  une  autre  conicjue. 

15.  Tous  les  théorèmes  relatifs  à  la  division  honiographique  sur  une 
même  droite  ou  sur  des  droites  différentes  donnent  évidemment  lieu  à  au- 
tant de  théorèmes  correspondants  relatifs  à  deux  systèmes  de  ipoints propre- 
ment anharmoniques;  pour  les  développer,  je  n'aurais  qu'à  transcrire  ici 
plusieurs  chapitres  de  la  Géométrie  supérieure  et  des  Sections  coniques  de 
M.  Chasles.  J'éviterai  an  lecteur  la  peine  de  relire,  sous  une  autre  forme,  des 
propositions  bien  connues  et  les  emploierai,  dans  la  suite  de  ce  mémoire, 
toutes  les  fois  qu'elles  me  seront  utiles,  sans  entrer  dans  plus  de  détails  à 
ce  sujet. 

Je  ferai  cependant  la  remarque  suivante,  à  cause  de  son  fréquent  emploi. 
On  connaît  (Sections  coniques,  p.  99)  le  théorème  suivant  : 

Si  l'on  a,  sur  une  droite,  une  série  de  points  en  involution,  les  conjugués 
harmoniques  d'un  point  P  quelconque  de  cette  droite,  relatifs  aux  couples  de 
points  de  l'inrolution,  déterminent  une  série  de  points  (Pj  ;  à  un  autre  point 
V  de  la  droite  correspond  une  autre  série  (P');  les  deux  divisions  (P)  et  (P') 
sont  homographiques. 

D'où  cette  conséquence  pour  une  figure  plane  : 
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Étant  donnée  dans  un  plan  une  figure  en  involution  (*),  les  conjugués  har- 
moniques d'un  point  quelconque  P  du  plan  déterminant  une  figure  (P)  ;  à  un 
autre  point  P'  correspond  une  autre  figure  (P');  les  deux  figures  (P)  et  (P') 
sont  proprement  anhannoniques. 

J'appellerai  courbe  en  involution  une  courbe  dont  les  points  peuvent  se 
grouper  deux  à  deux,  de  telle  sorte  que  deux  points  conjugués  M  et  M'  fassent 
partie  d'un  système  de  points  en  involution.  On  déduit  alors  de  ce  qui  pré- 
cède la  proposition  suivante  : 

Si  l'on  prend  successivement  les  points  conjugués  harmoniques  de  divers 
points  du  plan  par  rapport  aux  couples  de  points  conjugués  d'une  courbe  en 
involution,  les  diverses  courbes  ainsi  obtenues  sont  proprement  anliarmo- 
niques. 

En  particulier,  si,  pour  un  point  du  plan,  la  courbe  est  un  cercle,  elle  sera 
ègal':'menl  un  cercle  pour  fout  autre  point;  ainsi  le  lieu  des  points  milieux 
des  cordesjoignant  les  points  conjugués  est  un  cercle.  La  courbe  en  involu- 
tion qui  jouit  de  cette  propriété  est  par  là  même  complètement  définie,  et 
je  l'ai  déjà  étudiée  dans  une  note  S//r7e5cassmîenne,'>  publiée  dam  \e  Bulletin 
de  la  Société  philomathique  (mars  18G8).  Ses  nombreuses  propriétés  se  dé- 
duisent du  reste  avec  la  plus  grande  facilité,  en  employant  les  considé- 
rations qui  précèdent,  des  simples  et  élégantes  relations  données  par 
M.  Chasies  dans  sa  Géométrie  supérieure,  relativement  à  un  système  de  seg- 
ments en  involution  et  aux  milieux  de  ces  segments. 

14.  Soient  (A)  et  (A')  deux  systèmes  de  points  improprement  anbarmo- 
niques,  le  faisceau  déterminé  par  le  système  (A)  et  l'ombilicl  et  le  faisceau 
déterminé  par  le  second  système  et  l'ombilic  J  sont  bomographiques  ;  par 
suite,  tous  les  points  imaginaires  (A,  A')  sont  situés  sur  un  même  cercle. 
D'oti  cette  conclusion  : 

Si  deux  systèmes  de  points  (A)  et  (A')  sont  improprement  anharmoniques, 
tous  les  points  imaginaires  (A,  A')  sont  situés  sur  un  même  cercle. 

liéciproquemeut  : 

Si  un  certain  nombre  de  points  (A.,  A'),  (B,  B'),  ...  sont  situés  sur  un  même 
cercle,  les  deux  systèmes  de  points  A,  B,  ...   et  A',\i' ,  ...  sont  improprement 

anharmoniques. 

{A  suivre.) 

(')  P;ir  la  propriété  foniJainentale  de  l'iiivoiiilioii,  on  voit  qr-c  A  et  A' étant  deux  points 
conjugués,  ces  deux  points  et  les  deux  points  doubles  1'  et  Q  sont  situés  sur  un  même  cercle; 
de  plus,  les  quatre  points  A,  A',  P  et  Q  déterminent  sur  ce  cercle  une  division  harmonique. 
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KXTRAITS    DES    PROCÈS-VERBAUX 


SEÂAXE  DU  MERCREDI  28  MAI  1875 

PnÉSlDENCE    DE    M.    CIUSLES 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  éins. 

Le  secrétaire  annonce  que  M.  de  la  Gournerie,  membre  de  la  Société, 
vient  d'être  élu  membre  de  l'Académie  des  sciences. 

Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 

MM.  Bailloud,  inspecteur  des  ponts  et  cbaussées  en  retraite,  à  Paris  ; 
Perrier,  capitaine  d'état-major,  membre  du  Bureau  des  longitudes,  à  Paris; 
Saltel,  professeur,  à  Cliauny. 

L'élection  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 

M.  Lnguerre  donne  lecture,  de  la  part  de  M.  Liguine,  professeur  à  l'uni- 
versité d'Odessa,  à\me  JSote  historique  sur  le  problème  des  engrenages  cylin 
driques. 

M.  Halphen  communique  à  la  Société  Qwe/çues  applications  nouvelles  d'une 
proposition  sur  les  congruences  de  droites. 

M.  Camille  Jordan  communique  à  la  Société  la  solution  de  Quelques 
questions  de  probabilités. 

M.  Laguerre  communique  à  la  Société  une  note  Sur  la  formule  de  Stirling. 


SEANCE  DU  MERCREDI  11  JUIN  1873 

PRÉSIDENCE    DE    M.    CHASLES 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 

Le  secrétaire  donne  communication  d'une  lettre  du  secrétaire  de  l'Aca- 
démie des  sciences  de  Saint-Pétersbourg,  qui  accepte  \e  Bulletin  en  échange 
de  son  Bulletiii.  Le  secrétaire  annonce  en  outre  que  la  Société  mathéma- 
tique de  Bohême  accepte  le  Bidletin  en  échange  de  ses  Publications. 

Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présenlés, 
ce  sont  : 

M.  Ch,  Sainte-Claire  Deville,  membre  de  l'Académie  des  sciences,  à  Paris. 

L'élection  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 

M.  Desboves  fait  à  la  Société  une  communication  Sur  un  théorème  de 
Legendre. 

M.  Darboux  fait  à  la  Société  une  communication  Sur  l'appareil  cinéma- 
tique de  Poinsot  et  le  travail  de  M.  Sylvester  relatif  à  cette  question. 
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M.  Ribauconrfait  à  la  Socirlô  une  communicalion  S'»?' î/?/;jo/»<f/6' /a ^/jebr/e 
(les  surfaces. 

M.  LngueiTe  communique  à  la  Société  une  noie  Sur  un  genre  -particulier 
de  surfaces  dont  on  peut  intégrer  les  lignes  géodésicpies. 


SEANCE  DU  MERCREDI  25  JUIN  1873 

PRÉSIDÉE    PAR    M.    LAFFON    DE    LA  DÉBAT 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 

Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 

MM.  Studnicka,  professeur  à  l'université  de  Prague  ;  Hilaire,  professeur 
an  lycée  de  Douai. 

M.  Halphen  communique  à  la  Société  une  note  Sî/r  la  géométrie  à  n  dimen- 
sions. 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  fait  à  la  Société  une  communication  relative 
au  tribunal  des  mathématiques  de  Pékin. 


I 


SEANCE  DU  MERCREDI  9  JUILLET  1875 

•  PRÉSIDÉE    PAR   M.    MOUTARD 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 

Le  secrétaire  annonce  que  M.  Emile  Weyr  fait  honmiage  à  la  Société  de 
la  pUis  grande  partie  de  ses  mémoires,  dont  on  trouvera  les  titres  aux 
Ouvrages  reçus  par  la  Société. 

Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 

M.  A.  Picart,  professeur  à  la  faculté  dos  sciences  de  Poitiers. 

L'élection  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 

M.  Fouret  communique  à  la  Société  une  note  Sur  V application  du  principe 
de  correspondance  à  la  détermination  du  nombre  des  points  d'intersection  de 
trois  surfaces  ou  d'une  courbe  gauche  et  d'une  surface. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  23  JUILLET  1873 

PRÉSIDENCE    DE    M.    CHASLES 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 

Le  secrétaire  communique  à  la  Société,  de  la  part  de  M.  Salle!,  une  note 
Sur  la.  détermination  des  raractéristi(jues  dans  les  courbes  de  degré  supérieur. 

M.  Picquet  communique  à  la  Société  une  note  Sur  les  courbes  gauches 
algébrigues. 


I 
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M.  le  comte  Léopold  Hugo  fait  une  communication  relative  à  Nasir- 
Eddin,  et  dépose  sur  le  Bureau  six  volumes  relatifs  à  la  statistique  ,  dont  il 
fait  hommage  à  la  Société. 

M.  de  Saint-Germain  communique  à  la  Société  une  note  Sm'  la  durée  des 
oscillations  du  pendule  composé. 

M.  Halphen  communique  à  la  Société  une  note  Sur  le  déplacement  d'un 
solide  invariable. 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS 


Note  historique  sur  le  problème  des  engrenages  cylindriques; 
par  M.  V.  LiGuiiNE. 

(Séance  du  '28  mai  1873) 

On  sait  qu'il  existe  deux  modes  de  solution  complètement  généraux  du 
problème  de  la  détermination  des  profds  conjugués  des  engrenages  cylin- 
driques :  la  méthode  des  enveloppes  et  la  méthode  des  roulettes  (*).  La  pre- 
mière est  due  à  Poncelet,  qui  la  exposée  pour  la  première  fois  dans  ses 
Leçons  de  mécanique  industrielle  \:iioïessées,  en  1830,  à  l'Ecole  d'application 
de  Metz  {*').  Quant  à  la  seconde,  dans  les  ouvrages  qui  traitent  de  la  théorie 
des  engrenages,  on  ne  trouve  point  d'indications  sur  son  origine;  cela  tient 
peut-être  à  ce  que,  dans  les  anciens  écrits  généralement  connus  sur  tes 
roues  dentées,  comme  le  mémoire  de  de  la  Ilire  Sur  lesépicgcloïdes  et  leurs 
applications  dans  la  mécanique  (1694)  et  le  Cours  de  rnathématiques  de 
Camus  (an.  1752,  livr.  X),  ce  deuxième  mode  de  solution  s'était  piimi- 
tivement  piéscnté  sous  des  formes  Irès-parliculiéres  et  fut  ensuite  généralisé 
par  divers  géomètres  jusqu'à  obtenir  le  caractère  complètement  général 
qu'il  porte  aujourd'hui,  de  sorte  qu'il  était,  sous  ce  point  de  vue,  assez  dif- 
ficile d'en  signaler  le  véritable  auteur.  Cependant,  comme  l'a  indiqué 
M.  Willis  en  1870,  dans  la  seconde  édition  de  son  savant  et  célèbre  ouvrage 
Principles  of  mechanism  (p.  90),  il  existe  un  mémoire  datant  de  1755  qui 
contient  l'énoncé  et  la  démonstration  complète  de  la  méthode  des  roulettes 
sous  une  forme  tout  à  fait  générale,  car  on  lit  dans  ce  mémoire  le  passage 
suivant  :  «  Si  l'on  veut  que  le  pignon  tourne  comme  la  roue  avec  une  force 
toujours  uniforme,  la  courbure  de  l'aile  et  la  courbure  de  la  dent  doivent 
être  engendrées  comme  lesépicycloïdes,  par  une  même  courbe,  qui  roulera 
audedans  du  pignon  sur  sa  circonférence  (primitive)  pour  décrire  l'aile,  et 

(*)  Voir  IIatox  pe  la  GoupiLUÈiir,  Traité  théorique  et  pratii/ue  des  engrenages,  p.  5  et  IG, 
(")  Voir  les  Leçons  lUhograpliiccs  cIo  M.  Pomelef,  rédigées  par  M.  Gosselin,  capitaine 
du  génie,  Metz,  1830;  partie  lil,  p.  88-00. 
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extérieurement  sur  la  circonférence  (primitive)  de  la  roue  pour  décrire  la 
dent,  etc.  »  (Suit  la  démonsiration.)  M.  Willis,  en  renvoyant  pour  la  lec- 
ture de  cet  article  aux  Mémoires  de  V Académie  des  sciences  de  Paris  pour 
17Ô5,  p.  1 17,  l'allribue  à  François-Joseph  Camus  et  ajoute  dans  une  note  : 
«  que  ce  principe  général  n'est  pas  contenu  dans  le  Cours  de  malhématiques 
de  M.  Camus,  »  mais  que  le  mémoire  cité  et  le  cours  paraissent  avoir  été 
écrits  par  la  même  personne.  L'objet  de  la  présente  note  est  de  faire  voir 
que  le  mémoire,  et  par  cela  même  la  méthode  générale  des  roulettes,  ont 
pour  auteur  non  pas  François-Joseph  Camus,  qui  était  un  mécanicien  ha- 
bile et  auteur  d'un  Traité  des  forces  mouvantes  (172'2),  mais  Charles-Élienne- 
LoMis  Camus,  savant  bien  connu  par  plusieurs  écrits  sur  la  mécanique  ap- 
pliquée et  comme  compagnon  de  Maupertuis  dans  la  célèbre  expédition  du 
Nord  de  1756,  ce  qui  mettra  en  môme  temps  hors  de  doute  l'identité  des 
auteurs  de  ce  mémoire  et  du  Cours  de  mathématiques. 

En  effet,  le  mémoire  en  question  est  intitulé  :  Sur  la  figure  des  dents  des 
roues  et  des  ailes  des  pignons  pour  rendre  les  horloges  plus  parfaites,  par 
M.  Camus,  lu  le  21  février  1755  [Mém.  de  VAcad.  des  sciences,  pour  1755, 
p.  117-140),  et  ne  fournit  ainsi  lui-même  aucun  renseignement  sur  la  per- 
sonne de  l'auteur.  On  n'apprend  pas  davantage  sur  ce  sujet  dans  la  nouvelle 
édition  de  l'Histoire  des  mathématiques  de  Montucla,  publiée  par  Lalande, 
t.  m,  p.  752,  où  il  est  fait  mention  de  ce  mémoire  dans  les  termes  sui- 
vants :  «  ...  On  y  a  substitué  des  courbes  épicycloïdes  qui  ont  la  propriété 
de  donner  un  mouvement  uniforme,  ainsi  que  dans  les  engrenages  des 
roues  dentées,  dont  on  trouve  l'idée  dans  Rœmer  et  la  Ilire,  que  Camus  a 
démontrées  dans  les  Mémoires  de  1755  et  que  j'ai  expliquées  d'une  manière 
encore  plus  simple  dans  le  Traité  d'horlogerie  par  Lepaute,  etc.  »  —  Mais, 
en  premier  lieu,  on  peut  voir  dans  la  table  générale  des  membres  de  l'an- 
cienne Académie  qui  se  trouve  à  la  un  de  l'ouvrage  connu  de  M.  Alfred 
Maury  :  l'Ancienne  Académie  des  sciences  (an.  18G4,  p.  572)  que  cette  Aca- 
démie a  couiplé  parmi  ses  membres  deux  différentes  personnes  portant  le 
nom  de  Camus  :  l'un,  François-Joseph  des  Camus,  né  àPichomeen  1672,  mé- 
canicien, exclu  de  l'Académie  en  1725,  mort  en  Angleterre  en  1752,  dont 
Lalande  parle  dans  son  édition  de  l'ouvrage  de  Montucla  (p.  752  et  828, 
t.  III),  en  citant  «  des  Camus,  gentilhomme  lorrain,  qui  quitta  l'Académie 
en  1725,  »  comme  l'auteur  du  Traité  des  forces  mouvantes,  paru  en  1722; 
l'autre,  Charles-Etienne-Lduis  Camus,  né  à  Ciêcy  en  1690,  mort  en  1768, 
entré  à  l'Académie  en  1727.  Ces  dates  démontriMit  déjà  que  le  mémoire  qui 
nous  0(xupe,  étant  lu  à  l'Académie  le  21  février,  ne  peut  pas  avoir  été  écrit 
jiar  le  pi-emier  de  ces  deux  personnages,  vu  (jue  François-Joseph  des  Camus 
était  mort  en  1752.  D'autre  part,  dans  l'Éloge  de  M.  Camus,  inséré  dans  les 
Mémoires  de  l'Académie  pour  l'année  1768  (p.  144-154),  éloge  qui  se  rap- 
porte à  Cliailes-Klienile-Louis  Canais,  on  lit,  p.  147  :  «  Il  donna  en  1755  un 


mémoire  sur  les  dents  des  roues  et  les  ailes  des  pignons,  »  et  plus  loin, 
p.  152,  qu'étant  nommé  examinateur  des  Écoles  royales  du  génie  et  de  l'ar- 
tillerie, il  entreprit  de  composer  un  Cours  de  mathématiques,  destiné  à 
l'instruction  des  élèves,  etc.,  et  enfin,  p.  148,  qu'il  était  l'un  des  qualro 
académiciens  désignés  pour  la  savante  expédition  du  Nord. 

En  résumé,  on  voit  ainsi  d'une  manière  nette  que  : 

La  méthode  générale  des  roulettes  pour  la  construction  des  engrenages 
cylindriques  est  due  à  Charles-Ktiemie-Louis  Canuis,  auteur  du  Cours  de 
mathématiques,  et  membre  de  l'expédition  du  Nord,  qui  avait  énoncé  et  dé- 
montré celte  méthode  dans  toute  sa  irénéralilé  en  \  753. 


ApiÀications  nouvelles  d'une  proposition  sur  les  congruences  de  droites; 

par  M.  Halphen. 

(Séance  du  2S  mai  1875] 

Los  droites  de  l'espace  qui  satisfont  à  deux  conditions  forment  une  con- 
griience.  Le  nombre  de  ces  droites  qui  passent  par  un  point  donné  est  l'ordre 
de  la  congruence,  le  nombre  de  celles  qui  sont  dans  un  plan  donné  en  est 
la  classe.  Rappelons  que  les  droites  d'ime  congruence  sont  tangentes  à  deux 
surfaces  (ou  à  deux  nappes  d'une  même  surface),  qui  peuvent  se  réduire  à 
des  lignes.  On  les  désigne  ordinairement  par  surfaces  ou  lignes  focales  de  la 
congruence.  On  peut  aussi  désigner  leur  ensemble  par  le  nom  de  focale  de 
la  congruence. 

J'ai  démontré  {Comptes  rendus  de  l'Académie  des  sciences,  t.  LXXIV, 
2  janvier  187'2),  que  :  Le  nombre  des  droites  communes  à  deux  congruences 
est  égal  au  produit  des  ordres  de  ce^  congruences  augmenté  du  produit  de 
leurs  classes.  Je  me  propose  de  donner  ici  trois  applications  nouvelles  de 
ce  théorème. 

I.    —    DÉ1ERMINAT[0N    DU    NOMCUE    DES    TÉTHAÈDRES    QUI    SATISFONT    A    CERTAINES    CONDITIONS. 

Un  tétraèdre  est  déterminé  de  grandeur  et  de  position  si  chacune  de  ses 
arêtes  est  assujettie  à  deux  conditions,  c'est-à-dire  fait  partie  d'une  con- 
gruence donnée.  Je  vais  montrer  que  le  nombre  des  tétraèdres  ainsi  déter- 
minés s'exprime  en  fonction  des  ordres  et  des  classes  des  six  congruences 
auxquelles  appartiennent  les  six  arêtes. 

Désignons  les  arêtes  du  tétraèdre  par  les  numéros  de  1  à  6,  et  par  /),,  Pj, 
l'ordre  et  la  classe  de  la  congruence  Cj  dont  fait  partie  l'arête  (i).  Désignons 
par  [''iCjCsC^CgCfi]  le  nombre  des  tétraèdres  dont  les  arêtes  font  partie  des 
congruences  Ci,  ('.^,  ...,  C,,  et  représentons  par  {p)  la  congruence  des  droites 
qui  passent  en  un  point,  par  (P)  celles  des  droites  qui  sont  dans  un  plan. 
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Si  l'on  assiijellit  simplement  les  cinq  premières  arêtes  à  faire  partie  des 
cinq  conirniences  Ci, ...,  C^,  l'arôte  (6)  engendre  une  congruence  dont 
l'ordre  el  l;i  classe  sont  respectivement  [Cfi.C-CAÀP)]  eL  [CiC.C.GjQiP)]-  Par 
suite,  si  l'arête  (6)  doit  en  outre  faire  partie  de  la  congruence  Cg,  on  ob- 
tiendra lo  nombre  de  ses  positions,  ou  le  nombre  des  solutions  du  problème, 
on  additionnant  les  deux  nombres  précédents  multipliés  respectivement  par 
p^  et  Pg.  C'est  la  conséquence  immédiate  du  théorème  rappelé  plus  haut. 
On  a  donc  cette  relation  : 

On  aura  de  même  : 

[•nC^CACsO^)]  =pSfi.CzC,{p){p)]  +  VSiC,C.M^){p)].  etc. 

On  conclut  immédiatement  de  là  que  le  nombre  cherché  se  compose  d'uiu; 
somme  de  termes,  dont  chacun  est  le  produit  des  ordres  de  n  congruences 
C,  C,.,  ...  par  les  classes  des  (0  —  7i)  autres  congruences  Cj,  Cj-,  ...,  mul- 
tiplié par  un  coefficient  qui  est  le  nombre  des  tétraèdres  dont  les  arêtes 
(i),  (t'),  ...  passent  par  des  points,  et  les  arêtes  (7),  (/),  ...  sont  dans  des 
plans  donnés. 

Le  problème  sera  donc  résolu  si  l'on  connaît  le  nombre  des  solutions  des 
différents  problèmes  particuliers,  dans  lesquels  les  six  arêtes  du  tétraèdre 
sont  assujettis  à  passer  par  des  points  ou  à  être  dans  des  plans.  Or  il  est  fa- 
cile de  reconnaître  que  tous  ces  problèmes  n'admellent  fiu'une  solution,  à 
l'exception  de  celui  où  trois  arêtes  d'une  même  face  passent  {)ar  des  points 
et  les  trois  autres  sont  dans  des  plans  donnés.  Ce  dernier  problème  admet 
deux  solutions. 

Par  conséquent,  dans  l'expression  du  nombre  cherché,  tons  les  coefficients 
sont  égaux  à  l'unité,  à  l'exception  des  coefficients  des  termes  (|ui  contien- 
nent les  ordres  des  trois  congruences  auxquelles  appartiennent  trois  arêtes 
d'une  même  face  et  les  classes  des  trois  autres. 

Si  1,  2,  5  sont  les  arêtes  d'une  même  face,  et  4,  5,  G  les  arêtes  opposées 
à  1,  2,  o,  on  reconnaît  aisément  que  les  termes  dont  il  s'agit  sont  : 

PiKp-À\lhK,  PiV,P,V,poV,,  p,\\p,V,p,l\,  P,^yP,^-6l>,h- 

En  désignant  par  S  la  somme  de  ces  termes,  on  aura  pour  le  nombre 
cherché  N  : 

N  =  {p^  +  i\)(p,  +  ?,)(p,  +  \\)u>,  +  !',)(/>,  +  WMih  +  K)  +  s. 

Si,  par  exemple,  chaque  arête  est  assujettie  à  renconlrer  deux  droites,  les 
ordres  et  les  classes  sont  l'unité,  et  l'on  a  :  N  =  2"  +  -4  =  08. 
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11.    —    SLl'.FACE    TnAJECTOir.E    Dt    SOMMET    D  U.N    ANGLE    CONSTANT. 

Un  angle  droit  se  ment  de  manière  qne  l'un  de  se.s  côtés  A  engendre  une 
congruence  C  et  l'autre  A',  une  congruence  C.  Quel  est  le  lieu  de  S(m 
sommet  ? 

Ce  lieu  est  une  surface  dont  le  degré  s'exprime  en  fonction  des  ordres  et 
des  classes  des  congruences  C  et  C. 

Si  le  côté  A  seul  est  assujetti  à  fnirc  partie  de  la  congruence  G,  et  que  le 
sommet  se  meuve  sur  une  droite,  le  côté  A'  engendre  une  congruence,  dont 
l'ordre  et  la  classe  sont  respectivement  P  +  2;;  et  p,  ;;  et  P  étant  J'ordre  et 
la  classe  de  la  congruence  C.  Si  on  assujettit,  en  outre,  le  côté  A'  à  faire 
partie  de  la  congruence  C,  dont  //  et  P'  sont  l'ordre  et  la  classe,  le  nombre 
des  solutions  sera,  d'après  le  théorème  rappelé  plus  haut  : 

p'{V  +  2p)  +  V'p=p-V  -hpl"  +  ipp'. 

Par  suite,  si  l'on  assujettit  les  côtés  A  et  A'  à  faire  partie  respectivement 
des  congruences  G  et  G',  sans  donner  de  condition  pour  le  sommet,  ce  point 
décrit  une  surface  dont  le  degré  est  ce  dernier  nombre. 

On  reconnaît  aisément  que  cette  surface  coupe  le  plan  de  l'infini  :  1"  sui- 
vant le  cercle  commun  à  toutes  les  sphères,  qui  y  est  multiple  d'ordre  pp'  ; 
2"  suivant  les  P  droites  de  la  congruence  C,  qui  y  sont  multiples  d'ordre  //  ; 
et  suivant  les  P'  droites  de  la  congruence  G',  qui  y  sont  multiples  d'ordre /y. 

Si  une  portion  de  la  focale  d'une  des  congruences,  C,  se  réduit  à  une 
ligne,  et  que,  en  chaque  poin!  de  cette  ligne,  les  droiti'S  de  la  congruence 
forment  un  cône  de  degré  u,  cette  ligne  fait  partie  de  la  surface  et  y  est 
multiple  d'ordre  yp'. 

On  remarquera  que  tous  ces  nombres  doivent  être  doublés,  si,  au  lieu 
d'ini  angle  droit,  on  considère  un  angle  constant  quelconque. 

III.    —    DÉTERMINATION    DLN    THIÈDRE    TRIRECTANGLE. 

Un  Irièdre  trirectangle  est  déterminé  de  position  si  chacune  de  ses  arêtes 
fait  partie  d'une  congruence  donnée.  Soient  p^,  Pj;  p^,  P,;  p-,  ?-,  les  ordres 
et  les  classes  des  trois  congruences.  Par  un  raisonnement  analogue  aux  pré- 
cédents, on  trouve  que  le  nombre  des  solutions  est  : 

mp,p,+  Hp,p^>,+P,P,v,  +  />3/^J'2)  +  4/'.AP.  +/;.J'ii^  +  PiP.P-J  +  f/P.PJ'5- 

Les  coefficients  a,  b,  c,  d  sont  les  nombres  des  trièdros  trirectangles  dont 
les  arêtes  passent  par  des  points  ou  sont  dans  des  plans,  en  sorte  que  les 
congruences  à  considérer  pour  obtenir  ces  coefficients  sont  pour  a,  3  points  ; 
pour  b,  2  points  et  1  plan;  pour  c,  \  point  et  2  plans;  pour  d,  5  plans. 
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D'après  cela,  on  reconnaît  facilement  que  les  coefficients  sont  tous  égaux  à  2  ; 
de  sorte  que  le  nombre  des  (rièdresest  :  2(/)i  ^-Pl)(p2^-P2)(^i>3^-Pô)• 
S^  chaque  arête   doit  rencontrer  deux  droites,    le  nombre  devient  2* 
ou  16. 


Questions  de  probabilités;  par  M.  Camille  Joudan. 
(Séance  du  28  mai  1873) 

iMiOBi.iiME,  —  Une  droite  de  longueur  l  est  partagée  en  m  segments  Quelle 
est  la  probabilité  pour  que  n  d'entre  eux  soient  d'une  longueur  plus  grande 
qiiune  quantité  donnée  a  ? 

Cherchons  d'abord  la  probabilité  X,j  pour  que  les  n  premiers  segments 
soient  >>a. 

Elle  sera  évidemment  nulle  si  na>>Z.  Supposons  au  contraire  na<Cl,  et 
considérons  un  mode  quelconque  de  section  de  la  di'oite  satisfaisant  à  la  con- 
dition cherchée.  Soient  a  +  «j,  ...,a-t- «„,  b,c,  ...,  les  m  scgiDcnts.  A  ce 
mode  de  section  on  pourra  faire  correspondre  le  suivant  na  -f-  «j,  «2,  ...,  «„, 
b,c,  ...,  où  le  premier  segment  est  >>?ia  et  les  autres  quelconques.  On 
pourra  donc,  sans  altérer  la  probabilité  cherchée,  remplacer  la  con  iition  à 
satisfaire  par  celle  que  le  premier  segment  soit  ;>?ia.  Cette  dernière  con- 
dition suppose  que  chacun  des  m  —  1  points  de  section  se  trouve  dans  la 
portion  de  la  droite  de  longueur  /  —  na  située  vers  son  extrémité.  La  proba- 
bilité de  cet  événement  sera  • — - —  pour  chacun  de  ces  points  et  la  pro- 

habilité  composée  sera  X„  =  ( — - — |       •   Nous  répétons,   comme  on  le 

voit,  le  raisonnement  de  M.  Halphen. 

Cherchons  maintenant  la  probabilité  C„  pour  que  n  segments,  hxés 
d'avance  par  une  personne  étrangère  à  rin.>u  de  celui  qui  fait  la  section, 
soient  tous  >»a. 

Il   est  clair  que  la    probabilité   sera   la  même   et   égale   à   X„  quels 

que  soient  les   segments  choisis.    Or  ils   i)euvont   avoir  été  choisis   de 

m{m  —  il...  (m  —  7^  +  1)  ..  ,.„,..       .         r,  i         p        n 

i — -^-^ manières   dilierontes.    On    aura    donc  L,,  =  U, 

1  .  2  . . .  n 

^,   ,,        jufm— I)  ...  (m  — n  +  1)//  — ?m\"'-'      .        ^, 
SI  na  >  /,  C„  =  — j    ,^_^^ \T~)       '  ^'  ""  "^ 

Cela  posé,  il  résulte  des  formules  générales  que  nous  avons  données  dans 
les  Comptes  rendus  (0  dè(;embre  18(57),  que  la  probabilité  H,  pour  que  r 
segments  au  moins  soient  >a  est  donnée  par  la  formule 


I 
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et  que  la  f)robabilité  A^  pour  qu'on  aïl  juste  r  segments  satisfaisant  à  ces 
conditions  sera 

A,  =  B,.  -  B,+  1  =  C,  -  Î^C,._,  1  +  1^2^'-  +  ^  -  •••• 

Problème.  —  Trouver  la  probabilité  pour  que  quatre  points  pris  au  hasard 
sur  une  sphère  forment  un  quadrilatère  sphérique  convexe. 

Soient  A,  B,  C  trois  de  ces  points.  Les  arcs  de  grand  cercle  qui  les  joignent 
deux  à  deux  découpent  la  sphère  en  huit  ti'iangles.  Si  Ton  associe  ensemble 
les  triangles  qui  ne  se  touchent  que  pir  un  sommet,  on  aura  deux  régions 
formées  cliacmie  de  quatre  triangles,  et  qui  seront  symétriques  l'une  de 
l'autre  par  rapport  au  centre  de  la  sphère. 

Cela  posé,  soit  D  le  quatrième  point  donné.  On  voit  immédiatemenl  que 
le  quadrilatère  ÂBCD  sera  convexe  ou  non,  suivant  que  D  sera  contenu  dans 
l'une  ou  l'autre  région.  Donc  la  probabilité  pour  qu'il  soit  convexe  est  égale 

1 

à  jj,   quelle  que  soit  la  position  des  points  A,  D,  C. 

Problème.  —  On  prend  au  hasard  trois  points  A,  B,  G  dans  l'intérieur 
d'une  courbe  fermée  K  possédant  un  centre  0.  Quelle  est  h  probabilité  pour 
que  0  tombe  dans  ï intérieur  du  triangle  ABC? 

Soit  m  un  nombre  très-grand.  Par  le  point  0  nous  mènerons  m  diamètres 
choisis  de  manière  à  diviser  l'aire  intérieure  en  2m  secteurs  élémentaires 
équivalents.  Numérotons-les  dans  l'ordre  où  les  rencontre  un  observateur 
tournant  autour  du  point  0,  et  considérons  comme  premier  secteur  celui 
qui  contient  le  point  A.  Supposons  que  le  point  B  soit  dans  le  u-h  i'^'"«  sec- 
teur. On  peut  admettre  que  n<^m.  En  effet,  si  l'on  avait  W^m,  il  suffirait 
de  changer  le  sens  de  la  numérotation;  le  point  B  se  trouverait  alors  dans 
le  n'  -\-  1'^"^''  secteur,  n'  étant  égal  à  2î7i  —  n  et  par  suite  <^m. 
'  D'ailleurs  la  probabilité  pour  que  B  tombe  dans  le  premier  secteur  ou 
dans  le  hi+ {'^""^  peut  être  négligée  comme  infiniment  petite.  Nous  ad- 
motlrons  donc  que  n  peut  prendre  seulement  les  valeurs  de  1  à  î?i —  1.  .Mais 
toutes  ces  valeurs  sont  également  probables,  les  secteurs  correspondants 
dans  lesquels  B  peut  tomber  étant  équivalents.  La  chance  que  B  tombe  dans 

1 

le  Ji-hl"-™^  secteur  sera  donc  r. 

m  —  1 

Cela  posé,  pour  que  le  point  0  tombe  dans  rintérieur  du  triangle  ABC,  il 
faut  et  il  suffit  que  C  soit  dans  le  secteur  formé  par  la  courbe  et  les  prolon- 
gements OA',  OB'  des  rayons  vecteurs  OA,  OB.  Soient  s  l'aire  de  ce  secteur, 
S  celle  de  la  courbe  entière;  la  probabilité  pour  que  0  tombe  dans  le 

s         .        •  .        . 

triangle  ABC  sera  ^.  Mais  soit  a  l'aire  dun  secteur  élémentaire;  on  aura 

S=  2m«.  D'autiC  part,  en  vertu  delà  symétrie  de  la  courbe,  le  secteur  com- 
1  17 
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pris  entre  les  rayons  0\'  et  OB'  sera  égal  au  secteur  compris  entre  les  rayons 
OA  et  OB;  ce  dernier  contient  une  portion  du  premier  et  du  n-h  ['^'""^  sec- 
teur élémentaire  et  la  totalité  des  7i  —  1  secteurs  intermédiaires  ;  son  aire 
s  est  donc  sensiblement  égale  à  U'x. 

Donc  la  chance  pour  que  B  tombe  dans  le  u  +  1''^'"''  secteur  et  que  ABC 
contienne  0  dans  son  intérieur  sera  sensiblement  égale  à  la  probabililé 

\       iioL  n  .  • 

composée  r^ — —  c^ — ; rr-  Faisons  la   somme  de  ces  probabi- 

^  m — \  Imrx      zm[m — 1) 

lités  élémentaires  pour  toutes  les  valeurs  de  »,  de  i   à  m  —  1;  on  aura, 

pour  la  probabilité  totale  que  ABC  conlient  0, 

—-. [1  +  .  . .  +  (m  —  1)J  =  V. 


Sur  l'application  du  principe  de  correspondance  à  la  détermination  du 
nombre  des  points  d'intersection  de  trois  surfaces  ou  d'une  courbe  (jauche 
et  d'une  surface;  par  M.  Fouret. 

(Séance  du  9  juillet  1875) 

Parmi  les  résultats  intéressants  contenus  dans  un  mémoire  présenté  par 
M.  Halphen  à  la  séance  du  25  juin  dernier,  se  trouve  une  démonstration  de 
ce  fait  qu'une  surface  algébrique  et  une  courbe  gauche  également  algébrique 
se  coupent  en  un  nombre  de  points  égal  au  produit  de  leurs  degrés  respectifs. 

La  démonstration  de  ce  théorème  ayant  présenté  jusqu'à  ces  derniers 
temps  une  certaine  difliculté,  il  n'est  peut-être  pas  sans  intérêt  de  faire  re- 
marquer qu'elle  s'établit  géométriquement  d'une  maniéré  fort  simple,  à 
l'aide  du  principe  de  correspondance.  Cette  démonstration  se  trouve  d'ail- 
leurs contenue  tout  entière  implicitement  dans  celle  que  j'ai  donnée  prôcér 
demment  du  théorème  relatif  au  nombre  des  points  d'intersection  de  trois 
surfaces  {Bulletin  de  la  Société.,  t.  1,  p.  i'i'-l). 

Voici  une  nouvelle  démonstration  qui  comprend  comme  cas  particulier 
celle  que  je  viens  de  rappeler. 

Soient  (C„)  une  courbe  gauche  du  7i""=  ordre  et  (S,,)  une  surface  dup"'"  ordre. 
Par  chacun  des  points  de  la  courbe,  faisons  passer  une  droite  dont  la  direc- 
tion varie  suivant  une  loi  choisie  arbitrairement,  et  assujettie  à  la  seule 
condition  d'élrc  exprimable  algébriquement. 

L'ensemble  de  ces  droites  forme  une  surface  réglée  (R,)  d'un  certain 

ordre  q  {*). 

(*)  Les  droites  peuvent  être  détcrniinécs  par  la  condition  de  passer  par  un  point  donné, 
auipicl  cas  la  surl'ace  (il)  est  un  cùnc  ;  cl  l'on  retrouve  alors  le  procédé  de  déuiouslralion 
«lue  j'ai  doinié  précédemment.  La  sml'ace  (K)  pourrait  élrc  aussi,  comme  cas  particulier, 
la  dcviioppable  ayant  (Cn)  itour  arête  de  rebrousscmcnt,  la  surface  lieu  des  normales 
Iirin';ipale.s  de  cette  courbe,  etc. 


I 


ï 
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Considérons  une  droite  I  située  d'une  manière  quelconque  par  rapport 
aux  surfaces  (Sp)  et  (M,;).  Tout  plan  (A)  passant  par  cette  droite  coupe  (C„) 
en  n  points  a.  Chacun  de  ces  n  points  a  est  l'oiiginc  d'une  génératrice  rec- 
liligne  de  (R,)  qui  rencontre  (S^)  en  p  points  b  ;  soit  en  tout  np  points  b. 
Chacun  de  ceux-ci  détermine  un  plan  (B)  passant  par  la  droite  I,  de  sorte 
qu'à  un  plan  (A)  correspondent  np  plans  (B). 

Considérons  maintenant  un  de  ces  plans  (B)  ;  il  coupe  (S,,)  et  (15^)  suivant 
des  courbes  de  degrés  respectivement  égauxà  j)  et  à  q,  et  ayant  par  suite  ;jry 
points  communs  b.  Par  chacun  de  ces  pq  points  h  passe  une  droite  de 
(R5)  qui  rencontre  (C„)  en  un  point  a.  Les 7^7  points  a  ainsi  obtenus  détermi- 
nent autant  de  plans  (A)  passant  par  [. 

A  un  plan  (B)  correspondent  donc  pq  plans  (A),  tandis  qu'à  un  plan  (A) 
correspondent  np  plans  (B).  Donc,  en  vertu  du  principe  de  correspondance, 
il  y  a  nq-\-qp  plans  (A)  qui  coïncident  avec  un  de  leurs  correspondants  (B). 

Or,  lorsque  deux  plans  (A)  et  (B)  correspondants  coïncident,  les  points  a 
et  t  définis  ci-dessus,  et  respectivement  situés  sur  ces  plans,  coïncident  éga- 
lement, à  moins  que  la  droite  de  (R^)  qui  les  contient  ne  soit  située  tout 
entière  dans  le  plan  considéré.  Les  droites  de  (Bq)  qui  satisfont  à  cette  dei-' 
niére  condition  sont  celles  qui  rencontrent  la  droite  I;  elles  sont  par  suite 
au  nombre  de  7.  Chacune  d'elles,  rencontrant  (Sp)  en  p  points,  donne  lieu  à 
un  plan  (A)  et  à  y;  plans  (B)  correspondant  à  (A)  et  se  confondant  avec  lui. 
Parmi  les  np-\-pq  plan  résultant  de  la  coïncidence  de  deux  plans  (A)  et  (B) 
correspondants,  il  y  en  a  donc  pq  qui  ne  passent  pas  par  des  points  d'in- 
tersection de  (S;,)  et  de  (C,;).  Ces  points  d'intersection  déterminent  par  suite 
np  plans,  c'est-à-dire  qu'ils  sont  au  nombre  de  np  :  ce  qui  démontre  le 
théorème  énoncé  au  début  de  cette  note. 

Remarque.  —  Considérons  trois  surfaces  dont  les  degrés  soient  respecli- 
vement  p,  p',  p".  Les  deux  dernières  se  coupent  suivant  une  courbe  d'un 
ordre  égal  à  p'p",  d'après  une  conséquence  immédiate  du  théorème  de 
Bezout  sur  l'intersection  de  deux  courbes  planes.  D'autre  port,  en  vertu  du 
théorème  que  nous  venons  de  démontrer  dans  cette  note,  cette  couibe 
d'ordre  p'p"  coupe  la  surface  d'ordre  p  en pp'p"  points. 

Ainsi  se  trouve  établi  le  théorème  relatif  au  nombre  des  points  d'inteisec- 
tion  de  trois  surfaces  algébriques. 
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Sur  les  courbes  gauches  algébriques  ;  surface  engendrée  par  les  sécantes 
triples;  nombre  des  sécantes  quadruples  ;  par  M.  Picquet. 

(Séance  du  23  juillet  1873) 

I.  On  connaît  la  définition  de  la  courbe  gauche  de  degré  m  :  c'est  une 
courbe  coupée  par  un  plan  quelconque  en  m  points.  Celte  définition  géo- 
niélrique,  impliquant  la  connaissance  du  degré,  puise  son  origine  dans  l'al- 
gèbre, et  ne  saurait  conséquemment  s'appliquer  qu'aux  courbes  algébri- 
ques, c'est-à-dire  aux  courbes  qui  sont  le  résultat  de  l'interseclion  de  deux 
surfaces  algébriques.  11  suit  de  là  que  l'on  ne  peut  pas  généralement  consi- 
dérer l'ensemble  de  deux  courbes  gauches  de  degré  p  et  q,  comme  une 
courbe  gauche  de  degré  p  +  q;  car  si  une  courbe  de  degré  p-\-q  située  sur 
une  surface  algébrique  se  décompose  en  deux  autres  dont  les  degrés 
respectifs  sont  /;  et  7,  ces  deux  dernières  courbes  auront  généralement  un 
certain  nombre  de  points  communs,  ce  qui  n'aurait  pas  lieu  si  l'on  prenait 
au  hasard  les  deux  courbes  pour  constituer  la  courbe  de  degré  p-\-q.  Ainsi 
c'est  à  tort  que  l'on  voudrait  considérer  deux  droites  de  l'espace  comme  for- 
mant une  courbe  gauche  du  second  degré  :  elle  satisfait  pourtant  à  la  défi- 
nition, mais  l'on  voit  qu'une  des  premières  conséquences  de  cette  définition 
est  une  restriction  de  celte  définition  même  (*). 

11.  La  théorie  générale  des  courbes  gauches  repose  essentiellement  sur 
les  formides  de  Cayley,  déduites  des  formules  analogues  de  Plùcker,  rela- 
tives aux  courbes  planes  ;  nous  allons  les  rappeler.  Soient 

m  le  degré  de  la  courbe  gauche, 

n  la  classe  de  la  surface  développablc  dont  ses  tangentes  sont  les  géné- 
ratrices, 

r  le  degré  de  cette  surface, 

a  le  nombre  de  plans  stationnaires, 

p  le  nombre  des  points  stationnaires, 

X  le  nombre  di  s  points  par  où  passent  deux  génératrices  non  consécutives 
de  la  développable,  points  situés  dans  un  plan  donné, 

y  le  nombre  des  plans  passnnt  par  deux  génératrices  non  consécutives 
de  la  développable,  plans  passant  j)ar  un  point  donné, 

h  le  nombre  des  sécantes  doubles  de  la  courbe  que  l'on  peut  mener  par 
un  point  donné, 

(';  Pour  préciser  ilavaiitapo,  deux  courbes  qui  n'oni  aucun  point  commun  ne  peuvent 
être  considérées  comin(!  l'orinant  une  seule  coni-lx',  que  lorsciu'une  troisième  coiu-ho  in- 
tervient, que  chacune  d'elles  rencontre  en  un  ou  iihisit-urs  points.  Ainsi  la  courhe  d'inlcr- 
icclion  d'une  surl'ace  du  second  dej^ré  avec  une  surface  du  troisième  peut  se  décomposer 
en  une  courljij  du  (piatrième  degré  et  deux  droites  (pii  no  se  rencontrent  pas,  mais  (pii 
rencontrent  chacune  la  première  courbe  en  trois  points. 
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g  le  nombre  des  droites  par  où  l'on  peut  mener  deux  plans  tangents  à  la 
développable,  droites  situées  dans  un  plan  donné  ; 
on  a  entre  ces  neuf  quantités  les  douze  relations  suivantes,  dont  six  seu- 
lement sont  indépendantes  et  peuvent  servir,  lorsqu'on  en  connaît  trois,  à 
déterminer  les  six  autri  s  : 

nz=r  [r  —  \)  —  2a;  —  3»i,  r  =  m  (»i  —  1  )  —  2/i  —  5p, 

a  =  or  {r  —  2)  —  Gx  —  8)/i,  n  =  oin  [m  —  2)  —  G/t  —  81^, 

r  =  n  [n  —  1)  —  2(/  —  3a,  m  ^r  [r  —  1)  —  2i/  —  5n, 

m  =  5?i  (n  —  2)  —  6(/  —  8a,  p  =  5r  [r  —  2)  —  6?/  —  8?!, 

m  —  a  =  5(r — n),  n  —  p  =  3(r  —  m), 

2  (.1-  —  g)  —  [r  -  7i)  [r  +  ?(  —  9),  2  (j/  -  h)  =  (r  —  m)  (r  +  m  —  9). 

Et  si  la  courbe  considérée  est  l'intersection  de  deux  surfaces  de  degrés 
p.,  V,  comme  l'on  a  indépendamment 

m=u.v,      3  =  0,      r=:av  (y.  +  V  —  2),      2/j  =  av(a  — 'l)(v—  1), 

on  a  plus  d'éléments  qu'il  n'en  faut  pour  déterminer  les  cinq  autres  carac- 
téristiques en  fonction  de  y.  et  de  v  (*). 

111.  Des  neuf  caractéristiques  d'une  courbe  gauche,  une  des  plus  im- 
portantes est  la  quantité  h  qui  exprime  le  nombre  de  sécantes  doubles  que 
l'on  peut  mener  à  la  courbe  par  un  point  donné  :  elle  va  nous  servir  à  trou- 
ver une  relation  dans  laquelle  entre  le  nombre  k  des  points  communs  à  deux 
courbes  gauches  algébriques,  résultat  de  la  décomposition  d'une  courbe 
simple.  Soient,  en  effet,  hp  et  h^  les  caractéristiques  relatives  aux  deux 
courbes  dont  les  degrés  respectifs  sont  p  etq ;  si  m=p-\-q  est  le  degré  de 
la  courbe  primitive,  et  si  /i,,^  est  le  nombre  de  ses  sécantes  doubles  issues 
d'un  point  donné,  il  est  clair  qu'il  se  composera  :  1'^  des  sécantes  doubles 
issues  du  point  à  chacune  des  deux  courbes  suivant  lesquelles  elle  se  dé- 
compose, c'est-à-dire  A^ -+-/(,;  2°  des  droites  issues  du  point  et  rencontrant 
une  fois  chaque  courbe,  droites  égales  en  nombre  aux  génératrices  suivant 
lesquelles  se  coupent  les  deux  cônes  ayant  pour  sommet  le  point  donné,  et 
les  deux  courbes  pour  bases  respectives;  c'est-à-dire  à  pq,  si  ces  courbes 
n'ont  aucun  point  commun.  Mais  si  elles  ont  un  point  commun,  la  droite  joi- 
gnant le  sommet  commun  à  ce  point  est  comptée  dans  les;;*/  génératrices, 
et  doit  en  être  retranchée  si  l'on  ne  veut  que  le  nombre  des  droites  qui  ré- 
pondent proprement  à  la  question,  lequel  devient  pq  —  1;  si  elles  ont  k 
points  communs,  il  deviendra  pq  —  k.  On  aura  donc 

//„(  =  hp  +  hg-\-  pq  —  k, 

d'où  l'on  tire 

(1)  k=pq-\-hp  +  h^  —  h,,^. 

i")  Sai.mov,  Géomctiie  à  trois  (liniru.<iio)is,  p.  2ri0. 


-  262  — 

Ainsi,  toutes  les  fois  que  l'on  connaîtra  les  caractéristiques  des  deux 
courbes  élémentaires,  on  pourra,  au  moyen  de  celte  formule,  déterminer 
le  nombre  de  leurs  points  d'intersection.  Elle  introduit  un  élément  de  plus, 
le  nombre  k,  et  une  relation  de  plus. 

IV.  On  peut  en  déduire  quelques  relations  simples  entre  les  caractéris- 
tiques des  courbes  élémentaires  et  celles  de  la  courbe  primitive.  On  a,  par 
exemple,  en  supposant  toujours  |3--0, 

r,^p{p-i)-2hp,     r,  =  fy(q-l)-2/<„. 

et 

2k  =  Ipq  +  2/ip  +  2/1,,  —  2/j,„. 

Ajoutant  membre  à  membre,  il  vient 

(2)     rp  +  rq  +  2/t  =  [p  +  q,^  —  {p  +  q)  —  2  /),„ 

=  (i>  +  9)  (P  +  <?  -  1  )-  2/'m  =  »»  ("î  -  1  )      2/i,„  =:  r. 

Le  degré  de  la  développable  correspondant  à  la  courbe  primitive  est  égal  à 
la  somme  des  degrés  des  dcveloppables  correspondant  auv  courbes  élémen- 
taires, plus  deux  fois  le  nombre  des  points  d'intersection. 

On  aurait  de  même  : 

(5)  n  =  jip  +  7iq  4-  6  A;, 

(4)  a.  =  o.p-}-a.q  +  Uk, 

(5)  X  =  xp  +  xq  +  2/v  ()>  +  vq  +  /.•  —  2)  +  rp  j-^, 

(6)  y  =  yp-^  y<j  +  2/^  (/>  +  r.,  ^k-^  +  vp  r„ 

(7)  g  z=  gp  +  (jq  +  1k  [onp  +  Tuiq  -t-  OA"  —  11  )  +  np  w,. 

Mais  toutes  ces  équations  sont  des  conséquences  de  la  première  ;  intéres- 
santes au  point  de  vue  géométrique,  elles  ne  fournissent  aucune  relation 
distincte. 

V.  /3  étant  nul  en  général  pour  les  courbes  algébriques,  il  en  résulte 
qu'une  courbe  de  degré  m  est  déterminée,  si  l'on  connaît  un  autre  de  ses 
éléments,  la  quantité  h  par  exemple.  Nous  allons,  au  moyen  de  la  for- 
mule (1),  étudier  quelques  surfaces  particulières,  relatives  aune  courbe 
gauche,  et  en  déterminer  les  éléments  au  moyen  de  m  et  de  h  ;  ainsi,  lors- 
que la  courbe  sera  connue,  la  surface  le  sera  également. 

VI.  Et  d'abord,  il  est  facile  de  vérifier  celte  formule  en  l'appliquant  à 
des  cas  connus.  On  verra,  par  exemple  : 

1"  Qu'une  courbe  gauche  du  second  degré  (conique)  ne  peut  se  décompo- 
ser en  deux  droites,  que  si  ces  deux  droites  ont  un  point  commun  ; 

2"  Qu'une  cubique  gauche  ne  peut  se  décomposer  en  une  conique  et  en 
une  droite,  que  si  ces  deux  courbes  ont  un  point  commun.  Si  l'on  suppose 
qu'ensuite  la  conique  se  décompose  en  deux  droites,  on  voit  que,  pour 
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que  l'ensemble  de  trois  droites  forme  une  cubique  gauche  proprement 
dite,  il  faut  que  l'une  d'elles  s'appuie  sur  les  deux  autres  ; 

S"  Qu'une  biquadratique  (courbe  gauche  du  quatrième  degré)  de  pre- 
mière espèce  (intersection  de  deux  surfaces  du  second  degré)  ne  peut  se 
réduire  à  une  cubique  gauche  et  à  une  droite  qu'autant  que  cette  droite  est 
une  sécante  double  de  la  cubique  gauche,  ce  qui  arrive  lorsque  les  deux 
surfaces  ont  une  génératrice  commune.  Si  la  biquadratique  est  de  seconde 
espèce  (intersection  d'une  surface  du  second  degré  et  d'une  surface  du 
troisième  degré  ayant  en  commun  deux  droites  qui  ne  se  rencontrent  pas), 
il  faudra  que  la  droite  et  la  cubique  aient  un  point  commun.  D'où  il  suit 
qu'une  cubique  gauche  située  sur  une  surface  du  second  degré  forme  une 
biquadratique  de  première  espèce  avec  toutes  les  génératrices  d'un  sys- 
tème, et  de  seconde  espèce  avec  toutes  les  génératrices  de  l'autre  ; 

4°  Qu'une  courbe  gauche  du  sixième  degré,  intersection  d'une  surface  du 
second  degré  et  d'une  surface  du  troisième  degré,  ne  peut  se  décomposer 
en  deux  cubiques  gauches  que  si  ces  deux  courbes  ont  cinq  points  com- 
muns; etc. 

Généralement,  considérons  trois  surfaces  de  degrés  u,  v,  p,  se  coupant  en 
li-jp  points.  Les  deux  premières,  dont  l'ensemble  fait  une  surface  de  degré 
f/.  +  V  coupent  la  troisième  suivant  des  courbes  de  degrés  respectifs  y-p  et  vo, 
dont  l'ensemble  fait  une  courbe  de  degré  (|:zH-v)p.  Donc,  si  une  courbe  de 
degré  (y.  +  v)o  se  décompose  en  deux  courbes  de  degrés  y.p  et  vo,  ces  deux 
courbes  devront  avoir  pp  points  communs.  Remplaçons  donc,  dans  la  rela- 
tion (i),  p  par  'j.p,  q  par  vo  et  m  par  (a  +  v)p,  il  viendra 

i 

D'ailleurs  h^.^  =  -^  p.p  (f>i —  1)  (p — 1);  le  premier  membre  devient  donc 

PV-+^, ".?(-- i)(?-1)  +  ^vp(v-1)(?-l)-l(a  +  v)?(.+  v-l)(o-t), 


,    ou 


rf  +  ô  ?(?  —  ■')  [;"•(."■  —  1)  +  v(v  —  1)  —  (a  +  v)(a  +  «.  —  1)    , 

ou 

uMû-  —  -  p(p  —  'l)2;j.v  rr:  u.vp  I  p — (p — l)|=avp.  C.   Q.    F.    n. 

Vil.  On  peut  encore  appliquer  la  relation  (1)  à  la  recherche  du  degré 
5  de  la  surface  engendrée  par  le  mouvement  d'une  droite  s'appuyant  sur 
une  courbe  donnée  de  degré  m^,  et  assujettie  à  être  sécante  double  d'une 


autre  courbe  gauche  de  degré  m. 


Le  nombre  cherché  étant  égal  au  nombre  des  droites  qui  rencontrent  deux 
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fois  la  courbe  de  degré  m,  nne  fois  la  courbe  de  degré  m^  et  une  fois  une 
droite  doiuH't>,  est  égal  à  77^1  fois  le  degré  de  la  surface  que  l'on  obtiendrait 
en  remplaçant  la  courbe  degré  nii  par  une  droite.  On  peut  ainsi  simplifier 
le  problème,  et,  dans  ce  cas,  il  est  évident  qu'un  plan  passant  par  la  droite 
coupera  la  surface,  outre  la  droite  avec  un  degré  de  multiplicité  /(,„,  sui- 

\ 
vaut  les  -r7n  {m  —  i)  droites  joignant  deux  à  deux  ses  m  points  d'intersec- 

] 

lion  avec  la  courbe;  le  degré  cherché  sera  donc  5  = //,„  +  -^?7i  (?u  —  d)  (*). 

■  Mais  on  peut  y  arriver  autrement;  soit  en  effet  f{m)  le  nombre  cherché. 
Si  l'on  suppose  que  la  courbe  de  degré  m  se  réduise  à  deux  courbes  de  de- 
grés;; et  (],  la  surface  cherchée  se  composera  de  trois  surfaces,  l'une  de 
degré  f{p)  engendrée  par  le  mouvement  de  la  génératrice  sur  la  courbe  de 
degré  p,  une  seconde  de  degré  f{fj)  pour  la  courbe  de  degré  f{q),  et  enfin 
une  troisième  engendrée  par  le  mouvement  d  une  droite  rencontrant  la 
droite  donnée,  et  une  fois  chacune  des  deux  courbes,  surface  dont  le  degré 
est  généralement  ^pq  (**)  si  les  deux  courbes  ne  se  coupent  pas.  Mais  si  elles 
se  coupent  en  /■;  points,  ce  degré  doit  être  diminué  de  k  fois  le  degré  de  la 
troisième  directrice  qui  est  1  (***). 
On  aura  donc 

f[m)=f{p)+f{q)  +  ^pq-li, 

et,  en  remplaçant  k  par  sa  valeur, 

f(m)=f{p)  -\-f{q)  +  "ipq  -  (pq  +  //,  +  //,;  -  /<„,), 
OU 

f  ("0  =  /'  (p)  +/■('/)+  PQ  ^-  l'm  —  f>P  -  f'r 

i 

En  remplaçant /'(îïi))  A/')  ft  /(v)  P''»ï'  leurs  valeurs  //,„  + -^  m  (??i  — 1), 

1  i 

^h  ~^oPiP  — "l)'  c'-  ^^q  ~^  â^ji^l — 1)'  ^'^  verrait  aisément  que  l'équotion 

est  vérifiée,  si  l'on  a  m=p-{-q.  Mais  on  peut  [Jiocéder  autrement,  et  s'en 
servir  pour  trouver /"(m).  Pour  cela,  supposons  pz=m  —  1  el</  =  l,  c'est-à- 
dire  décomposons  la  courbe  de  degré  m  en  une  courbe  de  degré  m —  1  et 
une  droite,  l'équation  devient  alors 

f{m)z=f{m—\)-\-m      1  -+-//,„ —  /i,„_i, 

car 

^(1.)  =  0  et  h^  =  0  ; 

(*)  Salmoji,  Géométrie  à  trois  dimensions,  p.  ^52. 
('•)  Ibid.,  p.  350. 
(*■•)  Ibid.,  p.  352. 
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de  même 

f{m  -  1)  =  /•  (m  _  2)  +  m  -  2  +  K,  _  i  -  //„,  _  .. 

el  ainsi  de  suite  jusqu'à 

/•  (5)=/- Ci)  4-2  + //,-//.„ 
/■(2)  =  /-(1)  +  l +//,-/,.. 

Ajoutant  toutes  ces  équations  membre  à  membre,  il  reste 

1 
/•(??()  =  /(,„  +  („i  _  1  )  4-  [m  —  2)  +  .  .  .  +  2  +  1  =  //,„  +  -  m  (m  —  1  ) .     c.  q.  f.  d. 

VIII.  Il  est  clair  toutefo's  que  la  formule  (I)  ne  peut  s'appliquer  qu'à 
une  condition  expresse,  c'est  que  l'on  ne  demande  pas  une  décomposition 
impossible.  Supposons  par  exemple  que  l'on  \euille  décomposer  la  courbe 
gauche  du  neuvième  ordre,  inlei  section  de  deux  surfaces  du  troisièmedegré, 
eu  une  cubique  gauche  et  une  courbe  du  sixième  degré,  intersection  d'une 
surface  du  second  degré  et  d'une  surface  du  troisième.  Celte  décomposition 
n'est  pas  possible,  car  si  l'une  des  surfaces  du  troisième  degré  se  décom- 
pose pour  donner  avec  l'autre  la  courbe  du  sixième  degré  au  moyen  d'une 
surface  du  second  degré,  le  reste  de  la  surface  sera  un  plan  qui  donnera 
pour  le  reste  de  la  courbe  une  cubique  plane,  coupant  en  six  points  la 
courbe  du  sixième  degré.  Si  alors  on  voulait  appliquer  la  formule,  on 
aurait 

Or 

//„=rla-,(;..-1)(v-  l)  =  i.9.2.2=:18,      //(,  =  |  •  G .  2  . 1  =  6,      //5  =  1; 

donc 

k=  18+  1  +  0  —  18  =  7. 

La  cubique  gauche  couperait  donc  la  courbe  du  sixième  degré  et  par 
.suite  la  surface  du  second  degré  en  sept  points,  ce  qui  est  impossible, 
puisqu'elle  n'est  pas  sur  cette  surface  dont  la  côurbe  du  sixième  degré  est 
l'intersection  complète  avec  la  surface  du  troisième  degré. 

Mais  si  l'on  admet  que  la  cubique  doit  être  plane,  on  aura  alors  //.,  =  0  et 
A:  =  G,  comme  nous  l'avions  prévu. 

IX.  Nous  avons  vu  que  le  degré  de  la  surface  engendrée  par  le  mou- 
vement d'une  droite  qui  rencontre  une  fois  une  courbe  de  degré  m^^  el  deux 
fois  une  courbe  de  degré  m  est 

f  (m,  »ii)  =  m,    /(,„  +  2  m  (m  —  1)1. 
Par  chaque  point  de  la  première  courbe,  on  peut  mener  /?„,  gé:iératrires 
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do  la  snrrace  ;  donc  cette  courbe  en  est  une  courbe  multiple  d'ordre  /i,„. 
Par  chaque  point  de  la  seconde  on  peut  mener  ?>?i(m  —  1)  génératrices  de 
la  surface,  qui  sont  les  génératrices  communes  des  deux  cônes  ayant  le 
point  pour  sommet  et  chaque  courbe  pour  base  ;  celte  courbe  est  donc 
aussi  une  courbe  multiple  de  la  surface,  d'ordre  ??ii(în —  1). 

Tout  ce  qui  précède  est  vrai  si  les  deux  courbes  n'ont  aucun  point 
commun;  si  elles  ont  un  point  commun,  le  cône  quia  ce  point  pour 
sommet  et  qui  a  pour  base  la  courbe  de  degré  m  fait  tout  entier  partie 
de  la  surface.  La  surface  proprement  dite  sera  donc  l'autre  partie,  de  degré 

-^m{m  —  \)    — (m — 1)  ;  et,  s'il  y  a  k   points  d'intersection, 

f  (m,  îuj  se  réduit  à 


(8)  ,„^j^/,,„  +  ^„l(„.--1)j_/,(,H_l), 


cl  il  y  a  en  oulre  /.•  cônes  de  degré  m  —  1,  dont  il  n'y  a  pas  lieu  de  tenir 
compte. 

Dans  ce  cas,  chacun  des  cônes  passe  une  fois  par  la  courbe  de  degré  ?»; 
le  degré  de  multiplicité  de  l'autre  restant  égal  à  /(,„,  celui  de  la  dernière 
doit  donc  être  diminué  de  k,  et  il  devient  niiim  —  1)  —  k. 

Nous  allons  appliquer  ce  qui  précède  à  la  déterminalion  du  nombre  des 
droites  situées  sur  une  surface  du  troisième  degré  non  réglée.  Considérons 
la  courbe  du  neuvième  degré  décomposée  ainsi  qu'il  a  été  dit  plus  haut  en 
une  cubique  plane  et  une  courbe  du  sixième  degré,  intersection  de  deux 
surfaces  du  second  et  du  troisième  degré,  et  cherchons  le  degré  de  la  surface 
engendrée  par  le  mouvement  d'une  droite  s'appuyantune  fois  surla  cubique 
plane  et  deux  fois  sur  l'autre  courbe.  On  aura  alors 


f(6,o)  =  o(li,-\-^.G.b]  -6.5, 


car  nous  avons  vu  que  les  deux  courbes  ont  six  points  d'intersection.  Et 
comme  /jc=  0,  le  degré  cherché  est  53.  Ainsi,  la  surface  proprement  dite 
est  du  trente-troisième  degré  ;  et  elle  coupera  la  surface  du  troisième 
degré  suivant  une  courbe  du  quatre-vingt-dix-neuvième  degré.  D'ailleurs 
toutes  les  génératrices  de  la  surface  ayant  trois  de  leurs  points  sur  les  deux 
courbes  directrices  ne  peuvent  couper  en  un  quatrième  point  la  surface  du 
troisième  degré,  à  moins  d'être  tout  entières  sur  cette.surface.  Donc  les 
deux  surfaces  ne  peuvent  avoir  de  points  communs  en  dehors  des  deux 
courbes  directrices  et  des  droites  situées  sur  la  surface  du  troisième  degré. 
Or,  la  surface  réglée  renferme  la  cubique /«„,  =  6  fois,  elle  renferme  l'autre 
courbe  vijm  —  \)  —  A- =  5.  5 — 0  =  9  fois;  si  donc  on  appelle  r  le 
nombre  des  droites  situées  surla  surface  du  troisième  degré,  on  a 

,^.0  _f.0.9-f  .T  =  n9,     18+54  H- a;  =  99, 


—  20  7  — 

d'où 

,T  =  27, 

Si,  dans  /  (mp  m),  on  fait 

»(,  =  ],    m  =  4,  A„,  =  2,  A- =2, 
ou 

?rti  zzz  1 ,  m  =  5,  /(„j  =:  1 ,  k  =  \, 

on  trouve,  comme  on  doit  s'y  attendre,  une  surface  du  second  degré. 

X.  On  peut  appliquer  la  même  méthode  à  la  recherche  du  degré  de  la 
surface  engendrée  par  les  sécantes  triples  d'une  courbe  algébrique.  Si  l'on 
suppose  en  effet  que  la  courbe  se  décompose  en  deux  autres  de  degrés  p  et  q 
[p-{-q  =  m),  la  surface  cherchée  se  composera  des  deux  surfaces  analogues 
pour  les  courbes  suivant  lesquelles  elle  se  décompose,  en  outre  des  surfaces 
engendrées  par  le  mouvement  de  la  génératrice  s'appuyant  une  fois  sur 
l'une  des  courbes  et  deux  fois  sur  l'autre,  surfaces  dont  les  degrés  >respec- 
tifs  seront,  d'après  ce  qui  précède, 

p\i'.,+lqiq-'^)]--kiq-'^)    et   fyj^/,^  +  ip(p  _  i)j-^(p_i), 

k  étant  le  nombre  des  points  d'intersection  des  deux  courbes.  Si  donc  on 
appelle  (f{in)  l'expression  cherchée,  on  aura 

f{m)  =  o(p)  +  ^iq)  +p  ^iq  +^î(7-  1)]  +  (J  [/»p  +  |/>(p-  1)]  -  h{p+  r7-2), 
et,  en  remplaçant  k  par  sa  valeur, 

?  (m)  =  ^{p)-\-o  {q)  +  p  ^,^  +  -  g  (q  _  l)'J  +  ç  ^,p  +  I  ;,  {p  _  1  )! 

—  {pq  +  hp  +  /(,;  —  li,n)  {p+q  —  2). 

Telle  est  l'expression  ôef{m);  pour  la  déterminer  explicitement,  nous 
supposerons  comme  plus  haut  p  =  m  —  \,  q  =  \,  de  telle  sorte  que  l'une 
des  courbes  sera  une  droite,  et  nous  aurons 

o  (m)  =  9 (m  —  1  )  +  /(,„  - 1  +  g  {m  —  \  )  {m  —  2)  —  (/n  —  t  +/;,«_  i  —  /;„,)  [m  —  2) , 

puisque  œ(l)  =  0  et  Jii  =  0,  ou 

cp(/?i)  =  cp  [m  —  t  )  -H  (m  —  2)  //,„  —  {m  —  ô)  lim  -  i  —  ^  ('«  —  1  )('"  —  2)  ; 

de  même 

1 

o(m  —  1  )  =  «p(m  —  2)  +  {m  —  5)  /(,„  _  i  —  {m  —  4)  h,,,  -  î  —  o  ('"  —  2)  (m  —  3), 
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of  ainsi  do  siiito  jusqu'à 

o  (4)  =  V  (5)  +  2/,,  -  //,  -  -^ ( i  ■  -  1  )  (4  -  2). 

»  (."))  est  évidemment  nul,  puisque  toute  cubique  gauche  peut  ctrc  mise  sur 
une  surface  du  second  degré  et  n'admet  pas  conséquemuient  de  sécantes 
triples  en  dehors  dos  génératrices  de  la  surface,  qui  la  coupent  les  unes  en 
un  point,  les  autres  en  deux;  il  vient  donc,  on  ajoutant  toutes  ces  équations, 

9  (m)  =  [m  -  2)  /,,„  -  /,,  -  l  V'"  (m  -  ]){m  -  2). 

I  m 

I.a  qunnlité  //- 4-  ,-,  2^    ('"  —  ')("* — 2)  ost  facile  à  calculer  et  est  égaie  à 


1 

-T  VI  {m —  \){m  —  2);  on  a  donc 


fl)  cp(,„)^(,„_'2)["/,„^_i,„(,„_.l)j. 


On  a  ainsi  le  degré  cherché  en  fonction  de  m  et  de  /(,„.  La  surface  ad- 
mcllra  la  courbe  direcirice  comme  coui'be  multiple  d'ordre/?,,,  —  ?»  +  2, 
puisque,  par  chaque  point  de  la  courbe,  on  peut  mener  A,,,  —  m  -1-2  droites 
qui  la  rencontrent  encore  deux  fois  (*). 

M.  0:1  peut  appliquer  cette  formule  aux  courbes  les  plus  usuelles. 
Nous  venons  de  voir  que,  pour  »t  =  o,  'f{m)  est  nul;  pour  »i=:4,  on  a 
doux  valeurs  de  h,  11=2  ou  h  =  o.  La  première  valeur  donne  la  courbe 
d'intersection  de  deux  surfaces  du  second  degré,  pour  laquelle  on  doit 
trouver,  pour  la  même  raison  que  ci  dessus,  (j>{m)  =  0.  Pour  m  =  i,  h  =  ô, 
on  a  la  courbe  d'intersection  partielle  de  deux  surfaces  du  second  et  du 
troisième  degré,  courbe  qui  est  toujours  sur  une  surface  du  second  degré 
et  sur  une  seule,  et  qui  est  rencontrée  trois  fois  par  les  génératrices  do  l'un  , 
des  deux  systèmes;  on  doit  donc  trouver  i}>{m)  =  2.  Il  n'y  a  pas  d'autre 
courbe  simple  du  quatrième  degré,  car  le  maximum  de  li  en  fonction  do  m 

\ 

est  évidemment  ^{î?i  —  i)(m  —  2),  nombre  maximum  des  points  doubles 

d'une  courbe  plane  de  degré  m,  ce  qui  donne  o  pour  ?n=  4. 

Ou  sait  qu'il  y  a  trois  espèces  de  courbes  du  cinquième  degré  pour  les- 
quelles h  peut  être  égal  à  4,  à  5  ou  à  G  (**).  On  aura,  suivant  ces  cas, 

ç(5)  =  2,    (p(5)  =  5,    ou    (?(5)  =  8. 
La  première  est  l'intersection  partielle  de  deux  surfaces  du  second  et  du 

[')  SAi.MfiN,  Cambridge  nnd  Dublin  )HfUbr>iiftlirnl  .hurnnl,  f.  V,  p.  2'», 
{••)  Ibid.,  p.  40. 
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Iroisièiiie  degré  qui  ont  une  droite   commune  ;   les    génératrices    d'un 
syslème  de  la  première  surface  la  coupent  donc  en  trois  points  et  les  géné- 
ratrices de  l'autre  en  doux  points  :  on  doit  donc  trouver  f{m)  =  2. 
Pour  les  conrbes  ganches  du  sixième  degré,  le  minimum  de  h,  qui  est  en 

général  le  plus  grand  entier  contenu  dans  I  — -^ —  1  ,  est  6 ('j. Il  correspond 

à  la  courbe  d'intersection  complète  de  deux  surfaces  du  second  et  du  troi- 
sième degré  (llj.  Une  pareille  courbe  est  évidemment  rencontrée  en  trois 
points  par  les  génératrices  de  chacun  des  deux  systèmes  ;  la  surface  des  sé- 
cantes triples  sera  donc  deux  fois  la  surface  du  second  degré,  et  l'on  aura 

Plus  généralement,  si  l'on  considère  une  courbe  de  degré  pair  )lq,  inter- 
section d'une  surface  du  second  degré  et  d'une  surface  de  de^ré  q,  chaque 
système  de  génératrices  de  la  première  surface  rencontrant  la  courbe  en 

q  points,  une  génératrice  peut  être   considérée  de  '  \. façons 

comme  une  sécante  triple;  la  surface  cherchée  sera  donc  la  surfuce  du 

second  degré  prise    ' '  l •  lois  pour  chaque    système  de    gene- 

ratrices,  soit  2 -^-^ — .   i  i —  fois.   De    soi'te  que   o(7?i)"doit  être  égal 

1  .  J  .  0  1  .    \  '  D 


i.2.5  5  2   \2  I   \2       'J  12 

C'est  ce  qu'il  est  facile  de  vérifier  en  remplaçant,  dans  l'expression  gé- 

nerale  de  o.m),  h  par  sa  valeur,  qui  est ; '  en  vertu  de  la  lormulc 

h=.-y.-Au.  —  i)(v  —  i).  Il   serait  aisé  d'établir  ainsi  a  pr/ori  la  valeur  de 

(j){m)  pour  toutes  les  courbes  situées  sur  une  surface  du  second  degré. 

La  courbe  du  sixième  degré  pour  laquelle  h  est  égal  à  7  s'obtient  en  dé- 
composant on  une  cubique  gauche  et  une  courbe  du  sixième  degré  la 
courbe  du  neuvième  degré  intersection  de  deux  surfaces  cubiques.  Cette 
conrbe  inléressante  se  présente  dune  façon  trés-rem.arquable  dans  rétude 

('  M.  Ihilplicn  a  énoncé  cet  important  théorème  [Comptes  rendus  de  l'Académie  des 
sciences,  1.  LXX,  p.  581).  Sans  y  ajouter  rien  de  nouveau,  on  peut  le  préc'ser  en  remar- 
quant que,  si  m  est  pair,  le  plus  grand  entier  contenu  dans  (  — ^ j     est  (  jr — j     — - 

=  — ^ — -, — —   :  la  courbe  est  alors  l'interseclion  dune  surface  du  second  degré  avec  une 


surface  de  degré  -.  Si  m  est  impair,  lu  minimum  de  /(  est  précisément  [ — - — )  .  et 
la  courbe  est  l'intersection  partielle  d'une  surface  du  second  depré  avec  une  surlace  de 
degré  — ^ — ,  intersection  dont  le  complément  est  une  ligne  droite. 
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du  réseau  de  surfaces  du  second  degré,  comme  étant  le  lieu  des  sommets 
des  cônes  du  réseau,  ou  encore  le  lieu  des  points  dont  les  plans  polaires 
par  rapport  à  toutes  les  surfaces  du  réseau  passent  par  une  même  droite, 
lesquelles  droites  sont  précisément  les  sécantes  triples  de  la  courbe.  Ci  tte 
étude  fait  voir  que  la  surface  des  sécantes  triples  est  du  huitième  degré  et 
admet  la  courbe  pour  courbe  triple,  c'est  ce  qui  résulte  encore  de  notre 
théorie  générale. 

XII.  Si  l'on  considère  la  courbe  du  neuvième  degré,  intersection  de  deux 
surfaces  du  troisième  degré,  Tapplication  de  la  formule  précédente  va  encore 
nous  permettre  de  déterminer  le  nombre  des  droites  situées  sur  l'une  des 
deux  surfaces.  On  a,  en  effet,  pour  cette  courbe, 

//g  =  18  (Vill),     9(9)  =  7(18-^.  9.8^  =  42. 

La  surface  engendrée  par  ses  sécantes  triples  est  du  quarante-deuxième 
degré,  et  admet  la  courbe  directrice  comme  courbe  multiple  d'ordre 
Ag  —  9  H- 2  1=11.  Une  génératrice  de  la  surface  ayant  trois  points  sur  la 
courbe,  et  par  suite  sur  une  quelconque  des  deux  surfaces  du  troisième 
degré,  ne  saurait  d'ailleurs  en  avoir  une  quatrième  sur  cette  surface  sans 
être  située  tout  entière  sur  elle  ;  donc,  si  l'on  considère  la  courbe  d'in- 
.tersection  d'une  des  surfaces  du  troisième  degré  avec  celle  du  quarante- 
deuxième  degré,  elle  ne  peut  se  composer  que  de  la  courbe  directrice  du 
neuvième  degré  et  dos  droites  situées  sur  la  surface  du  troisième  degré.  Si 
donc  X  est  le  nombre  de  ces  droites,  comme  l'intersection  complète  doit 
être  de  degré  5  .  42  =  126,  on  aura 

11.9 +  .r  =  126, 

d'où 

t;=:27. 

IMus  généralement,  soit  une  courbe  de  degré  oin,  intersection  d'une  sur- 
face du  troisième  degré  avec  une  surface  de  degré  m,  et  pour  laquelle 

\ 

h-M=^ ~.  om{m  —  l)(o  —  1)  =  'ôm{m-^  1); 


on  aura 


9(5?H)  =  (5m  —  2)    5»î(m  —  1)  —  -  om{Zm  —  1)  y 


et  on  réduisant 

m 


9(3m)  =  -  (3m  —  2)(5»i  —  5). 
Si  l'on  considère  la  courbe  d'intersection  de  cette  surface  avec  la  surface  du. 
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troisième  degré,  courbe  de  degré  égal  à  3î>(3m) ,  elle  se  composera  de  la 
courbe  précédente  prise  avec  un  degré  de  multiplicité  égal  à 

/'3m  —  ôm  +  2  =  ôin{m  —  i)  —  ôm  +  2  =:  Zm-  —  (jm  +  2, 

et  des  X  droites  situées  sur  la  surface  du  troisième  degré  prises  chacune 
avec  un  degré  de  multiplicité  facile  à  trouver,  car  chacune  d'elles  coupe  la 
surface  de  degré  m,  et  par  suite  la  courbe  en  m  points,  qui,  combinés  trois  à 

trois,  donnent  le  nombre  .  ,:  „ ^  de  façons  dont  la  druilc  peut 

1.2,0  '  ^ 

cire  considérée  comme  une  sécante  triple  de  la  courbe  direcirice.  On  aura 

donc 

^     I-          o\ /-         t:\      "    /-    «      p      ,   o\   ,      »i  (m— t)  (m  — 2) 
rj  m  (om  —  2)  [om  —  5)  =  07n  (om-  —  Cm  +  2)  +  .r  — ■ ^-  l ■', 

et  en  réduisant 

9(5m  —  2)(ôm  —  5)  =  18  (ôm--^  —  6m  +  2)  +  x{m  —  l){ni  —  2), 
d'où 

_  9  (Zm  —  2)  (5»i  —  5)  —  18  {ônr^  —  G/»  +  2) 
^~  (m— l)(m  — 2) 

_  8 1  »i^  —  1 80  m  4-  90  —  54.  m'^  +  108»;  —  5i. 
""""  •    (m—[)  (m  — 2)  '  • 

,„    m-  —  ">m  +  2  ,_ 

—  2  / ■ =  '  / 

~       (m— l)(m  — 2) 

XIII.  Nous  avons  jusqu'à  présent  considéré  des  droites  assujetties  à 
trois  conditions  et  engendrant  une  surface;  nous  allons  maintenant  leur 
imposer  une  condition  de  plus,  de  sorte  qu'au  lieu  de  chercher  le  degré 
d'une  surface,  nous  aurons  à  déterminer  le  nombre  des  droites  qui  répon- 
dent à  la  question. 

1°  Nombre  des  droites  qui  rencontrent  une  fois  quatre  courbes  différentes^ 
de  degrés  m^,  m^_,  vi.,  7n. . 

La  surface  engendrée  par  les  droites  qui  rencontrent  les  trois  premières 
courbes  étant  en  général  de  degré  '2»ii?H,???3  ('),  la  qualrième  courbe  rencon- 
trera cette  surface  en  2mi??i,î?i5»i.  points;  il  y  aura  donc  en  général 
Im^num-ni^  droites  répondant  à  la  question. 

Cela  aura  lieu  si  les  courbes  n'ont  aucun  point  commun  ;  supposons  plus 
généralement  que  deux  courbes  de  degrés  m^  et  m^  aient  k^^  points  com- 
muns ;  alors  le  degré  de  la  première  surface  devient 

2  mj  mj  m^  —  m^  k^.  —  m.^  A-i  —  m-  /.jj  (**). 

(')  Salmox,  GéOinctrie  à  trois  diiitciisions,  \).  ôùO. 
D  Ibid.,  p.  552. 
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En  multipliant  ce  nombre  parîJi^,  on  aura  le  nombre  des  points  d'inlersec- 
lion  de  la  quatrième  courbe  avec  la  surface.  Mais  parmi  ces  points  se  trou- 
vent ceux  où  elle  rencontre  les  trois  courbes  directrices,  lesquels  fournis- 
sent des  droites  qui  ne  répondent  pas  à  la  question.  Considérons,  par 
exemple,  un  de  ses  points  d'intersection  av(C  la  courbe  nii  ;  les  deux  cônes 
ayant  ce  point  pour  sommet  et  pour  bases  rcspcclives  les  courbes  vi^  et  m. 
se  coupent  suivant  m,m-  droites  qu'il  y  a  lieu  de  retrancher  des  précé- 
dentes et  comme  il  y  a  h\.^  points  d'intersection,  ce  sera  mjjU^^,^  dioilcs 
à  retrancher  ;  de  même  pour  les  points  d'inlortection  de  la  courbe  ^t^  avec 
les  courbes  nu  et  m..  Le  nombre  cherché  sera  donc 

2»),  711.2  '"ô  "^l  "'l  '"4  ^Ij  ~   '"i  '"i^'ôl  '"3  '"4  /''l-2 

—  ?)!.,  »!-  /iji  —  m-  »i,  /.\,j  —  ?/i,  m.,  k-^, 
ou  plus  simplement 

(10)  2?»,  ni.,  m-  m^  —  \    iiip  niq  h,s . 

\\\ .  2"  Nombre  des  droites  qui  rencontrent  une  fois  deux  courbes  de 
degrés  m,  etm^,  et  deux  fois  une  courbe  de  degré  m. 

Considérons  tout  de  suite  le  cas  général  où  les  deux  premières  combes 
coupent  la  troisième  respectivement  en  k^  et  /i,  points,  et  où  elles  ont  de 
leur  coté  l>\,  points  communs. 

La  surface  engendrée  par  une  droite  s'appuyaiit  une  fois  sur  la  courbe  nii 
cl  deux  fois  sur  la  courbe  m  est  alors  de  degré  (l\) 


']- 


+  :^in  {m  -  -1)  i-  A-,  {m  —  \] 


En  multipliant  ce  nombre  par  ni^,  on  aura  le  nombre  des  points  d'inter- 
section de  la  courbe  m,  avec  la  surface;  mais  il  faudra,  comme  plus  haut, 
en  retrancher  les  génératrices  qui  répondent  à  ses  points  communs  avec  les 
deux  autres  courbes,  savoir  :  /t,„  pour  chacun  de  ses  points  d'intersoclion 
avec  la  courbe  î/Ji  et  lUidn  —  1)  pour  chacun  de  ses  points  d'intersection 
avec  la  courbe  m,  car  en  chacun  de  ces  points  les  cônes  ayant  respective- 
ment jiour  bnses  la  courbe  m^^  cl  la  courbe  ni  sont  di-  degrés  niy  et  (vu —  1). 
Le  nombre  cherché  sera  donc 


ir 


-\-  -  )))  ()H  —  1)    —  /.-,  m.2  (m  —  J  )  —  /..,  î»,  [m  —  I  )  —  />ia  /'„ 


Toutes  ces  droites  s'appuyanl  deux  fois  sur  la  coui  be  ni  seront  des  généra- 
trices doubles  de  la  surface  engendrée  j)ar  l(>s  droites  (jui  s'apiiuiont  une 
fois  sur  chacune  des  trois  courbes.  On  aurait  de  même  deux  nondjies  ana- 
logues de  génératrices  doubles  pour  celte  surface,  (U  permutant  les  trois 


à 
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courbes  deux  à  deux, de  sorte  que  le  nombre  total  des  génératrices  doubles 
de  la  surface  qui  est  égal,  lorsque  les  Irois  courbes  ne  se  coupent  pas,  à  (*) 

"'i  "':;    ^'m  +  -  >!i  i>'i  —  I  )     +  m.,  m    li:,^  +  ^^  ?«,  (nii  —1)1 
+  nitHi     /(„;.,  +  -  7«o  {m.,  —  l)  L 
doit  être  diminué,  dans  le  cas  général  que  nous  avons  considéi  é,  de 
A,    m.,  {m  -  î  )  +  m.,  (m,  —  1  )  +  /'m.,    -r  h.,  j  »!,  {m  —  1)  -f  "'i  {m.,  -  1)  +  /;,„, 

+  /'li     '"  ('"i  —  1)  +  '"ô  [m.  —  1)  +  hn   . 

Les  droites  correspondantes,  au  lieu  d'être  des  génératrices  doubles  de 
la  surface,  deviennent  alors  des  génératrices  doubles  des  cônes  suivant 
lesquels  elle  se  décompose,  et  qui  font  que  son  degré  s'abaisse  alors  de 
^m^num  à  Im^vum  —  mji,  —  mji^  —  mk^^. 

XV.  3°  Nombre  des  droites  qui  reyicontrent  deux  fois  deux  courbes  don- 
nées de  degrés  m^  et  m^. 

Pour  trouver  ce  nombre,  nous  allons  d'abord  supposer  que  les  deux 
courbes  ne  se  coupent  pas,  et  nous  emploierons  le  procédé  qui  nous  a  déjà 
servi,  c'est-à-dire  que  nous  décomposerons  l'une  des  deux  courbes,  la 
courbe  m^  par  exemple,  en  deux  autres  de  degrés  p  et  q  (p-{-q  =  m.^], 
ayant  A-  points  communs  donnés  par  l'équation 

(1)  .  h  =Pq  +  llp  +  hq  —  hm.y 

Soit  F(mi,  771,)  le  nombre  cherché  ;  il  se  composera  alors  des  droites  qui 
rencontrent  deux  fois  la  courbe  nii  et  deux  fois  la  courbe  }),  c'est-à-dire 
F(mi,  p),  plus  des  droites  qui  rencontrent  deux  fois  la  courbe  wî^  et  la 
courbe  q,  c'est-à-dire  Y{m^,  q),  plus  des  droites  qui  rencontrent  deux  fois  la 
courbe  in^,  une  fois  la  courbe  p,  et  une  fois  la  courbe  q,  ou,  d'après  ce  qui 


précède,  pq 


I 


K,  —  i)^^hi'^h—K 


—  /1.7?,„j.  On  aura  donc 


F(m,,7n.)  =  F(m,,p)  -f  V[mi,  q)  +  pq\  /;w,-f-^/H,  ('«,  —  1)     —  A7jm,, 
et,  en  remplaçant  k  par  sa  valeur, 

F(»i„  »i,)  =  ¥{mi,p)  +  F(m,,  î)  +  P7    /(«,  +  .7  m^  (m,  —  1) 

•   —  {p(J  +  K  +  '';  -  ^'mj  h 

[')  Salmok,  Gcomclrie  à  tiois  diiiicnsioDS,  p.  T};,i. 
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ou 

Y(m^,  m.)  =  Fr;/!,,  /;)  +  F^?/^,.  q)  +  -^  pq  »!,  ()»,  —  1)  +  /(,«,  (/'m,  —  /fp  —  /'?)■ 

Telle  est  l'équation  générale;  supposons  niainlenant  que  l'une  des  courbes 
soit  une  droite,  c'est-à-dire  taisons  /;  =zm., —  1 ,  q=  1.  Elle  deviendra 

\ 

F(?»,,  TOo)  =  F(mi,  m.,  —  1  )  +  ^  (m^  —  1  )  ffij  (?Hi  —  1)  ,+  /;,„,  [h,,,^  —  hm„-i), 

car 

r(mi,l)=:0  et  /(i=:0; 

de  même 

1 
¥{m^,  77).  —  1)  =  F(/?(i,  m.  —  -)  +  2  ('"2  —2)  m^  (»i,-  l)-|-/)m,  (/(m.,_i  —  /(m.j-i)  > 

et  ainsi  de  suite  jusqu'à 

F(7«„  5)  =  F(7«,,  'i)  4-  ^  2  m,  (m,  -  I)  +  /<„,,  //j, 
\ 

F(//7,,   2)  =  -7?!,  (771,—   1), 

car/?j=0  et  h^  =  0. 

Ajoutant  toutes  ces  équations  membre  à  memlire,  les  produits  en  h  se  dé- 
truisent, et  il  reste 

F(?7ii,  ?«,)  =  /),„,/(„,,  +  -,  III,  [in,  —  1)1+2+    •  •  •    +  (»fo  —  1  ) 

=  flmJlm.,n-r)"'li"li—^);^"i-A'"-2—y^){*)- 

Cette  formule  est  symétrique  en  m^  et  m,,  comme  cela  doit  être  ;  on  peut    j 
déjà  la  vérifier  eu  cbeichanl  le  nombre  de  sécantes  doubles  connnunes  à     1 
une  courbe  gauche  de  degré  m^  et  à  une  courbe  plane  de  degré  7iu.  Le  plan 
de  celte  courbe  coupe  la  première  en  m^  points  qui,  combinés  deux  à  deux, 

1 
donnent  évidemment  jj-mi(??ii —  1  )  sécantes  doubles  de  la  première,  coupant 

chacune  la  seconde  en  wij  points  ;  de  sorte  que  chacune  d'elles  peut  être 

i 

regardée  de  -^  mjm.,  —  i)  façons  comme  une  sécante  double  de  la  seconde  ; 

1  i 

on  doit  donc  trouver  -^  îni(wj — 1)  ^m^^dn^  —  i).  C'est  bien  ce  que  donne 

la  formule,  puisqu'on  a  alors  h„i^  =  0. 
Mais  nous  allons  comme  précédemment  l'appliquer  à  la  recherche  du 


(*)  Ci;Ue  foriniilc  a   élé  donnée  par  M.    IFalpiicn   {Coniplcx  rendus  de   l'Académie   dex 
sciences,  18G9,  p.  145). 


Il 
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nombre  des  droites  situées  sur  une  surface  du  troisième  degré  ;  cherchons 
d'abord  ce  qu'elle  devient  si  les  deux  courbes  m^  et  m,  ont /i  points  communs. 
En  chacun  de  ces  points,  les  deux  cônes  ayant  les  deux  courbes  pour  bases 
respeclives  se  coupent  suivant  (mj  —  i)(m2  —  1)  génératrices  qu'il  y  a  lieu  de 
retrancher  de  celles  qui  sont  données  par  la  formule;  pour  k  points,  on  au- 
rait donc  à  retrancher  k{m^  —  i){m.^  —  1  )  génératrices,  mais  alors  celles  qui 
joignent  les  k  points  deux  à  deux  sont  comptées  deux  fois  :  une  fois  pourcha- 

\ 
cun  des  points  qu'elles  joignent;  on  en  retranche  donc  ainsi  ~k{k — 1)  en 

trop,  et  le  nombre  cherché  devient,  en  général, 

(12)         F  (m„  m,)  =  /;,„,  h^,^  -  i  m, (m,  -  \]  ^  7nj7n,  -  \) 

-k{m,   ^l)(m,-t)+lA(/(-l). 

Soit  maintenant  x  le  nombre  des  droites  situées  sur  une  surface  du  troi- 
sième degré,  et  supposons  qu'une  pareille  surface  vienne  à  couper  une  sur- 
face de  degré  p  suivant  une  courbe  de  degré  5/^  et  une  surface  de  degré  q 
suivant  une  courbe  de  degré  5^.  Si  l'on  considère  ces  deux  courbes  pour 
leur  appliquer  la  formule  précédente,  toutes  les  droites  qu'elle  donnera, 
ayant  quatre  de  leurs  poinis  sur  la  surface  du  troisième  degré,  seront  tout 
entières  sur  cette  surface.  Réciproquement,  toutes  les  droites  de  cette  sur- 
face, ayant  p  de  leurs  poinis  sur  la  première  courbe  et  </  sur  la  seconde,  ponr- 

1  1 

ront  être  considérées  de  -^pip—  ')ô'/(î  —  ^)  façons  comme  des  sécantes 

doubles  communes  aux  deux  courbes.  Ou  aura  donc 

1  t  \ 

hp  hq  +2^P (5p  —  1)2  5g(5g  —  1)  —  h{ôp  —  ! )(5g  —  1)  +  ^ k[k  —  l) 

1  \ 

=  x^p{p-\)-^q{q-\) 

D'ailleurs 

(II)  hp=lMp-m-'i)=ôp{p-\), 

fhq  =  ôq{q—  1), 

et 

k  =  dpq, 

c'est  le  nombre  des  points  communs  aux  trois  surfaces.  Il  vient  alors 

9 

9pq(p  —  \)[q  -  1)  +  -j^pqi^p  -  i)m  —  i)  —  opqiôp  -  \){ôq  -  i) 

i  X 

d'où  l'on  tire  facilement,  en  réduisant,  :r  =  27. 
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Si  les  deux  courbes  sont  du  même  degré  et  de  la  même  espèce,  on  a 

1  1 

F(m,,r7i,)  =  /i^  +  ^/7r-(m  —  1)^  -  A"  (m  —  ])'■  +  -  k{k  —  1). 

Par  exemple  : 
Deux  cubiques  gauches  ont  généralement  dix  sécantes  doubles  communes. 
Si  elles  ont  k  points  communs,  elles  n'en  ont  plus  que 

10_^A(9-A-), 

quantité  qui  devient  nulle  pour  A;  =4  et  A  =  5.  Pour  des  valeurs  de  k 
supérieures  à  9,  le  nombre  cherché  deviendrait  supérieur  à  10,  au  lieu  de 
lui  être  inférieur  ;  mais  il  faut  remarquer  que,  pour  k  ^6,  les  deux  courbes 
coïncident,  et  alors  la  formule  cesse  d'être  applicable. 

Elle  doit  donc  être  appliquée  avec  circonspection  :  il  peut  arriver,  par 
exemple,  qu'elle  donne  un  nombre  négatif  de  sécantes  doubles  communes  ; 
c'est  qu'alors  la  valeur  de  k  est  impossible,  soit  que  les  deux  courbes  coïn- 
cident pour  cette  valeur  de  A,  soit  que,  pour  ce  nombre  de  points  com- 
muns, les  deux  courbes  en  admettent  nécessairement  d'autres. 

Il  faut  encore  écarter  le  cas  où  les  deux  courbes  se  trouvent  sur  une 
même  surface  réglée,  dont  toutes  les  génératrices  les  lencontrent  deux  fois. 

XYI.  4''  Nombre  des  droites  qui  rencontrent  trois  fois  une  courbe  donnée 
de  degré  m  et  une  fois  une  courbe  de  degré  in^. 

Nous  avons  vu  que  la  surface  engendrée  par  les  sécantes  triples  de  la 
courbe  ?/i  est  de  degré 

çN  =  ("i-2)[/'«-l»'(m  -  1)], 

le  nombre  cherché  sera  donc,  en  général, 

nî,(m  — 2)    /t^  — -m(7rt  -  1)J. 

Mais,  si  les  deux  courbes  ont  A  points  communs,  par  chacun  de  ces  points 
il  passe /«m — m -H  2  génératrices  de  la  surface  (X).  lesquelles  doivent  être 
retranchées  ;  il  reste  alors 

(15)        y.(mi,m)  =  m^(,n  —  2)    h,,  —  -m(m  —1)1  —  A(/;,„  —  m  +  2). 

Si  nous  revenons  maintenant  à  la  surface  engendrée  par  une  droite  qui  ren- 
contre une  fois  une  courbe  m^  ot  deux  fois  une  courbe  m,  et  pour  laquelle 
i 


/■(?/jj,  m)  =7711 


/'m-+-Q  "l(»l   —    i) 


A(m —  1),  on  voit  que  ses  généra- 


trice; multiples  seront  :  1"  les  droites  qui  rencontrent  deux  fois  chacune 
des  deux  courbes;  2°  les  droitesqui  rencontrent  une  fois  la  première  et  trois 


II 
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fois  laseconde.  Les  premières  peuvent  être  considérées  de  deux  façons  comme 
génératrices  de  la  surface  et  seront  doubles,  les  secondes  seront  triples, 
puisque  leurs  points  d'intersection  avec  la  courbe  m  peuvent  être  combinés 
deux  à  deux  de  trois  façons.  On  aura  donc  ¥{'m^,■m)  génératrices  doubles, 

ri  n 

et  mi(m  —  2)1  /j,„— ^-^  m(m  —  1)    — k{hm  —  m-f-2)  génératrices  triples. 

XVII.  5°  Nombre  des  droites  qui  rencontrent  quatre  fois  une  courbe  donnée 
de  degré  m. 

Pour  le  trouver,  nous  décomposerons  comme  toujours  la  courbe  en  deux 
autres,  de  degrés  respectifs  p  et  q{'p -\- q  :=.  m) .  Le  nombre  cherché  ^(m) 
se  composera  évidemment  des  droites  qui  rencontrent  quatre  fois  la  courbe 
p,  et  quatre  fois  la  courbe  q,  c'est-à-dire  i|/(p)  +  •\>{q),  plus  dos  droites  qui 
rencontrent  une  fois]  la  première  et  trois  fois  la  seconde  et  inversement, 
c'est-à-dire  yjp,  q)  -{-xi^h  i')»  ^t  enfin  des  droites  qni  rencontrent  deux  fois 
chacune  des  courbes  ou  F(p,  q).  On  aura  donc 

^m)  =  ^p)-{.^q)  +  vip.q)  +  ySq.p)  +  F  (p,g). 

Remplaçant  ces  différentes  fonctions  par  leurs  valeurs 

+(m)  =  ^p)  +  ^{q)  +  p{q  ~  2)  [/.,  -j-qiq-  1)] 

+  q{p  -  2)[/ip  -  y(p  -  1)]  -  k{h,-p  +  2)  -  k{h,-q  +  <l) 

+  h,h,^\p{p  -  \)\q{q-\)  -k[p-\)[q-\)  +  ^-k{k-\), 

h  étant  le  nombre  des  points  d'intersection  des  deux  courbes,  nombre 
égal  à 

(1)  k=pq-hhp  +  hj-h^. 

Si  on  le  remplace  par  cette  valeur,  il  vient 

^m)  =  m  +  m+P{q  -  2)[/'.  -^qiq-  1)] 

+  q{p  -  2)  ïhp  -  -p{p  -\)^-{pq+  h^  +  hq  -  h^){hp  +  /,,  _  m  +  4) 
1  1 

+  hph<,  ■+-z2P{p-'^)T2q{q-^)-{pq  +  fh  +  h,  -  hj{p  -  i)(g  - 1) 
\ 

+  ^{pq  +  hp+hg  —  h^){pq  +  hp  +  hg  —  h„,  —  1). 

Telle  est  l'expression  générale  de  -^{m);  pour  la  déterminer  explicitement, 

nous  ne  ferons  pas  comme  plus  hautp  =  m —  1,  ^y  =  1,  parce  qu'alors  la 

droite  suivant  laquelle  la  courbe  m  se  décompose  devient  une  sécante  qua- 

,      ,     ,,     ,     k{k—i){k  _2)  (^•-  5)  ,    ,  ,  . 

druple  d  ordre  — ^ .  ,,  ^  , de  la  courbe  m —  1,  ce  qui  com- 

^  1.2..). 4  ^ 
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pliqiiela  question;  mais  rien  n'ompêche  de  faire  p^^m  —  2,  q  ^2, c'est-à- 
dire  de  décomposer  la  courbe  en  uneconiquc  et  une  courbe  dedegrém  —  2. 
On  aura  alors 

4.(2)  =  0,     /i,  =  0, 

par  suite 

^m)  =t(m  -  2)  +  2  (m  -  A)\hm-i  —  ^  ('«   -  2)(m  -  5)1 

—  (2m  —  4  +  K  -  2  -  /',„)(/'« -2  —  m  +  à) 

+  -  {m  —  2) (m  —  3)  —  (2hi  —  4  +  /;,„ _ «  —  h„,){m  —  3) 

1 

+  ^  (2'»  —  4  +  /«„ _  -2  —  /J„j)(2m  —  5  -H  /im -2  —  /»m)- 

Séparant  les  termes  en  h  des  termes  indépendants  de  h, 

^{m)  ^ ^m  —  2)  -h  2(m  —  4)/)„,_2  —  2(m  —  2)//,„_ ,  +  {m  —  4)(//„  _ .  -  /«„) 
—  /j;„  _  î  (//m  -  2  —  /'m)  —  ("1  —  5)(/!m  -2  —  /im) 
1  1 

+  -  (2m  —  4  +  2m  -  b){Ii,n-i-  h^)  +  ^  (^m  -«  -  ''m)'  +  /  ("')' 

avec 

1  1 

f{m)=  —^  (m— 2)(m  — o)(m— 4)  +  2(m  — 2)(m  — 4)+  -  (m-  -2)(m— 5) 

—  2(m— 2)(m-o)  -f  (m— 2)(2m  — 5), 
on 

/•(m)  =  —  4 (m  —  2)  r2m2  —  14m  +  24  —  12m  4-  48  —  5m  +  9 

4   12m  — 5G  — 12m  +  50 1, 

/•(m)  =  _  1  [m  —  2)  (2m-  —  29m  +  75). 

Si  l'on  ordonne  ifm),  il  vient 
.;(m)  =  ^[m  —  2)  +  ^  //,:,  —  /(„,    m  —  4  —  771  +  5  +  -  (4m  —  9)1 

-\-hm-2  12771  —  8  —  2m  ^  i  4-  m  —  i  _  ,n  -v  5  +  |  (4m  —  9)1 
— /î;^_2  +'lm/'m-2  +  ,^hjn-i~hjlm~i  +  f[m). 

Le  produit  /(„,/'„,  _«  disparaît,  et  il  icste,  en  réduisant, 

^(m)  =  'l{m  -  2)  +  ,^  /*;7,  -  !//,„  (  '.m  -  Il  )  -|-  ^  /»,„  _  2  (  Itt»  -  19)  -\^hl_^+f{m). 
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expression  très-remarquable  en  ce  sens  que,  si  l'on  y  remplace  m  par  m  —  2, 
les  coefficients  de  h^_^  et  de  /«m-a  restent  les  mêmes  au  signe  près,  ^le 
sorte  que  hm-i  disparaîtra  dans  l'addition.  On  a,  en  effet, 

«Km  — '2)  =  <l(m— 4)  +-hl^i  —  ^/t„,_  îi^m  —  19) 

+  i  hm  - ,  (4m  -  27)  -  i  hl  _  ,  +  f{m  -  2). 

11  y  a  maintenant  deux  cas  à  considérer,  suivant  que  m  est  pair  on  im- 
pair. Si  m  est  pair  et  égal  à  tp,  on  ira  de  la  sorte  jusqu'à 

^(G)  -^W+.^/'l-y/te+|/<.-r^/'|  +  /-(G) 

car^(2)  =  0et/?2=0. 

Ajoutant  toutes  ces  équations,  on  a 

^{m)  —  -  /i*  —  -  /î„  (4m  —  1 1)  -f-  ^  /-(m), 

2^f  {^)  est  facile  à  calculer,  il  suffit  de  remplacer  m  par  2p  et  de  chercher 
y    fdp),  puis  de  remplacer/;  par  ^;  on  trouve  alors 

2  /■('")  =  ~  i  ""(""  -  2)(m  -  3)(m  -  15). 
On  a  donc  définitivement 

(14)  ^m)  =  ^  /(„(/(,„  -  4m  +  H)  -  1  m(m-  2i(m  -  â)(m  -  13). 

Si  m  est  impair  et  égal  à  2/)  -t-  1 ,  le  calcul  se  fait  aussi  facilement,  car 
on  a 

m  = 

et  l'on  a 

^(m)=i/,,(/,,-4m-Ml)  +  l  +  2'  n^p+\). 

ce  qui  conduit  à  la  même  f  rmule. 
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En  appliquant  cette  formule,  on  remarque  que,  abstraction  faite  de  la 
ligne  droite,  la  première  courbe  qui  ait  des  sécantes  quadruples  est  la 
courbe  gauche  du  cinquième  degré  pour  laquelle  h^=Q,  qui  a  une  sé- 
cante quadruple.  Les  deux  courbes  du  sixième  degré  que  nous  avons  con- 
sidérées, pour  lesquelles  h^  =  &  ouhg  =  l,  n'en  ont  pas.  Mais  toutes  les 
autres  courbes  du  sixième  degré  en  auront  nécessairement,  puisque  -^{m) 
est  du  second  degré  en  h  et  que  deux  valeurs  de  h  seules  peuvent  l'an- 
nuler pour  une  valeur  donnée  de  m.  Ce  sont  les  courbes  pour  lesquelles 
h  =  S,h  =  9  o\ih=^iO ,  et  qui  ont  respectivement  1,  3  et  6  sécantes 
triples. 

Si  l'on  considère  la  surface  engendrée  par  les  sécantes  triples  de  la 
courbe  m,  toutes  les  sécantes  quadruples  en  seront  des  génératrices 
multiples  d'ordre  4.  La  surface  y  (m)  a  donc  ^{m)  génératrices  quadruples. 

Nous  terminerons  en  vérifiant  au  moyen  de  cette  formule  l'existence  des 
27  droites  d'une  surface  du  troisième  degré.  Supposons,  pour  cela,  qu'une 
surface  du  troisième  degré  rencontre  une  surface  de  degré  p  suivant  une 
courbe  de  degré  'ap-  Les  sécantes  quadruples  de  cette  courbe,  ayant  quatre 
de  leurs  points  sur  la  première  surface,  y  seront  tout  entières  ;  réci- 
proquement, toutes  les  droites  de  cette  surface  rencontrant  l'autre  sur- 
face, et,  par  suite,  la  courbe,  en  p  points,  pourront  être  considérées  de 
p{p  —  \)(p  —  '2)(p—ô) 

l.t>.o.4 
On  devra  donc  avoir 


façons  comme  sécantes  quadruples  de  la  courbe. 


^,3,)  =  „p(P-1H.-^(p-3), 


ce  qu'il  est  facile  de  constater  en  remplaçant  (XII),  danL  j-fm),  m  par  op  et 

^«  par5p{p  — d)  (*). 

(')  M.  Zeuthen,  de  Copenhague,  nous  a  communiqué  un  mémoire  dont  il  est  l'auteur     '■ 
[An)iali  di  matemalica,  1870),  dans  lequel  il  démontre  également  les  formules  suivantes 
relatives  aux  courbes  gauches  : 


■'  {»") 


1-2)  pi^-i  ;»(»»- 1)j, 


Suivant  toute  justice,  nous  nous  empressons  do  lui  restituer  la  priorité. 
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Siw  un  genre  particulier  de  surfaces  dont  on  peut  intégrer  les  lignes 
gcodésiques ;  par  M.  Laguerre. 

(Séance  liu  11  juin  1875) 

Si  l'on  considère  les  surfaces  pour  lesquelles  rélément  de  longueur  est 
donné  par  la  formule 

,  ,      diC-      dv- 

ds-  = 1 , 

V  u 

on  vérifie  aisément  que  leurs  lignes  géodésiques  sont  données  par  Téqu  - 
lion 

cos^i        s'm'-i 

-i r—  =  const., 


\/v''  s^iu" 

i  désignant  l'angle  que  fait  la  ligne  géodésique  avec  la  courbe  v  =  consl 


Question  de  probabilité;  par  M.  Camille  Jordan. 

(Voir  la  page  257) 

Problème.  —  Trouver  la  probabilité  pour  que  quatre  points  pris  au  hasard 
sur  une  sphère  forment  un  quadrilatère  sphérique  convexe. 

La  solution  de  celle  question  doit  être  rectifiée  comme  il  suit,  d'après 
une  remarque  de  M.  Bienaymè. 

Soit  T  le  triangle  sphérique  formé  par  les  trois  points  A,  B,  C.  Les  arcs 
de  grand  cercle  qui  les  joignent  étant  prolongés  découpent  la  sphère  en 
S  triangles.  Si  le  quatrième  point  D  tombe  dans  le  triangle  T  ou  dans  l'un 
des  trois  autres  triangles  opposés  à  celui-là  par  le  sommet,  le  quadrilatère 

ABCD  aura  un  angle  ^tt.  La  chance  que  ce  cas  se  présente  est  jt. 

Si  D  tombe  dans  le  triangle  symétrique  de  T,  le  quadrilatère  aura  deux 

T 

angles  >•  tt.  La  probabilité  de  ce  cas  sera  —,  S  étant  la  surface  totale  de 

•  o 

la  sphère.  Mais   à  chaque  triangle   sphérique  T  sont  associés  7  autres 
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triiui-:Ics  dont  renseiuble  iormc  la  sphère  enlière.  Donc  la  valour  moyenne 

S  1 

de  T  est  0;  ^e  qui  donnera  connne  chance  moyenne  -. 

Il  restera  donc  une  chance  égale  à  ^  pour  le  quadrilatère  convexe. 
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SEANCE  DU  MERCREDI  5  NOVEMBRE  1873 

PRKSIDENCE    DE    M.     CHASLES 

Le  secrétaire  donne  communication  d'une  lettre  du  secrétaire  de  l'Aca- 
démie des  sciences  de  Prague,  qui  accepte  le  Bulletin  en  é(;Iiange  de  ses 
Publications. 

Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 

MM.  A.  Brisse,  ingénieur  en  chef  du  dessèchement  du  lac  Fucino^  à  Avez- 
zano  (Italie)  ;  Janin,  capitaine  d'artillerie,  à  Vincennes. 

L'élection  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  fait  hommage  à  la  Société  d'un  volume  relatil 
à  la  statistique  des  chemins  de  fer. 


SEANCE  DU  MERCREDI  19  NOVEMBRE  1870 

PRÉSIDENTE    DE    M.    CUASLES 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 

Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 

MM.  Fitremann,  agrégé  de  l'Université,  à  Paris  ;  Edouard  Weyr,  étudiant 
à  l'Université  de  Prague. 
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L'élection  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 

Le  secrétaire  conununique  à  la  Société  une  note  de  l'archiviste,  annonçant 
l'ouverture  de  la  hihliothèque. 

M.  Laguerre  communique  à  la  Société  une  note  Sur  les  points  doubles 
(l'une  courbe  de  quatrième  classe. 

M.  Camille  Jordan  communique  à  la  Société  un  Mémoire  sur  les  formes 
bilinéaires. 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  fait  une  communication  relative  à  l'emploi  du 
tétraèdre  chez  les  anciens,  comme  objet  d'ornementation. 


SEANCE  DU  MERCREDI  5  DECEMBRE  1873 

PRÉSIDENCE    DE    M.    CHASLES 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 

M.  Camille  Jordan  communique  à  la  Société  une  note  Sur  les  polynômes 
bilinéaires. 

M.  Laguerre  communique  à  la  Société  une  note  Sur  les  limites  des  racines 
d'une  équation  algébrique. 

M.  Halphen  communiquée  la  Société  une  note  Sur  les  points  singuliers 
des  courbes  planes  algébriques. 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  fait  une  communication  relative  à  l'emploi  du 
tétraèdre  chez  les  Étrusques. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  17  DECEMBRE  1873 

PRÉSIDENCE    DE    M.    CHASI.ES 

M.  Darboux  fait  hommage  à  la  Société  du  Bulletin  des  sciences  mathéma- 
tiques. 

Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 

M.  le  docteur  Costa  Mittag-Leffler,  professeur  à  l'Université  d'Upsal. 

L'élection  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 

M.  l'iiiuvin  communique  à  la  Société  une  note  Sur  les  conditions  pour 
quune  conique  ait,  avec  une  courbe  donnée,  un  contact  d'ordre  déterminé. 

M.  Maurice  Levy  communique  à  la  Société  une  note  Sur  une  réduction  de 
l'équation  à  différences  partielles  du  troisième  ordre,  qui  régit  les  familles 
de  surfaces  susceptibles  de  faire  partie  d'un  système  orthogonal. 

M.  Fouret  comiimnique  à  la  Société  une  Démonstration  nouvelle  du  théo- 
rème de  liezout,  pour  le  cas  de  deux  équations  algébriques  à  deux  inconnues . 
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M.  Camille  Jordan  fait  à  la  Société  une  communication  Sur  une  forme 
particulière  qu'on  peut  donner  aux  formules  de  Delambre. 

M.  de  Saint-Germain  communique  à  la  Société  une  note  Sur  le  facteur 
constant  dans  V expression  dec-)(x)  en  produit  illimité. 

M.  Halphen  communique  à  la  Société  une  Note  relative  aux  points  sin- 
guliers. 

M.  Darboux  fait  à  la  Société  une  communication  Sur  les  couples  de  sur- 
faces applicables. 

M.  Moutard  fait  à  la  Société  une  communication  Sur  la  transformation 
par  orthogonalité  des  éléments  linéaires  correspondants. 

M.  Ribaucour  présenle  quelques  observations  à  la  suite  de  la  communi- 
cation précédente. 

M.  Gros  fait  hommage  à  la  Société  d'un  exemplaire  de  sa  Théorie  du  ha- 
guenaudier,  enrichi  de  tables  numériques  manuscrites. 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  fait  hommage  à  la  Société  de  ses  divers  ou- 
vrages sur  les  cristalloïdes. 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS 


Mémoire  sur  la   détermination  des  coniques   et  des  surfaces  du   second 
ordre;  par  M.  Halphen  (*), 

(Séance  du  19  mars  1875) 


TROISIEME  PARTIE 

I.    —    DES    SYSTÈMES    DE   CONIQUES    DANS   l'eSPACE. 

Pour  déterminer  une  conique  dans  l'espace,  8  conditions  sont  néces- 
saires. Les  coniques  qui  satisfont  à  7  conditions  communes  forment  un 
système.  M.  (Ihasles  a  consacré  à  l'étude  de  ces  systèmes  un  travail  inséré 
aux  Comptes  rendus  de  l Académie  des  sciences,  t.  L\I,  p.  589.  11  y  fait  re- 
marquer, tout  d'abord,  que  la  perspective  plane  d'un  système  de  coniques 
de  l'espace  est  un  système  plan  de  coniques.  Les  deux  caractéristiques  de 
ce  dernier  marquent  le  nombre  des  coniques,  du  système  de  l'espace,  qui 
rencontrent  une  droite  ou  touchent  nnplan.  Les  droites-coniques  du  système 
plan  sont,  les  unes,  les  perspectives  des  droites  coniques  du  système  de 
l'espace;  les  autres,  les  perspectives  des  coniques  propres  dont  le  plan 
passe  par  l'œil.  Le  nombre  de  ces  dernières  doit  encore,  d'après  M.  Chastes, 

[*)  Voir,  pour  la  deuxième  jjartie,  l.  I,  p. '2*2(1. 
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être  considéré  comme  une  caractrristique  du  système  de  l'espace  : 
c'est  la  classe  de  la  surface  développable  enveloppée  par  les  plans  des 
coniques  du  système.  Ce  nombre  ne  marque  pas  la  valeur  totale  des 
droites-coniques  du  système  plan  qui  sont  la  perspective  de  ces  coniques 
de  l'espace.  Je  montrerai,  en  effet,  qu'il  en  est  précisément  la  moitié. 
Cette  proposition,  très-simple  à  établir  par  l'application  des  principes 
posés  dans  la  1"^  partie  de  ce  mémoire,  me  permettra  de  trouver,  pour 
les  systèmes  de  coniques  de  l'espace,  un  théorème  analogue  à  celui  de 
M.  Chasles  relativement  aux  systèmes  plans.  Ce  théorème  est  entièrement 
nouveau  ;  car  l'état  actuel  de  la  question  ressort  très-clairement  des  lignes 
suivantes,  empruntées  au  travail  de  M.  Chasles,  cité  plus  haut  :  «  En  énon- 
çant ici  quelques  propriétés  générales  des  systèmes  de  coniques,  qui  s'expri- 
ment par  une  fonction  linéaire  des  nombres  qui  caractérisent  le  système,  nous 
n  entendons  pas  induire  à  penser  quil  doive  toujours  en  être  ainsi,  comme 
cela  a  lieu  dans  la  théorie  des  coniques  sur  le  plan,  pour  les  deux  nombres 
que  nous  avons  appelés  les  caractéristiques  du  système  (*).  » 

Cette  proposition,  que  l'illustre  créateur  de  la  théorie  des  caractéristiques 
n'a  pas  cru  devoir  énoncer,  est  cependant  exacte;  et  Ton  peut  dire  que  : 

Dans  un  système  de  coniques  de  V espace,  [/.  étant  le  nombre  de  celles  qui  ren- 
contrent une  droite,  v  le  nombre  de  celles  qui  touchent  un  plan,  p  le  nombre 
de  celles  dont  le  plan  passe  par  un  point;  «y. +  |3v+7/>  est  le  nombre  de 
celles  qui  satisfont  à  une  condition  indépendante  du  système,  les  nombres 
a,  p,  y  ne  dépendant  que  de  cette  condition. 

Je  vais  démontrer,  tout  d'abord,  que,  ainsi  que  je  l'ai  annoncé  plus  haut, 
dans  un  système  plan,  perspective  d'un  système  de  Vespace,  une  droite- 
conique,  perspective  d'une  conique  dont  le  plan  passe  par  l'œil,  a  pour  valeur 
le  nombre  2. 

Soit  Q  un  plan  fixe,  0  un  point  dans  ce  plan,  m  et  m'  les  points  où  une 
conique  C  du  système  rencontre  le  plan  Q.  Quand  la  conique  C  varie,  les 
droites  Oni  et  Om'  forment  deux  faisceaux  se  correspondant,  de  telle  ma- 
nière qu'à  une  droite  de  l'un  des  faisceaux  correspondent  pt  droites  de 
l'autre.'Deux  droites  correspondantes  coïncident  :  \°  si  la  conique  touche  le 
plan  Q  ;  2"  si  la  conique  C  se  réduit  à  une  droite-conique  ;  5°  si  son  plan 
passe  au  point  0.  Par  conséquent,  si  v  et  w  sont  les  nombres  des  coïnci- 
dences dues  aux  deux  premiers  cas,  2a —  v  —  w  est  celui  des  coïncidences 
dues  au  troisième.  Je  vais  montrer  que  ce  dernier  nombre  est  aussi 
égal  à  2p. 

Soient,  en  effet,  M  et  M' les  deux  points,  en  ligne  droite  avec  0,  en  lesquels 
rencontre  Q  une  conique  C  du  système  dont  le  plan  passe  en  0.  Construisons 
une  courbe  plane  (A)  doïit  les  coordonnées  x,  y  soient  les  tangentes  des 

C)  Loc.  cit.,  y.  394. 
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angles  que  font  avec  cette  droite  OM  deux  droites  correspondantes  Om,  Om'. 
Cette  courbe  passe  à  rorij,^ine  des  coordonnées.  Comme,  de  plus,  il  n'y  a,  en 
outre  de  la  conique  C,  que  jx  —  2  coniques  du  système  qui  rencontrent 
OM,  chacun  des  deux  axes  de  coordonnées  a  2  de  ses  points  d'intersec- 
tion avec  (A)  confondus  à  l'origine.  Déterminons  les  tangentes  en  ce  point. 
Soit  B  le  point  où  la  droite  MM'  touche  l'enveloppe  des  droites  mm' .  On  voit 
bien  aisément  que  les  tangentes  x  e.i  y  des  angles  que  font  avec  OM  deux 
droites  Om,  Om',  correspondantes  et  infiniment  voisines  de  OM,  OM',  sont 

,       ,    .        X       OM'  CM     ,,         .     ,.  ,        •  .     .        , 

hees  parla  relation  :  -  =  rr—  ——.  Il  en  resuite,  comme  le  pomtest  quel- 

conque  sur  le  plan  Q,  que  ce  rapport  a  une  valeur  quelconque,  et  que  l'ori- 
gine des  coordonnées  est  un  point  double  de  la  courbe  A,  où  les  tangentes, 
symétriques  par  rapport  à  la  bissectrice  des  axes,  font  des  angles  quelcon- 
ques avec  les  axes.  Par  suite,  le  point  0  absorbe  2  points  d'intersection 
de  la  courbe  (A)  avec  la  bissectrice  des  axes.  Donc  la  droite  OM  compte  pour 
2  couples  de  droites  correspondantes  confondues.  11  en  est  de  même  des 
autres  droites  analogues,  passant  par  les  couples  de  points  m,  m'  appar- 
tenant aux  0 — 1  autres  coniques,  dont  les  plans  contiennent  le  point  0. 
Donc  le  nombre  des  coïncidences  absorbées  par  ces  droites  est  égal  à  2,o.  On 
a  donc  enfin  :  2t/.  —  v  —  &j  =  2|3. 

Celte  relation  démontre  la  proposition  annoncée.  Mais  il  ne  sera  pas  inutile 
de  donner  une  autre  démonstration,  grâce  à  laquelle  on  verra  plus  nette- 
ment que  w  est  bien  la  valeur  totale  des  droites-coniques  du  système  plan, 
perspectives  de  droites-coniques. 

Si  l'on  cherche  les  coniques  du  système  de  l'espace,  telles  que  les  deux 
droites  Om,  Om',  menées  du  point  0  aux  points  d'intersection  d'une  même 
conique  avec  le  plan  Q,  forment  un  faisceau  harmonique  avec  deux  droites 
On,  0«',  on  les  trouve  par  les  points  d'intersection  de  la  courbe  (A)  avec  une 
hyperbole  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  aux  axes  des  x  et  des  ij,  et 
dont  le  centre  est  sur  la  bissectrice  de  ces  axes.  On  a  ainsi  lu.  points  d'in- 
tersection des  deux  courbes,  qui  répondent  à  a  coniques  du  système.  Si 
l'une  des  droites  On  coïncide  avec  Om,  l'hyperbole  passe  à  l'origine  des 
coordonnées,  qui  compte  alors  pour  2  points  d'intersection  des  deux  lignes. 
On  en  conclut  donc  que  la  conique  C,  qui  passe  aux  points  M  et  M',  compte 
pour  1  conique  du  système  satisfaisant  à  la  question.  Par  suite,  si  la  droite 
On  est  donnée  infiniment  voisine  de  Om,  il  existe  une  seule  conique  du 
système,  qui  coupe  le  plan  0  en  deux  points  m  et  m'  infiniment  voisins 
de  On. 

Faisons  la  perspective  du  système,  en  plaçant lœil  en  0.  Soit  P  le  plan 
de  la  conique  C,  et  D  la  trace  de  ce  plan  sur  le  tableau.  D  est  la  droite-co- 
nique, perspective  de  C.  D'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  si  l'on  considère  un 
segment,  situé  sur  la  trace  du  plan  Q,  et  dont  une  extrémité  soit  infiniment 


voisine  de  D,  il  y  a  une  seule  conique  du  système  infiniment  aplatie  qui  divise 
liannoniqucment  ce  segment.  Pour  avoir  la  valeur  de  la  droile-conique  D, 
il  faut,  d'a}irès  les  principes  posés  plus  haut  (l""''  partie,  p.  156),  placer 
l'exlrémité  de  ce  segment  à  distance  infiniment  petite  du  i"  ordre  de  D,  et 
dierchei-  quel  est  l'ordre  du  carré  du  segment  intercepté  par  la  conique 
infiniment  aplatie.  Or  .r  et  y  étant,  comme  plus  haut,  les  tangentes  des  angles 
que  font  avec  OM  les  droites  Om,  Om',  correspondantes,  on  a  vu  que  si  ces 
variahles  sont  infiniment  petites,  leur  rapport  est  un  nomhre  quelconque, 
l'ar  suite,  la  conjuguée  harmonique  d'une  droite  On'  arbitraire  du  plan  0, 
par  rapport  à  ces  deux  droites  Om,  Om',  infiniment  voisines  deOM,  fait,  avec 
OM,  un  angle  du  même  ordre  que  x  et  y.  Par  suite,  dans  le  système  plan, 
une  conique  infiniment  aplatie,  voisine  de  D,  intercepte  sur  la  droite 
donnée  un  segment  du  même  ordre  que  la  distance  de  l'extrémité  de  cette 
droite  à  D.  Cette  dernière  distance  étant  du  l'""  ordre,  le  carré  du  segment 
est  du  2'"''  ordre  ;  et  la  droite-conique  D  a  le  nombre  2  pour  valeur.  Donc,  si 
w  est  la  valeur  totale  des  droites-coniques  du  système  plan,  perspectives  de 
droites-coniques,  la  valeur  totale  de  toutes  ses  droites-coniques  est  w-4-2p. 
On  a  donc 

■         vz=2a  — 2p— 0). 

Passons  maintenant  à  la  recherche  du  nombre  des  coniques  d'un  système 
de  l'espace,  qui  satisfont  aune  condition  simple. 

Soit  2  une  surface  du  2"'"  ordre,  passant  par  l'œil  0.  Pour  chaque  conique 
C  du  système  proposé,  construisons  les  a  coniques  B  qui  satisfont  à  la  con- 
dition donnée  et  passent  aux  quatre  points  d'intersection  de  V,  et  de  2.  Nous 
formons  ainsi  un  second  système  (B),  dont  chaque  conique  correspond  à 
une  conique  du  système  proposé  (C).  Soient  L  et  L'  les  deux  droites  de  la 
surface  s  passant  en  0.  Sur  la  droite  d'intersection  du  plan  de  deux  coni- 
ques BetC  correspondantes  et  du  plan  des  droites  L  et  L',  ces  deux  coniques 
et  ces  deux  droites  déterminent  une  involution.  Par  suite,  si  /  et  /'  sont  les 
tracés  des  droites  L  et  L'  sur  le  tableau,  les  coniques  b  et  c,  perspectives  des 
coniques  B  et  C,  déterminent,  avec  les  points  /  et  /',  une  involution  sur  la 
droite  //'. 

Par  suite,  les  indicatrices,  relatives  à  la  droite  //',  des  deux  systèmes  (c) 
et  (7^),  perspectives  des  systèmes  (C)  et  (B)  se  con-espondent  de  la  manière 
définie  au  théorème  111  (l"'  partie,  p.  155).  A  chaque  point  de  l'indicatrice 
de  (c)  correspondent  a  points  de  l'indicatrice  de  (ft),  situés  sur  la  droite  qui 
joint  le  premier  au  point  fixe,  qui  représente  les  deux  points  /  et  /'.  De  plus, 
l'indicatrice  de  {b)  passe  en  ce  point  fixe.  11  existe,  en  effet,  des  coniques  B 
situées  sur  la  surface  2,  et  rencontrant,  par  conséquent,  les  deux  droites  L 
et  L'.  Car  les  plans  des  coniques  C  déterminent,  par  leurs  intersections 
avec  2,  un  système  de  coniques,  dont  il  existe  un  nombre  fini  satisfaisant 
ù  la  condition  donnée. 
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Si  donc  n  est  le  nombre  de  ces  coni(jues,  l'indicatrice  du  système  (h)  a  le 
point  fixe  pour  point  multiple  d'ordre  n.  Par  suite,  d'après  le  théorème  111, 
le  nombre  des  couples  de  points  correspondants  des  deux  indicatrices, 
qui  sont  confondus,  est  a^-|-n,  puisque  fx  est  le  degré  de  l'indicatrice  du 
système  (c)  (I  '"  partie,  p.  154).  Donc,  si  l'on  retranche  de  ce  nombre,  au  -+-  n, 
le  nombre  des  couples  de  points  correspondants  confondus,  afférents  aux 
droites-coniques  commîmes  aux  deux  systèmes,  on  aura  le  nombre  cherché 
des  coniques  propres  communes  à  ces  systèmes. 

Désignons  par  b,  comme  plus  haut  (p.  140),  le  nombre  des  coniques  in- 
finiment aplaties  satisfaisant  à  la  condition  donnée,  et  passant  en  quatre 
points  d'un  même  plan,  formant  deux  couples  de  points  infiniment  voisins. 
Les  droites-coniques  du  système  (c),  perspectives  des  droites-coniques  du 
système  (C),  auront  chacune,  parmi  leurs  correspondantes,  b  coniques  infi- 
niment aplaties;  et,  d'après  le  raisonnement  fait  plus  haut  (p.  141),  ces 
droites-coniques  absorberont  bot  coniques  communes  aux  deux  systèmes. 

En  second  lieu,  à  chaque  conique  du  système  (C),  dont  le  plan  passe  par 
l'œil,  correspondent  a  coniques  du  système  (B),«iluèes  dans  le  même  plan. 
Par  suite,  les  droites-coniques  du  système  (c),  perspectives  de  coniques  pro- 
pres, absorbent  2ap  coniques  communes  aux  deux  systèmes. 

Donc  le  nombre  des  coniques  cherchées  est  :  a/ji  +  w  —  bu  —  2ap.  Il 
s'agit  maintenant  de  déterminer  le  nombre  n,  qui  est  celui  des  coniques  du 
2'n«  ordre,  dont  les  plans  sont  tangents  à  une  développable  de  classe  p,  et 
qui  satisfont  à  la  condition  donnée. 

Les  coniques,  qui  satisfont  à  la  condition  donnée  et  sont  sur  une  surface 
du  2'"*  ordre  donnée,  contiennent  deux  arbitraires.  Leurs  plans  enveloppent 
donc  une  surface.  Soit  c  la  classe  de  cette  surface.  Il  y  a  cp  plans  tangents 
communs  à  cette  surface  et  à  la  développable  de  classe  p.  Donc  le  nombre  n 
est  égal  à  cp. 

On  a  donc  enfin,  en  tenant  compte  de  la  valeur  de  w  et  de  celle  de  n,  pour 
le  nombre  N  cherché  : 

N  =  (a  -  2&)  [i.  -f  fcv  +  (2/;  -f  c  —  '2a)  p  =  ai^  +  fiv  +  7p, 

ce  qui  est  l'expression  du  théorème  annoncé  plus  haut. 

Il  n'est  pas  sans  utilité  de  remarquer  que  les  nombres  «  et  ;3  sont  ici  les 
mêmes  que  ceux  qui  figurent  dans  l'expression  ap  +  |3y  du  nombre  des  co- 
niques qui  satisfont  à  la  condition  donnée,  et  font  partie  d'un  système  plan. 

n.    —   DROITES-CONIQUES   DANS   LES  COMPLEXES   DE   l'eSPACE. 

Pour  déterminer  une  conique  dans  l'espace,  8  conditions  sont  nécessaires. 
Les  coniques  qui  satisfont  à  7  conditions  données  forment  un  système;  à 
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6  conditions,  un  complexe  du  6""  ordre;  ...;  à  n  conditions,  un  complexe  du 
71'"*  ordre. 

Les  coniques  d'un  complexe  d'ordre  n  contiennent  8  —  n  arbitraires; 
celles  d'entre  elles  qui  ont  un  axe  d'une  grandeur  donnée  contiennent  7 — n 
arbitraires.  La  grandeur  d'un  axe  étant  donnée,  on  peut,  pour  définir  une 
conique,  considérer  la  position  de  l'autre  axe  et  des  sommets  situés  sur  cet 
axe,  et  le  plan  de  la  courbe.  Ces  éléments  contiennent  7  —  n  arbitraires 
dans  un  complexe  d'ordre  n.  Il  en  est  de  même  si  la  grandeur  donnée  d'un 
axe  est  nulle.  Ainsi  les  droites-coniques  d'un  complexe  d'ordre  n  contiennent 

7  —  n  arbitraires  dans  la  définition  de  leur  position,  de  leurs  sommets,  et 
de  leur  plan. 

Dans  un  complexe  du  1"  ordre,  les  coniques  qui  sont  sur  un  plan  y  con- 
stituent un  complexe  plan  du  1''  ordre.  Les  droites-coniques  de  \^^  espèce 
de  tous  les  complexes  plans  analogues  seront  les  droites-coniques  de  1"  es- 
pèce du  complexe  de  l'espace  ;  et  de  même  celles  de  2""=  espèce  des  com- 
plexes plans  seront  celles  de  2"»*  espèce  du  complexe  de  l'espace.  On  en 
conclut  aisément  que  les  droites-coniques  de  1"  espèce  sont  celles  où  les 
sommets  sont  arbitraires,  et  qui  ne  contiennent  que  4  indéterminées  dans 
leur  position  et  celle  de  leur  plan.  Elles  coïncident  donc  avec  toute  droite 
de  l'espace,  et,  dans  ce  cas,  le  plan  de  chacune  d'elles  est  déterminé;  ou 
bien  elles  forment  un  complexe  de  droites  (droites  assujetties  à  une  condi- 
tion), et  le  plan  de  chacune  d'elles  est  indéterminé.  Les  droites-coniques 
de  2""'  espèce  coïncident  avec  toute  droite  de  l'espace,  le  plan  de  chacune 
d'elles  est  indéterminé,  et  ses  deux  sommets  contiennent  une  arbitraire. 
%  En  général,  dans  un  complexe  du  n""""  ordre,  on  distinguera  5  espèces  de 
droites-coniques,  de  la  manière  suivante  :  une  droite-conique  est  une  figure 
formée  d'une  droite  terminée  à  deux  extrémités  ou  sommets,  et  d'un  plan 
passant  par  cette  droite.  Cette  figuie  contient,  dans  un  complexe  du  7i'"'"  or- 
dre, 7 — n  arbitraires.  La  l''"  espèce  de  droites-coniques  est  celle  qui  est 
composée  de  telles  figures  où  la  droite  et  le  plan  contiennent  seulement 
5  —  n  arbitraires  :  les  sommets  y  sont  arbitraires.  La  2""'  espèce  est  coni' 
posée  de  figures  où  la  droite  et  le  plan  contiennent  6  —  n  arbitraires;  les 
sommets  contiennent  une  arbitraire.  Dans  la  5'"^  espèce,  la  droite  et  le  plan 
contiennent  7  —  a  arbitraires,  et  les  sommets  sont  déterminés. 

Dans  un  complexe  du  C'""  ordre,  il  n'y  a  que  deux  espèces  de  droites- 
coniques,  la  2'""  et  la  S'"".  Enfin,  pour  la  régularité  des  expressions,  nous 
devrons  considéi'er  les  droites-coniques  d'un  système  comme  de  5""' espèce. 

D'un  complexe  de  coniques,  on  peut,  d'une  infinité  de  manières,  déduire 
d'autres  complexes  d'ordre  moindre  qui  comprennent  le  proposé. 

Par  les  points  d'iiiterscc'tion  d'une  coni(pie  A  et  d'une  surface  du  2""=  ordre 
2,  faiscms  passer  des  coniques  |{.  Supposons  que  la  conique  A  varie  dans 
toute  l'étendue  d'un  complexe  (A)  d'ordre  i\  les  coniques  D  engendrent 
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alors  un  complexe  (B),  d'ordre  i — 1.  Ce  dernier  a  pour  droites-coniques 
celles  de  (A),  et,  en  outre,  les  cordes  de  contact  des  coniques  A  bitaugentes 
à  2.  On  voit  aisément  que  ces  dernières,  avec  leurs  plans,  contiennent 
6  —  i  arbitraires,  c'est-ù-dire  qu'elles  forment  une  suite  de  droites-co- 
niques de  1'''  espèce  de  (B).  Dans  cette  suite  sont  comprises  les  droites-co- 
niques de  \'''  espèce  de  (A).  Les  droites-coniques  de  2"""  espèce  de  (A)  for- 
ment une  autre  série  distince  de  droites-coniques  de  1  '''  espèce  de  (B)  ;  enfin 
les  droites-coniques  de  5'""  espèce  de  (A)  forment  des  droites-coniques  de 
2""^  espèce  de  (B).  Ainsi  le  complexe  (B)  ne  contient  pas  de  droites-coniques 
au-dessus  de  la  2""^  espèce.  Si  (A)  est  dans  le  même  cas,  (B)  ne  contient  plus 
de  droites-coniques  au-dessus  de  la  1''''  espèce. 

Par  les  4  points  («rj  d'intersection  d'une  conique  B  avec  la  surface  i,  il  ne 
passe,  en  général,  qu'une  conique  A.  Pur  suite,  les  deux  points  (p),  où  une  co- 
nique A  rencontre  un  plan  fixe  P,  sont  déterminés  d'une  seule  manière  par  les 
points  (c-)  où  elle  coupe  la  surface  2,  Pour  exprimer  algébriquement  cette  dé- 
pendance entre  les  points  (p)  et  les  points  (t),  remarquons  que,  les  points 
(t)  étant  donnés,  la  position  des  points  (p)  est  définie  si  l'on  donne  la  distance 
5  du  milieu  de  leur  segment  au  point  où  l'intersection  du  plan  des  points 
((t)  et  du  planP  rencontre  une  droite  fixe  du  plan  P.  La  distance^  et  la  con- 
dition que  les  points  {p)  et  (t)  soient  sur  une  même  conique  déterminent, 
en  effet,  d'une  seule  manière  le  couple  de  points  {p).  11  existe  donc,  entre 
S  et  les  variables  définissant  la  position  des  points  (o-) ,  une  relation  du 
1"  degré  en  S,  c'est-à-dire  de  la  forme  vS  —  u  =  0,  v  et  u  étant  des  fonc- 
tions des  variables  définissant  les  points  (o-).  Il  est  clair  qu'on  peut  supposer 
que  u  et  v  ne  sont  pas  constamment  nuls  lorsqu'on  assigne  aux  points  (t) 
toutes  les  positions  compatibles  avec  le  complexe  (A);  car,  si  cela  était,  on 
pourrait  substituer  à  la  relation  v^  —  u=  0  une  autre  relation  de  même 
forme,  où  ce  fait  n'arriverait  pas.  Si  l'on  joint  à  cette  relation  les  i — 1 
relations  w=  0  qui  ont  lieu  entre  les?  arbitraires  définissant  la  position  des 
points  (c-),  on  a  toutes  les  équations  de  condition  définissant  le  complexe 
(A).  Les  i  —  1  équations  telles  que  iv  =  0  définissent  le  complexe  (B)  ;  et, 
en  général,  n  équations,  n'ayant  lieu  qu'entre  les  arbitraires  des  points  (t), 
définissent  un  complexe  d'ordre  n,  tel  que,  par  chaque  groupe  de  points  (t), 
passent  une  infinité  de  coniques  du  complexe.  En  d'autres  termes,  ce  com- 
plexe peut  être  considéré  comme  déduit  d'un  complexe  d'ordre  n-j-  1,  de 
la  même  façon  que  B  est  déduit  de  (A). 

La  relation  vo  —  u=::0  définit  un  complexe  du  1"  ordre  (Ki),  qui  con- 
tient le  complexe  du  2'"^'  ordre  (K,),  défini  par  les  relations  11  =  0,  m  =  0. 

Les  deux  complexes  (B)  et  (KJ,  d'ordre  i —  1   et  1,  ont  en  commim  le 

complexe  (A)  d'ordre  i.  Mais,  en  général,  ils  ont  en  commun,  en  outre,  un 

autre  complexe  du  même  ordre.  Pour  que  deux  coniques  B  et  li^  coïncident, 

il  faut,  comme  on  le  reconnaît  inmiédiatement,   qu'elles  coïncident  avec 

u  .  2 
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une  conique  A,  ou  qu'elles  appartiennent  au  complexe  (K,).  Donc,  si  le  com- 
plexe (A)  ne  comprend  pas  toutes  les  coniques  communes  à  (B)  et  à  (KJ,  il 
faut  que  les  deux  complexes  [(13)  et  (K,)  aient  en  commun  un  complexe 
d'ordre  i,  ou  d'ordre  inférieur.  Ce  dernier  cas  ne  saurait  avoir  lieu  :  il  fau- 
drait, en  effet,  pour  qu'il  eût  lieu,  que  les  deux  équations  v^O,  u=0  ren- 
trassent dans  le  système  des  équations  w  =  0,  c'est-à-dire  que  v  et  «fussent 
nuls;  dés  que  les  points  (o-)  satisfont  aux  équations  iu  =  0,  ce  qui  est  con- 
traire à  l'hypothèse  faite  plus  haut. 

Si  la  surface  s  est  quelconque,  il  y  a  effectivement  un  complexe  autre 
que  (A)  commun  à  (B)  et  à  (K,).  Il  suffit,  pour  le  prouver,  de  montrer  qu'il 
existe  des  coniques  communes  à  ces  deux  complexes,  qui  n'appartiennent 
pas  à  (A).  Or  on  en  obtient  en  prenant  celles  qui  satisfont  aux  relations 
iv  =  0  et  M  =  0,  v  =  0.  Donc  les  complexes  (B)  et  (Kj)  ont  effectivement  en 
commun  un  complexe  (A'),  d'ordre  i.  C'est-à-dire  que  les  i  +  l  équations 
M  =  0,  i>  =  0,  w  =  0,  ...  se  réduisent  à  i  équations,  qui  n'ont  lieu  qu'entre 
les  coordonnées  des  points  (o-). 

Le  complexe  (A'),  défini  de  cette  façon,  peut  être  considéré  comme  déduit 
d'un  complexe  (AJ,  de  l'ordre  i  -f- 1,  de  la  même  manière  que  (B)  est  déduit 
de  (A).  Par  conséquent,  (A')  ne  contient  pas  de  droites-coniques  de  o""^  es- 
pèce. On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

A  tout  complexe  de  coniques,  d'ordre  i,  on  peut  joindre  un  autre  complexe 
du  même  ordre  ne  contenant  pas  de  droites-coniques  de  o"""  espèce,  et  tel  que 
l'ensemble  de  ces  deux  complexes  constitue  le  complexe  complet  commun  à 
deux  complexes  séparés  du  l*"""  ordre  et  d'ordre  i  —  1 . 

Mais  on  peut  aller  plus  loin  et  déduire,  d'une  manière  analogue,  du  com- 
plexe (A')  un  autre  complexe  du  même  ordre  qui  ne  contienne  de  droites- 
coniques  ni  de  la  3"'%  ni  de  la  ^■"e  espèce. 

D'un  complexe  (C)  d'ordre  j,  on  peut  déduire  un  complexe  (D)  d'ordre 
j  —  2,  qui  contienne  (C),  en  imposant  aux  coniques  D  de  rencontrer  une 
surface  du  '•I'""  ordre  :i:  en  o  points  par  où  l'on  puisse  mener  une  conique  C. 
11  est  très-aisé  de  voir  que  la  plus  haute  espèce  des  droites-coniques  de  (G) 
est  la  l'^S  c'est-à-dire  que  chaque  droite-conique  de  ce  complexe,  avec  son 
plan,  ne  contient  pas  plus  de  5  —  (j  —  2)  arbitraires. 

l'ar  5  points  {t)  d'intersection  d'une  conique  C  avec  l,  il  ne  passe  pas,  en 
général,  d'autre  conique  du  complexe  (C),  en  sorte  que  le  4""-' point  (Tj  est 
déterminé  d'une  seule  manière  par  les  5  autres.  Ce  ■4""^'  point  peut  être  dé- 
fini par  la  condition  d'être  dans  le  plan  des  5  autres  et  par  une  coordonnée 
qui,  cette  condition  remplie,  le  détermine  d'une  seule  manière;  Cette  coor- 
donnée sera,  si  l'on  veut,  la  posilioii  (Ui  point  où  la  génératrice  rectiligne 
de  2,  passant  en  a^,  rencontre  une  directrice  roctiligue  fixe  de  cette  sur- 
face. Celle  coordonnée  x  sera  donc  liée  aux  arbitraires  des  5  autres  points 
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par  une  relation  telle  que  Lv  —  s  =  0,  où  t  cls  no  contiennent  que  les  coor- 
données de  o  points  (o-). 

Si  l'on  applique  ces  résultats  aux  complexe  (Ai),  on  voit  que  la  relation 
tx  —  s=:  0,  jointe  au  complexe  (D),  définit  le,  complexe  (A').  Les  équations 
qui  définissent  le  complexe  (D)  sont  i  —  1  équations  telles  que  z  =  0,  zne 
contenant  que  les  coordonnées  de  5  points  (c-),  situés  sur  la  surface  2.  On 
conclura,  comme  plus  haut,  que  le  complexe  commun  à  (D)  et  au  complexe 
(K'j),  défini  par  tx  —  s=  0,  se  compose  du  complexe  (A')  et  d'un  complexe 
(A")  de  môme  ordre  i,  et  défini  par  les  relations  f  =  0,  s  =  0,  2  =  0  ...,  au 
nombre  de  i  +  l,  qui  se  réduisent  à  /  relations  entre  les  coordonnées  de 
3  points  (o-).  Par  suite,  (A")  se  déduit  d'un  complexe  d'ordre  i+2,  comme 
(D)  de  (C).  Donc  ce  complexe  (A")  ne  contient  pas  de  droites-coniques 
de  5""-',  ni  de  2'"'=  esi)éce. 

On  peut  représenter  cette  dépendance  des  complexes  ci-dessus  de  la  ma- 
nière suivante  :  (A)  et  (A']  constituant  le  complexe  complet  commun  à  (B) 
et  (KJ,  on  écrira 

(Â)+(A')  =  (B,KJ, 

et  de  même 
d'où 


;a')  +  {A")  =  (1),k;) 


(A)  +  (d,k;)  =  (â")  +  (b,kj. 

En  considérant  une  conique  comme  un  élément  de  l'espace,  ainsi  que 
Plûcker  l'a  fait  pour  la  ligne  droite,  on  peut  désigner  les  coniques,  en  nom- 
bre fini  ou  infini,  communes  ù  deux  complexes,  comme  Yinterseclion  de  ces 
complexes.  L'ensemble  de  toutes  les  coniques  communes  à  deux  complexes 
sera  dite  Vmtersection  complète  de  ces  complexes.  Avec  ces  définitions,  la 
relation  ci-dessus  peut  être  énoncée  de  la  manière  suivante  : 

Théorème  L  —  A  tout  complexe  de  coniques,  cVordre  i,  on  peut  joindre 
l'intersection  complète  de  deux  complexes  d'ordre  1  eti  —  1 ,  tels  que  V en- 
semble de  ces  deux  complexes,  d'ordre  i,  se  compose  de  V intersection  com, 
plète  de  deux  complexes  d'ordre  \  et  i — [,  et  d'un  autre  complexe  d'ordre 
i ,  ne  contenant  pas  de  droites-coniques  de  5""^,  ni  de  2""^  espèce. 

On  peut  remarquer,  d'après  la  manière  dont  ce  résultat  a  été  obtenu,  que 
(B)  ne  contient  pas  de  droites-coniques  de  S""*^  espèce,  et  que  (D)  n'en  con- 
tient ni  de  2"'%  ni  de  o""'  espèce. 

A  peine  est-il  besoin  d'ajouter  que  les  mêmes  propriétés  appartiennent 
aux  complexes  plans  de  coniques. 

Le  théorème  que  je  viens  de  démontrer  va  permetter  d'établir  avec  une 
grande  facilité  les  trois  théorèmes,  relatifs  aux  coniques  dans  l'espace,  qui 
sont  les  analogues  du  théorème  de  M.  Cremona  pour  les  coniques  dans  le 
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plan.  On  verra  sans  peine  que  la  même  démonstration  pourrait  s'appliquer 
à  ce  dernier.  De  même  aussi  on  pourrait  démontrer  les  trois  théorèmes  dont 
il  s'agit  par  des  procédés  analogues  à  celui  que  j'ai  employé,  dans  la 
2""'  partie,  pour  démontrer  le  théorème  de  M.  Cremona.  Mais  cette  démon- 
stration entraînerait  à  de>  développements  fastidieux ,  que  l'on  évite  en 
suivant  la  marche  qui  va  être  exposée. 

UI.  —  COMQLES  COMMUNES  K   DEUX  COMPLEXES. 

Le  théorème  démontré  au  début  de  cette  5""^  partie  fait  connaître  le 
nombre  des  coniques  communes  à  un  système  et  à  un  complexe  du  l'^''  ordre, 
ou  le  nombre  des  intersections  du  système  et  du  complexe.  Je  vais  m'occuper 
maintenant  de  la  recherche  de  ce  même  nombre  pour  deux  complexes  dont 
la  somme  des  ordres  est  égale  à  8.  Voici  l'énoncé  du  théorème  unique  qui 
renferme  la  solution  du  problème. 

Théorème  11.  —  Le  nombre  des  coniques  d Un  complexe  d'ordre  i,  (ju-i  ap- 
partiennent en  même  temps  à  un  autre  complexe  d'ordre  8 — z,  est  repré- 
senté par  nn  polynôme  homogène,  de  decjré  8  —  i,  à  5  variables,  d,  F,  p, 
dont  les  coefficients  dépendent  du  second  complexe  seulement,  et  dans  lequel 
on  remplace  chaque  expression  de  la  forme  d^V  p  ~'~^~  jyar  le  nombre  des 
coniques  du  premier  complexe  qui  rencontrent  j  droites,  touchent  k  plans,  et 
dont  les  plans  passetit  par  8  —  i  — j  —  /."  points. 

Si,  dans  cet  énoncé,  on  suppose  i  égal  à  7,  le  premier  complexe  est  un 
système,  et  le  théorème  ne  diffère  pas  de  celui  qui  a  été  démontré  au  cha- 
pitre 1  de  cette  5'"'^  partie. 

Pour  démontrer  d'un  seul  coup  ce  théorème  dans  toute  sa  généralité,  nous 
albns  supposer  qu'il  soit  vrai  pour  une  valeur  de  i,  et  en  conclure  son 
exactitude  pour  la  valeur  immédiatement  inférieure. 

L'hypothèse  consiste  donc  en  ce  que  le  nombre  des  coniques,  communes 
à  un  complexe  (C,  +  i)  d'ordre  i  -h  1  et  à  un  complexe  d'ordre  7  —  i, 
(C7--,),  est  représenté  par  une  forme  ternaire,  en  d,  V,p,  de  degré  7  —  i, 
dont  les  coefficients  dépendent  seulement  du  complexe  (€;_,).  Nous  dési- 
gnerons par  m^  _  j  cette  forme  ternaire,  que  nous  appellerons  le  module  du 
complexe  (C;-,). 

Soit  maintenant  un  complexe  d'ordre  i,  (C,).  Les  coniques  de  ce  com- 
plexe, qui  rencontrent  une  droite,  forment  un  complexe  (E)  d'ordre  j-h  1. 
Le  nombre  des  conicjues  de  (li)  qui  rencontrent  j  droites,  touchent  k  plans, 
et  dont  les  plans  passent  par  7  — j  —  k  —  i  points  n'est  autre  que  celui 
des  coniques  C<  qui  rencontrent  j-\-\  droites,  touchent  k  plans,  et  dont 
les  plans  passent  par  7 — j — k  —  i  points,  ce  que  nous  représentons 
symboliquement  par  (</^  '  V  p  ~'~  ~').  Par  suite,  le  nombre  des  coniques 
communes  à  (E)  et  à  (Ct-,)  est,  d'après  l'hypothèse,  représenté  symboli- 
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quement  par  le  produit  ilm-,_i,  où  l'on  doit  remplacer  chaque  expression 
{d!V })  ~'~  ~')  par  le  nombre  des  coniques  C,,  qui  rencontrent  j  droites, 
touchent  k  plans,  et  dont  les  plans  passent  par  8  — j  —  k  —  i  points. 

De  la  même  façon,  le  nombre  des  coniques  communes  à  (C,),  (C7_j),  qui 
touchent  un  plan  est  représenté  par  le  produit  Pm7_<;  et  celui  de  ces  co- 
niques dont  les  plans  passent  par  un  point  est  représenté  par  pm7_,.  Donc 
les  5  caraclérisiiques  f^,  v,  o  du  système  des  coniques  communes  à  (C,)  et  à 
(Ct-,)  sont  respectivement  :  f/)?2-_,,  Viih_i,  pmT_i.  Par  suite,  d'après  le 
théorème  relatit  aux  systèmes  de  coniques,  le  nombre  des  coniques  com- 
munes à  ce  système  et  à  un  complexe  (C,)  d'ordrel,  est:  {o^d-\-ii?-]-yp)m-,_i, 
les  nombres  a,  3,  y  ne  dépendant  que  du  complexe  (CJ.  Or  cette  expression 
est  une  forme  de  degré  8  —  i  en  d,  F,  ;;,  et  elle  exprime  le  nombre  des  co- 
niques communes  au  complexe  (C,)  et  au  complexe  d'ordre  8  —  i,  inter- 
section complète  des  deux  complexes  (G,)  et  (C-_i).  Donc,  en  premier  lieu, 
si  le  théorème  est  exact  pour  une  valeur  de  i,  il  l'est  aussi  pour  la  valeur  im- 
médiatement inférieure,  quand  le  second  complexe  est  l'intersection  complète 
d'un  complexe  du  l*''  ordre  et  d'un  autre  complexe. 

Examinons  maintenant  le  cas  où  le  second  complexe  ne  satisfait  pas  à 
cette  dernière  condition.  Soit  donc  (C8_,)  un  complexe  quelconque  d'ordre 
8  —  i,  dont  nous  cherchons  le  nombre  des  intersections  avec  (Cj).  Prenons 
une  surface  du  2'"^  ordre  fixe  2,  et  considérons  les  couples  de  coniques  C,  et 
Cg.  j,  qui  se  coupent  en  4  points  sur  2.  On  voit  immédiatement  que  ces  cou- 
ples de  coniques  forment  deux  systèmes,  tels  que,  par  les  points  d'inter- 
section des  coniques  de  l'un  d'eux  avec  2,  passe  une  conique  correspondante 
de  l'autre  système. 

Les  coniques  qui  coupent  s  en  4  points  appartenant  à  une  conique  du 
complexe  (Cg-j)  forment  un  complexe  (Cr-,)  d'ordre  7  —  i;  et  l'un  des 
systèmes  (S)  est  celui  des  coniques  communes  à  (Cj)  et  à  (C7_;).  De  même, 
les  coniques  qui  coupent  :i  en  4  points  appartenant  à  une  conique  du  com- 
plexe (Cj)  forment  un  complexe  (C,'_i)  d'ordre  i  —  1;  et  l'autre  système 
(S')  est  celui  qui  est  commun  à  (Cg_,)  et  à  (C'/_i). 

Soit  0  un  point  de  2,  et  L,  L'  les  droites  de  la  surface  qui  passent  en  0.  Il 
n'y  a  pas  de  couple  de  coniques  correspondantes  des  deux  systèmes  (S)  et 
(S')  qui  se  coupent  à  la  fois  sur  L  et  surL'.  Par  conséquent,  les  seules  coni- 
ques de  l'un  ou  l'autre  de  ces  systèmes,  qui  rencontrent  à  la  fois  ces  deux 
droites,  sont  tout  entières  sur  s.  Cherchons-en  le  nombre. 

Pour  qu'une  conique  d'un  complexe  (C„)  soit  sur  une  surface  du  2'"'^^  ordre 
donnée  arbitrairement,  il  faut  que  l'ordre  n  de  ce  complexe  soit  non  supé- 
rieur à  5,  puisque  la  condition,  pour  une  conique,  d'être  située  sur  une  sur- 
face du  2'"''  ordre  donnée,  est  une  condition  quintuple.  Le  nombre  n  étant 
supposé  non  supérieur  à  3,  les  coniques  C„  qui  sont  sur  z  contiennent  - 
3  —  n  arbitraires;  et  il  en  est  de  même  de  leurs  plans. 


Dans  le  cas  actuel,  on  voit  qu'il  ne  peut  exister  sur  ^  que  des  coniques 
(rnn  seul  des  deux  complexes  (G,),  (C8_j).  Car  un  seul  des  deux  nombres  i, 
8  _  /  est  inférieur  à  A.  Si  l  est  égal  à  A,  il  n'existe  sur  2;  des  coniques 
d'nucun  des  deux  complexes.  Examinons  les  cas  où  i  est  un  des  nombres 
5,  6,  7. 

Si  «est  égal  à  5,  les  plans  des  coniques  C,  sont  arbitraires;  et,  dans  un 
plan  donné,  il  y  a  un  nombre  fini  de  ces  coniques.  Un  plan  donné  est  celui 
qui  passe  par  5  points  ;  par  suite,  ce  nombre  est  représenté  par  le  symbole 
{])').  D'autre  part,  il  y  a  un  nombre  fini  c  de  coniques  du  complexe  Cg  _,, 
dont  l'ordre  est  ici  égal  à  0,  situées  sur  2.  Cbacnne  de  ces  coniques  appar- 
tient au  système  S',  et  correspond  aux  (p^)  coniques  Cj  situées  dans  son 
plan.  Il  y  a  donc  cp^  couples  de  coniques  correspondantes,  tel  que,  dans 
cbaquo  couple,  la  conique  du  système  S'  rencontre  les  deux  droites  L  etL'. 

Si  i  est  égal  à  6,  les  plans  des  coniques  du  complexe  (G,)  enveloppent 
une  surface,  dont  la  classe  est  représentée  par  le  symbole  (p-).  D'autre  part, 
les  plans  des  coniques  G8_,,  qui  sont  sur  :£,  enveloppent  une  développable, 
dont  soit  c'  la  classe.  Il  y  a  c'p^  coniques  de  S'  rencontrant  les  droites  L  et  L'. 
Le  cas  où  i  est  égal  à  7  a  déjà  été  examiné  plus  haut  (ch.  l). 

Ainsi,  quand  i  est  au  moins  égal  à  4,  le  nombre  des  coniques  S'  rencon- 
trant les  droites  L  et  U  est  de  la  forme  cp  ~\  c  étant  un  nombre  qui  ne 
dépend  que  du  complexe  (Gs-i).  Le  cas  où  i  =  i  n'est  pas  excepté;  car  le 
symbole  (/)*)  est  nul. 

Faisons  maintenant  la  perspective  plane  des  deux  systèmes  S  et  S',  en  pla- 
çant l'œil  en  0.  Nous  obtenons,  sur  le  tableau,  deux  systèmes  Sj,  Sj  de  co- 
niques qui  se  correspondent  une  à  une,  de  telle  sorte  que  deux  coniques 
correspondantes,  perspectives  de  deux  coniques  correspondantes  de  l'espace, 
déterminent  une  involution  avec  les  traces  des  droites  L  et  L'  sur  la  droite 
((ui  joint  ces  deux  traces,  /,  V.  U  y  a  de  plus  cp  "  '  couples  de  coniques 
correspondantes  des  deux  systèmes  Si,  S',,  tels  que,  dans  chaque  couple,  la 
conique  de  S,  passe  aux  points  /  et  /'. 

On  déduit  de  là,  comme  on  l'a  fait  plus  haut,  que  le  nombre  des  coniques 
conmiunes  aux  deux  systèmes  Sj,  S\  est  égal  à  la  l'*"  caractéristique  du  sys- 
tème S,,  augmentée  de  cp  '~\  moins  la  valeur  totale  (les  droites-coniques 
communes  aux  deux  systèmes,  laquelle  est  la  même  dans  chacun  de  ces  systè- 
mes. Si  p  est  la  o"""  caractéristique  du  système  S,  2p  est  la  valeur  totale  des 
dioites-coniques  communes  aux  deux  systèmes,  et  perspectives  de  coniques 
|)ropres.  Par  suite,  en  appelant  p.  la  1'"  caraclèristi(iue  du  même  système, 
et  M  la  valeur  totale  des  droites-coniques,  communes  aux  deux  systèmes 
et  perspectives  de  droites-coniques,  le  nombre  cherché  est  égal  à 
l^-hcp        — 2p  —  w. 

Supposons  maintenant  que  le  comjjlcxe  (Ch_,)  ne  contiemn^  pas  de  droi- 
tes-coniques au-dessus  de  la  1  "'  espèce  :  cela  signifie  que  chacune  de  ces 
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droites-coniques,  avec  son  plan,  contient  au  plus  5—  (8  —  i)  arbitraires, 
ou,  en  d'autres  termes,  que  l'ensemble  de  cette  droite  et  de  son  plan  satisfait 
au  moins  à  8  —  i  conditions.  D'autre  part,  le  plus  grand  nombre  d'arbi- 
traires que  la  même  figure  contient  dans  le  complexe  (C,)  est  7  —  i.  Donc, 
si  les  deux  complexes  n'ont  aucune  liaison,  il  n'y  a  pas  de  droites-coniques 
communes  aux  deux  complexes  dont  les  plans  coïncident.  Par  suite,  il  n'y 
a  pas  dans  le  système  (S)  de  droites-coniques  ayant  pour  correspondante 
une  droite-conique  de  (Cs-,).  Donc,  dans  l'hypothèse  où  l'on  s'est  placé,  le 
nombre  w  est  nul.  Le  nombre  des  coniques  communes  à  (C,)  et  (Cg-,)  est 
alors  simplement  égala  :  y. -t-cp**"' —  2p.  Or  y.  et  o  sont  deux  caracté- 
ristiques du  système  commun  à  (C,)  et  à  {C^_i).  Elles  sont  donc  égales  à 
dr)h_i  et  pm'-^i,  ïn7_,  étant  le  module  du  complexe  (C'7_,).  Les  coeffi- 
ciens  de  ce  module  ne  dépendent  que  du  complexe  (C^-,).  Par  suite,  le 
nombre  des  coniques  communes  à  (C;)  et  (€«_;)  est  exprimé  par  la  formule  : 
{d —  1p)m\ _  i -\- cp'^  ~  \  qui  vérifie  le  théorème.  Donc,  si  le  théorème  est 
exact  pour  une  valeur  de  i,  au  moins  égale  à  5,  il  lest  aussi  pour  la  valeur 
immédiatement  inférieure,  quand  le  second  complexe  ne  contient  pas  de 
droites-coniques  d'espèce  supérieure  à  la  première. 

Si  le  complexe  (C8_;)  contient  des  droites-coniques  d'espèce  supérieure 
à  la  l""*",  on  sait,  d'après  le  théorème  I,  page  19  de  cette  5™*  partie,  qu'on 
peut  y  joindre  un  complexe  (D,  K'J  intersection  complète  de  deux  complexes 
dont  l'un  (K',)  est  du  l*"""  ordre,  de  telle  sorte  que  l'ensemble  (C8_,)  et 
(D,  K'j)  soit  décomposable  en  une  intersection  complète  (B,  KJ  et  un  com- 
plexe (C'a  _,)  ne  contenant  pas  de  droites-coniques  d'espèce  supérieure  à  la 
première.  En  désignant  par  N(A,  B,  ...)  le  nombre  des  coniques  communes 
aux  complexes  (A),  (B),  ...,  on  déduit  de  la  relation  : 

(C8-i)  +  (D,K;)  =  (C8-0  +  (B,K,}, 

la  suivante  : 

^Cu  Cs-i)  +  >'(C,.  D,  k;)  =  >(C,-,  Ce  _  , )  +  Wi,  B,  K,). 

D'après  les  deux  théorèmes  précédents,  les  5  derniers  nombres  sont  ex- 
primés par  des  formes  de  degré  8  —  i  en  d,  p,  P,  dont  les  coefficients  ne 
dépendent  pas  de  (C,).  11  en  est  donc  de  même  du  premier  de  ces  nombres. 
Donc  le  théorème  est  démontré  pour  toutes  les  valeurs  de  i  au  moins  égales 
à  4. 

11  est  bien  facile  de  l'étendre  aux  autres  valeurs  de  i.  11  suffit  pour  cela 
de  déduire  de  la  relation  :  N(C„  Cg.,)  =ms-i,  où  i  est  au  moins  égal  à  4, 
l'expression  du  même  nombre  IV(C„C8_j)  en  fonction  des  symboles 
(</-'PV "■'"*),  qui  expriment  le  nombre  des  coniques  de  (Cg-,),  qui  rencon- 
trent j  droites,  louchent  h  plans,  et  dont  les  plans  passent  par  i — j  —  k 
points. 
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Remplaçons,  à  cet  effet,  (Cg.,)  par  le  complexe  [jdrjcp,  {i  —  j—k)pl], 
dans  la  relation  :  N(C,,  Cg-,)  =)"«_,•  On  en  conclura 

OU 

{tV  P*  ^;'  -  J  -  i)  =  f/JP*p'  -  J  -  hriH  -  ,■ , 

relation  dans  le  second  membre  de  laquelle  chaque  symbole  cl'^  p  ~  '  " 
représente  le  nombre  des  coniques  qui  rencontrent/  droites,  touchent  k' 
plans,  et  dont  les  plans  passent  par  8  —  i'  —  A' points.  On  pourra  former 
autant  de  relations  analogues  qu'il  y  a  de  manières  de  choisir  les  nombres 
j,  k.  Comme  i  —  j  —  k  ne  peut  être  supérieur  à  5,  on  peut  choisir  ces 
nombres  de  toutes  les  manières  qui  rendent  j  +  k  au  moins  égal  à  i  —  3 
et  au  plus  égal  à  i,  c'est-à-dire  de  4i  —  2  manières.  D'autre  part,  le  mo- 
dule nis-i  contient  -^^ 4) termes,  si  i  est  7,  0  ou  5,  et  un  de 

moins,  si  i  est  égal  à  4.  On  reconnaît  sans  peine  que  ce  nombre  des  termes 
de  wJs-i  Psl  inférieur  à  ii  —  2,  excepté  dans  le  cas  où  i  est  égal  à  4  :  ces 
deux  nombres  sont  alors  égaux.  Des  4/  —  2  équations,  on  peut  tirer  les 
valeurs  des  coefficients  de  m^-i  exprimés  en  fonction  linéaire  et  homogène 
des  symboles  (ri^PV~^~  ).  Si,  dans  la  relation  N(Ci,  C8_j)  =î?t8_,,  on 
regarde  les  symboles  {d'V  p  -«-j-  ^  cm^^j^^e  des  coefficients  donnés,  défi- 
nissant le  complexe  (C,),  et  qu'on  remplace  les  coefficients  de  mg-,  par  les 
valeurs  tirées  des  Ai  —  2  équations,  on  aura  le  nombre  N(Cj,  Cs_i)  exprimé 
par  une  fonction  linéaire  et  homogène  des  symboles  {d'^  P~'~  ),  dont  les 
coefficients  ne  dépendent  pas  de  (Cg-,)-  Donc  le  théorème  est  général. 

Dés  que  i  surpasse  5,  le  nombre  des  équations  par  lesquelles  on  déter- 
mine les  coefficients  de  m^_i  surpasse  celui  des  inconnues.  On  en  conclut, 
comme  pour  le  cas  des  coniques  dans  le  plan  (2""'  partie,  p.  256),  que  les 
nombres  (rf^l'V"^  *)  i^elatifs  à  un  complexe  d'ordre  8  —  i  quelconque 
satisfont  à  certaines  relations,  grâce  auxquelles  le  module  d'un  complexe 
d'ordre  i  peut  être  réduit  à  un  nombre  de  tei'mes  inférieur  à  celui  qui  est 
indiqué  par  son  degré  i.  Mais  la  même  propriété  subsiste  encore  pour  des 
valeurs  de  i  inférieures  à  5,  ainsi  que  je  vais  le  montrer. 

On  a  trouvé  plus  haut  que,  si  i  est  au  moins  égal  à  4,  le  nombre  des  co- 
niques communes  à  (C,)  et  (Cs-,)  est  représenté  par  {d  —  'ip)m'-_i  -^cp"  ' , 
si  [Cg-i)  ne  contient  pas  de  droites-coniques  au-dessus  de  la  l"""  espèce. 
On  voit  donc  que,  dans  ce  cas,  le  module  de  (G8_,),  qui  est  précisément 
égal  à  cette  exjjression,  ne  contient  pas  la  puissance  (8 — i)''"""  de  P.  Mais 
wt7_,  est  le  module  du  complexe  {G't  -i)  qui  ne  contient  pas  non  plus  de 
droites-coniques  au-dessus  de  la  l"  espèce.  Donc  la  puissance  (7  —  i)''^'"^  de 
V  manque  aussi.  Kii  iTiisoimaiil  de  même  sur  (C7_  <),  ou  arrive  à  celte  con- 
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clusion  :  Le  module  (Vnn  complexe,  d'ordre  non  supérieur  à  4,  qui  ne  con- 
tient pas  de  droites-coniques  au-dessus  de  la  l""''  espèce,  ne  comprend  pas  de 
terme  en  P. 

Toujours  dans  l'iiypothèse  i^4,  on  peut  supposer  que  le  complexe  ^Cj) 
est  un  complexe  plan.  Tous  les  symboles  {d-Vp~^~'~'  )  qui  y  sont  relatifs 
s'évanouissent  si  l'exposant  de;;  n'y  est  pas  nul.  Par  conséquent,  les  coef- 
ficients d'un  module  ??J8-n  tjwi  affectent  les  termes  ne  contenant  pas  (/>), 
sont  les  mêmes  que  leurs  analogues  dans  le  module  d'un  complexe  plan 
satisfaisant  aux  conditions  qui  définissent  le  complexe  (Cg-,).  Il  en  résulte, 
en  premier  lieu,  que  si  8  — i  est  égal  à  2,  et  que  le  complexe  (C,)  ne  con- 
tient pas  de  droites-coniques  de  5""*  espèce,  le  module  m=,  ne  contient  pas 
le  terme  en  P-,  attendu  que  la  propriété  analogue  a  été  démontrée  plus 
haut  (2'n«  partie,  p.  2ôoj  pour  un  complexe  plan  du  2™^  ordre.  Le  même  ré- 
sultat peut  d'ailleurs  être  démontré  au  moyen  de  la  relation 

{C8_,)  +  (D,K,)  =  lC;_,)4-(B,K.), 

qui  s'applique  également  aux  modules  des  complexes  entrant  dans  celle  re- 
lation. Les  complexes  (C8_,)  et  (D)  ne  contiennent  pas  de  droites-coniques 
au-dessus  de  la  l""  espèce.  Par  conséquent,  la  relation  ci-dessus,  appliquée 
aux  modules,  montre  c[ue  les  termes  en  P,  dans  le  module  de  (C8_,)  sont  : 
1*^  des  termes  du  l'"''  degré  venant  du  module  de  (K,);  2''  ceux  qui  provien- 
nent du  produit  des  modules  de  (Bj  et  de  (KJ.  Si  (B)  ne  contient  pas  de 
droites-coniques  au-dessus  de  la  1'^*'  espèce,  ces  derniers  termes  se  réduisent 
au  1*"^  degré.  Ce  fait  se  produit  si  (Cs-i)  ne  contient  pas  de  droites-coniques 
au-dessus  de  la  2'"^  espèce.  On  peut  donc  dire  que  :  Si  un  complexe  d'ordre 
non  supérieur  à  A  ne  contient  pas  de  droites-coniques  aii-dessus  de  la 
2'""  espèce,  son  module  ne  contient  pas  V  au-dessus  du  1"  degré.  Et,  en  appli- 
quant, dans  le  cas  général,  ce  résultat  au  complexe  (B),  on  peut  dire  que  : 
Le  module  de  tout  complexe  d'ordre  non  supérieur  à  4  >ze  contient  pas  P  au- 
dessus  du  2'""  degré. 

Prenons  i  =  o;  le  module  de  (Cg-,)  ou  [C.)  ne  contient  pas  le  terme  en 
P'.  11  en  est  donc  de  même  du  module  du  complexe  des  coniques  touchant 
5  plans.  Par  suite,  le  nombre  des  coniques  d'un  complexe  du  u"""  ordre  quel- 
conque qui  touchent  5  pkms  est  lié,  par  une  relation  indépendante  de  ce  com- 
plexe, aux  autres  nombres  caractéristiques  du  même  complexe. 

De  même,  si  on  fait  i  =  A,  on  conclut  encore  que  les  nombres  (P*),  (P'v/), 
(P'/;),  relatifs  à  un  complexe  du  4""'  ordre  quelconque,  sont  liés  par  ô  rela- 
tions indépendantes  de  ce  complexe  atix  autres  nombres  caractéristiques  du 
même  complexe. 

Toutes  ces  relations  sont  linéaires  et  homogènes.  Soit  U  =  0  l'une  d'elles  ; 
il  est  clair  qu'on  peut  prendre  pour  module  de  (Cg-,)  son  module,  qui  ne 
contient  pas  P  au-dessus  du  2™"=  degré,  augmenté  d'un  lerine  tel  que  ).U, 
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>  élanl  niip  constnnto  arbitraire.  On  peut  donc  modifier  les  énoncés  ci-des- 
sus, on  disant  que  !(•.<<  modules  des  complexes  d'ordre  5  ef  4  contiennent  les 
premiers  u.ne,  les  seconds  trois  constantes  arbitraires,  dont  on  peut  disposer 
de  manière  à  annuler  u.n  ou  trois  coefficients. 

Il  serait  facile  de  former  les  relations  telles  queU  =  0,  soit  directement, 
soit  par  la  considération  des  complexes  plans,  grâce  à  laquelle  on  peut 
aussi  obtenir  une  nouvelle  démonstration  de  la  même  proposition.  Je  ne 
m'y  arrêterai  pas. 

Au  sujet  des  modules  des  complexes  d'ordre  supérieur  à  4,  la  méthode 
employée  pour  les  former  montre  que  le  nombre  de  leurs  coefficients  peut 
être  réduit  au  même  nombre  que  celui  des  coefficients  d'un  module  de  degré 
complémentaire  à  8. 

En  suivant  exactement  la  méthode  employée  dans  la  2'""  partie,  p.  236, 
on  démontrera  facilement  le  théorème  suivant,  qui  complète  la  théorie  ac- 
tuelle : 

Théorème  III.  —  Le  module  de  V intersection  complète  de  denr  complexes 
est  égal  au  produit  des  modules  de  ces  complexes;  et,  en  particulier,  le  nom- 
bre des  coniques  communes  à  plusieurs  complexes  dont  la  somme  des  ordres 
est  égale  à  8,  est  représenté  par  le  produit  des  modules  de  ces  complexes,  où 
l'on  doit  remplacer  chaque  terme  tel  que  d'V  p  ^  ^  "  parVe  nombre  des  co- 
niques qui  rencontrent  j  droites,  touchent  k  plans,  et  dont  les  plans  passent 
par  (8  — j  —  k)  points. 

Je  terminerai  ce  chapitre  en  citant  quelques  exemples  des  théorèmes 
qu'il  renferme.  J'en  emprunterai  les  éléments  au  mémoire  de  M.  Chasies 
dont  il  a  été  déjà  question  au  début  de  cette  2*"^  partie. 

Outre  les  conditions  simples  de  rencontrer  des  droites,  toucher  des  plan?, 
et  que  les  plans  des  coniques  passent  par  des  points  donnés,  M.  Chasies  a 
considéré  les  conditions  multiples  suivantes,  en  regard  de  chacune  des- 
quelles j'écris  son  module  : 

Condition  double...  O^  de  passer  parun  point  donné:  m.,=:p[d  —  ^p) 

Condition  triple. .. .  Tj  de  loucher  un  plan  en   un 

point  donné :   m.  =  ^  pV{d —  2p) 

1(1 Ar,  de  toucher  une  droilti :  m'.=p-(V  —  "Ip) 

Condition  quadruple  A^  de  toucher  une  droite  en  un 

point  donné :  m^  =  -  p*  (P  —  2/;)  {d  —  2p). 

On  |icnl  vérifier  (pie  les  caracléristiques  des  différents  systèmes  consi- 
dérés |i;ir  M.  Chasies,  et  loi'niés  avec  ces  conditions,  concordent  avec  celles 
qu'on  ohliendiail  en  les  (  alcnlanl  au  moyen  de  ces  modules.  Par  exemple, 
les  caracléristiques  du  système  (51',  O.i  sont,  d'après  M,  Chasies,  8,  4,  6. 
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D'après  [les  théorèmes  ci-dessus,  elles  sont  aussi  r/P"w,,  V^m-,  et  pV'nu  ; 
c'est-à-dire 

P0)n.,  =  (l  Pc»>  —  2PG/J-, 
pï>hn-'  =  d  V^p  —  2P-7>'. 

Or.,  d'après  les  valeurs  des  caractéristiques  des  systèmes  définis  par  les 
seules  conditions  de  rencontrer  des  droites,  toucher  des  plans,  ou  que  les 
plans  des  coniques  passent  par  des  points,  valeurs  prises  dans  le  mémoire 
de  M.  Cliasles,  on  a 

D'où  l'on  conclut  (]V"^ni,  =  S,  \^^m,  =  A,  ])?^m,=^C),  conformément  au  ré- 
résultat de  M.  Cliasles. 

On  peut  faire  d'autres  vérifications  analogues  sur  la  même  condition  0,, 
en  considérant  les  systèmes  (lf//%  4P,  0,),  (1;;,  4P,  0,),  ...  ;  et  de  même  sur 
les  autres  conditions. 

M.  Cliasles  a  considéré  des  combinaisons  diverses  de  ces  conditions  : 

1"  Condition  triple  de  passer  par  un  point  donné  et  de  rencontrer. en  un 
second  point  une  droite  donnée  menée  par  le  point  donné.  Il  est  clair  que 
ceci  revient  à  la  simultanéité  de  la  condition  0^  et  de  la  condition  (l;j).  Le 
module  est  donc  égal  à  pm.,. 

2"  Condition  quadruple  de  passer  par  2  points  donnés.  Le  module  est 
ml^={dp  —  ^jrf  =  dp-((l  —  Ap).  La  réduction  provient  de  la  suppression 
du  ternie  ip'\  qui  peut  être  considéré  comme  nul. 

5"  Condition  quadruple  de  toucher  un  plan  en  un  point  donné,  et  de  ren- 
contrer une  seconde  fois  une  droite  donnée  passant  par  le  point  donné. 
Ceci  revient  à  la  simultauéité  des  conditions  T-  et  {\p).  Le  module  est  donc  : 
pm.  ;  etc. 

IV.   —    DÉTERMINATION    DU    NOMBRE    DES    SURFACES  DU   â'""  ORDRE  QUI  SATISFONT 
A  DES  CONDITIONS  DONNEES. 

Quand  on  cherche  les  coniques  propres  d'un  système  qui  satisfont  à  une 
condition  donnée,  on  est  obligé  de  mettre  à  part,  pour  retrancher  leur  va- 
leur du  nombre  total,  les  coniques  du  système  qui  sont  réduites  à  une  droite 
Cotte  obligation  s'impose  toutes  les  fois  que  la  condition  donnée  est  telle 
qu'elle  soit  satisfaite  par  une  droite  quelconque,  considérée  comme  une 
conique  aplatie.  11  n'y  a  pas  lieu  de  tenir,  de  même,  compte  des  coniques 
réduites  à  un  point  (ou  à  deux  droites):  la  condition  pour  une  conique  de  se 
réduire  à  deux  droites  est,  en  effet,  une  condition  simple.  Il  en  résulte 
qu'une  condition  qui  serait  satisfaite  par  toute  conique  réduite  à  deux  droites^. 
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se  décomposerait  en  une  condition  ne  jouissant  pas  de  cette  propriété,  et  la 
condition  de  réduction  à  deux  droites. 

En  général,  si,  dans  un  système  de  courbes,  on  veut  trouver  le  nombre 
des  courbes  propres  satisfaisant  à  une  condition,  il  faudra  mettre  à  part 
toutes  les  courbes  composées,  quand  la  possibilité  de  leur  décomposition 
exige  plus  d'une  condition  eu  égard  à  la  forme  générale  des  courbes  du 
système. La  même  remarque  s'applique  aux  systèmes  de  surfaces  :  ainsi,  dans 
un  système  do  surfaces  du  2""^  ordre,  il  faut  mettre  à  part  les  surfaces  ré- 
duites à  un  plan,  et  les  surfaces  réduites  à  une  droite  (ou  à  deux  plans).  Un 
plan,  qui  compte  comme  une  surface  du  S"""  ordre  dans  un  système,  sera  ap- 
pelé plan-quadratujue  ;  une  droite,  qui  compte  de  même  pour  une  surface 
du  :2""'  ordre  dans  un  système,  ï'Ora  appelée  droUe-qnadnitique.  J'appelle 
auss\  point-conique,  dans  un  système  de  coniques,  un  point  auquel  se  réduit 
une  conique  du  système. 

Soit  (A)  un  système  de  surfaces  A  du  S"""  ordre.  Les  sections  des  surfaces 
A  par  un  plan  fixe  P  forment  un  système  (a)  de  coniques  a.  L'indicatrice 
du  système  (a),  relative  à  une  droite  A  du  plan  P,  est  Vindicntrice  du 
système  (A),  relative  à  cette  droite.  Soit  u.  le  nombre  des  surfaces  A  qui 
passent  par  un  point,  v  le  nombre  des  surfaces  A  qui  touchent  une  droite. 
Ces  nombres  sont  les  caractéristiques  du  système  (a).  Les  droites-coniques 
de  (a)  sont  les  intersections  de  P  et  des  plans-quadratiques  de  (A).  Soit  w  la 
valeur  totale  de  ces  droites-coniques  ;  on  aura  la  relation  :  2fj.  —  v:=  w.  Le 
nombre  w  est  la  valeur  totale  des  plans-quadratiques  du  système  (A). 

Dans  un  système  plan  de  coniques,  (a),  on  a  une  relation  corrélative  de 
cette  dernière.  Ce  sera  :  2v —  f^  =  <?,  le  nombre  f  désignant  la  valeur  totale 
des  points-coniques  du  système.  La  valeur  d'un  poinl-conique  se  trouvera 
en  transformant  corrèlalivement  la  proposition  de  la  1"'  jiartie  (page  137)  ; 
c'est-à-dire  que,  pour  trouver  la  valeur  d'un  point-conique,  il  suffit  de  cher- 
cher les  coniques  d'axes  infiniment  petits,  dont  les  tangentes  issues  d'un  point 
arbitraire  divisent  harmoniquenient  un  angle  ayant  son  sommet  en  ce  point, 
et  dont  un  côté  est  à  dislance  infiniment  petite  du  premier  ordre  du  point- 
conique,  et  défaire  la  somme  des  ordres  des  carrés  des  angles  de  ces  tangentes. 

Dans  le  système  (a),  dérivé  du  système  (A),  les  points-coniques  pro- 
viennent des  droites-quadratiques  de  (A)  et  des  sui'faces  A  tangentes  à  P. 
Soit  /  la  valeiw  totale  des  premières,  et  p  celle  des  secondes;  on  aura  : 
|-j-hj^  =  2v — u.  ChercJions  pour  combien  d'unités  chaque  point-coniquo 
de  (a),  provenant  d'une  surface  A,  tangente  à  P,  figure  dans  le  nombre  (5. 

Soit  donc  A  une  surface  tangente  à  P  au  point  a,  et  A'  une  surface  du 
système,  infiniment  peu  différente  de  A.  Prenons  pour  infiniment  petit  du 
\''  ordre  la  dislance  des  centres  de  A  et  de  A'.  Le  plan  P  fait  un  angle  du 
i'"  ordre  avec  un  plan  tangent  à  A'  en  un  point  infiniment  voisin  de  a.  Par 
suite,  les  tangentes,  menées  d'un  point  arbitraire  0  du  plan  P  à  la  section 


I 
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a'  de  A'  par  P,  font  outre  elles  un  angle  de  l'ordre  ^-  La  conjuguée  harmo- 
nique L'  d'une  droite  arbitraire  L,  menée  par  0,  par  rapport  à  ces  tan- 
gentes, est  à  une  distance  du  centre  de  a'  de  l'ordre  du  carré  de  l'angle  de 
ces  tangentes,  c'est-à-diie  du  1"''  ordre.  D'ailleurs  a  et  le  centre  de  a'  sont 
à  une  distance  du  1"'  ordre.  Donc  L'  est  à  une  distance  du  1'''  ordre  de  a. 
Donc,  d'après  la  proposition  ci-dessus,  chaque  conique  a'  entre  pour  une 
unité  dans  la  valeur  du  point-conique  a.  Il  reste  à  trouver  le  nombre  des 
coniques  a'.  En  supposant  le  point  0  et  la  droite  L  à  l'infini,  les  coniques  a' 
sont  assujetties  à  avoir  leurs  centres  sur  une  droite  donnée,  située  à 
distance  infiniment  petite  du  1'=''  ordre  de  a.  Or  il  n'y  a  qu'une  telle  conique 
du  système  {a)  qui  soit  infiniment  peu  différente  du  point-conique  a.  Donc 
la  valeur  du  point-conique  a  est  l'unité.  Donc  le  nombre  p  marque  jirécisé- 
ment  le  nombre  des  surfaces  A  tangentes  à  un  plan.  C'est  la  3"'°  caracté- 
ristique du  système  (A).  Le  nombre  x  est  la  valeur  totale  des  droites-quadra- 
tiques  du  système. 

Cherchons  maintenant  le  nombre  des  surfaces  A  qui  satisfont  à  une  con- 
dition donnée.  Soit  i;  une  surface  fixe  du  2""^  ordre.  Par  la  biquadratique 
d'intersection  de  ::  et  de  chaque  surface  A,  menons  les  surfaces,  au  nombre 
vde  ?H,  qui  satisfont  à  la  condition  donnée.  Elles  forment  un  second  système 
(AJ,  dont  chaque  surface  correspond  à  une  surface  A.  Les  systèmes  de 
coniques,  (a)  et  (aj,  déterminés  par  les  intersections  d'un  plan  P  avec  les 
surfaces  des  systèmes  (A)  et  (AJ,  se  correspondent  de  telle  manière  que 
deux  coniques  correspondantes,  a  et  a^,  se  coupent  entièrement  sur  une 
conique  fixe.  Soit  m  —  n  le  nombre  des  surfaces  ordinaires,  satisfaisant  à 
la  condition  donnée,  qui  passent  par  une  biquadratique  qui  diffère  infini- 
ment peu  d'une  conique  :  à  chaque  droite-conique  du  système  [a)  corres- 
pondent w  droites-coniques  du  système  (aj.  On  en  conclut  par  un  raison- 
nement répété  déjà  plusieurs  fois  que  le  nombre  des  coniques  communes 
aux  deux  systèmes  est  m^t.  —  ww.  Mais,  parmi  ces  coniques,  se  trouvent 
des  points-coniques,  provenant  des  droites-quadratiques  cunnnunes  aux 
deux  systèmes  (A)  et  (A^).  Pour  trouver  le  nombre  des  coniques  absorbées 
par  ces  points-coniques,  nous  allons  déterminer  le  nombre  des  couples  de 
points  correspondants  des  indicatrices  de  [a)  et  de  (a^)  qui  sont  confondus 
en  un  point  représentatif  d'un  de  ces  points-coniques. 

Ilelativement  à  une  droite-quadratique,  la  conjuguée  d'une  droite  quel- 
conque est  la  droite-quadratique  elle-même.  Par  suite,  relativement  à  une 
surface  infiniment  peu  différenle,  les  conjuguées  de  toutes  les  droites  sont 
infiniment  peu  différentes  entre  elles.  Parmi  ces  conjuguées,  se  trouve  un 
axe  de  la  surface.  Si,  par  cet  axe  X,  on  mène  un  plan  arbitraire,  la  polaire 
d'un  point  quelconque  de  ce  plan,  relativement  à  la  conique  d'intersection, 
est  infiniment  peu  différente  de  X.  Cette  conique  est  donc  infiniment  apla- 
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lie.  Soit  E  lo  l'apport  inliuiiiioiil  [lolit  des  axes  de  cette  conique.  On  voit  fa- 
cilemenl  que  la  conjuguée  d'une  droite  quelconque,  relativement  à  la  sur- 
l'ace  considérée  S,  diffère  de  l'axe  X  d'un  infiniment  petit  de  l'ordre  de  v. 
De  même  aussi  la  section,  faite  dans  5  par  un  plan  arbitraire,  est  une  co- 
nique dont  chaque  point,  à  dislance  liiiio  de  X,  est  à  une  distance  de 
l'asymptote  voisine  de  l'ordre  de  £-. 

Prenons  sur  S  une  biquadratique  résultant  do  son  intersection  avec  une 
surface  du  2"""  ordre  arbitraire,  ^.  Par  cette  bi([nadratique,  nous  menons 
les  m  surfaces  qui  satisfont  à  une  condition  donnée.  Soit  Sj  une  de  ces  sur- 
faces. Les  sections  faites  dans  S  et  Sj  par  un  plan  contenant  X  sont  des  co- 
niques r,  (\,  se  coupant  en  -4  points  sur  la  biquadratique,  et  la  conique  c 
est  inlinimeiit  aplatie.  Si,  par  la  nature  de  la  condition  considérée,  il  y  a  i 
coniques  Cj  qui  sont  aussi  infiniment  aplaties,  chacune  de  ces  t  coniques  a 
un  axe  de  l'ordre  de  ;,  et  la  polaire  d'un  point  de  son  plan,  relativement  à 
celte  conique,  diffère  de  la  polaire  du  même  point,  relativement  à  c,  d'un 
infiniment  petit  de  l'ordre  de  s-.  Il  y  a  alors  t  surfaces  S^  infiniment  peu 
différentes  d'une  droite-quadratique.  Soit  Sj  une  de  ces  surfaces,  La  section 
faite  dans  Sj  par  un  plan  arbitraire  est  une  conique  dont  le  centre  diffère 
de  celui  de  la  section  faite  dans  S  par  le  même  plan  d'un  infiniment  petit 
de  l'ordre  de  e^,  et  qui,  en  ses  points  à  distance  finie  de  X,  est  à  une  distance, 
de  l'ordre  de  r  de  ses  asymptotes. 

Mais  les  deux  sections  ont  4  points  communs  à  distance  finie  de  X.  Donc 
chaque  asymptote  de  l'une  est  à  une  distance  d'une  asymptote  de  l'autre 
infiniment  petite  de  l'ordre  de  i'.  Donc  enfin  les  deux  points  où  une  droite 
A,  à  distance  finie  de  X,  rencontre  S  sont  respectivement  à  distance  infini- 
ment petite  de  l'ordre  de  £-  des  deux  points  où  cette  droite  rencontre  Si.  Il 
en  est  de  même  des  milieux  de  ces  deux  couples  de  points.  La  distance  de 
ces  points  milieux  est  la  différence  des  abscisses  des  points  des  indicatrices 
des  deux  systèmes  (A)  et  (AJ,  relatives  à  la  droite  A,  qui  répondent  aux  sur- 
faces S  et  Si.  Donc,  si  le  point  de  l'indicatrice  de  (A),  répondant  à  S,  est  à 
une  distance  du  ["'  ordre  du  point  de  cette  indicatrice,  répondant  à  la 
droite-quadratique  infiniment  voisine  de  S,  l'ordre  de  s*  marque  le  nombre 
des  couples  de  points  correspondants  confondus  sur  les  doux  indicatrices, 
absorbés  par  le  couple  de  surfaces  S  et  Sj  ;  et  chaque  surface  S  fait  dispa- 
raître t  fois  ce  nombre  de  surfaces  communes  aux  deux  systèmes. 

Or  il  est  bien  aisé  de  voir,  d'après  l'expression  domièe  plus  haut  de  la  valeur 
d'un  point-conique  d'un  système  de  coniques,  cpie,  si  l'on  prend,  sur  l'indica' 
tricede  (A),  un  point  à  distance  infiniment  petite  du  1"  ordre  du  point  cor- 
respondant à  unedr(jite-quadiotique,(ît  que  £  soit  le  rapport  infinimentpetit 
des  axes  d'une  section  faite  dans  la  surface  correspondante  par  un  ])lan 
mené  par  l'axe  de  celle  surface,  l'ordre  de  z^  est  le  nombre  pour  lequel 
celte  surface  figure  dans  la  valeur  totale  de  cette  droite-quadratique.  Par 
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suite,  la  somme  des  ordres  des  quantités  telles  que  e*  est  la  valeur  totale  de 
cette  droite-quadralique.  Donc  enfin  le  nombre  dos  surfaces  correspondantes 
des  systèmes  (A.)  et  (AJ  confondues,  qui  sont  absorbées  par  une  droile-qua- 
dratique,  est  égal  à  t  fois  la  valeur  de  celte  droite-quadralique.  Donc  le 
nombre  des  surfaces  A  qui  satisfont  à  la  condition  donnée  est  : 

N  =  )ii<J.  —  vw  —  //.  =11  (m  —  2«  —  /)  ij.  +  («  —  2<)  V  -f  h  =  au.  +  [j7  +  70. 

Ainsi  se  trouve  démontré  un  important  théorème,  dû  à  M.  Cliasles,  mais  qui 
n'avait  pas  encore  reçu  de  démonstration.  Son  énoncé  sera  compris  dans 
celui  d'un  théorème  plus  général,  dont  je  vais  actuellement  m'occuper. 

Je  nomme  complexe  du  n'"'^  orche  de  surfaces  du  2"""  ordre  l'ensemble  de 
ces  surfaces  qui  satisfont  à  n  conditions.  L'ensemble  des  surfaces  communes 
à  deux  complexes  d'ordre  netw',  o\\  intersection  complète  de  ces  complexes, 
est  un  complexe  d'ordre  n-\-n',  si  ce  nombre  est  inférieur  à  8;  un 
système,  si  ce  nombre  est  égal  à  8  ;  un  nombre  fini  de  surfaces,  si  n  -h  n' 
est  égal  à  9.  Cette  intersection  complète  peut  être  décomposable  en  plusieurs 
complexes  d'ordre  n-\-n',  ou  en  plusieurs  systèmes,  ou  en  plusieurs 
groupes  distincts  de  surfaces. 

Une  surface  du  2'"*^  ordre  peut  être  définie  par  les  points  où  elle  rencontre 
5  droites  données  D^,  D.,,  ...,  D3.  Si  les  8  points  d'intersection  avec  les 
4  premières  sont  donnés,  les  2  points  d'intersection  avec  la  5"*^  font  partie 
d'une  involution,  en  sorte  que  ces  deux  points  sont  déterminés  d'une  seule 
manière  par  une  coordonnée,  qui  sera,  si  l'on  veut,  la  distance  B  de  leur 
milieu  à  une  origine  prise  sur  D^. 

Si  la  surface  considérée  fait  partie  d'un  com[ilexe  (A)  d'ordre  i  ^2,  par 
chaque  système  de  8  points  situés  sur  les  \  premières  droites  et  sur  une 
surface  A,  il  ne  passe  pas,  en  général,  d'autre  surface  du  complexe.  En 
sorte  que  ^  est  déterminé  d'une  seule  iiianière  |^ar  les  8  points.  Il  existe 
donc,  pour  le  complexe  (A),  une  relalio  1  telle  que  v^  —  ii=0,  où  v  et 
u  ne  contiennent  que  les  coordonnées  des  points  situés  sur  les  4  premières 
droites.  Cette  relation  définit  un  complexe  (K,"!  du  l''"'  ordre. 

Les  surfaces  du  2""^^  ordre,  passant  par  chaque  système  de  8  points  où 
chaque  surface  A  rencontre  les  4  premières  droites,  forment  un  complexe 
(B)  d'ordre  i —  1.  On  voit  facilement  que  les  complexes  (B)  et  le  complexe 
défini  par  les  relations  v  =  0,  m  =  0,  ont  en  commun  un  complexe  d'ordre 
/,  (A'),  défini  par  des  relations  où  n'entrent  que  des  points  des  4  premières 
droites.  Ce  complexe  (A'),  joint  au  complexe  (A),  constitue  l'intersection 
complète  de  (B)  et  de  (Ki).  Pour  s'en  convaincre,  il  n'y  a  qu'à  raisonner 
exactement  comme  on  l'a  fait  plus  haut  (5'"'^  partie,  p.  18).  Cette  propriété 
s'exprime  par  la  relation  ;  (A)  +  (A')  =  (Bj  Kj). 

On  trouvera  de  môme  un  complexe  (A"),  défini  par  des  relations  entre 
7  points  seulement,  et  tel  qu'en  le  joignant  au  complexe  (A'),  on  obtiendra 
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riiiltM'sectioli  de  doux  cuinploxos  iB'),  (K,),  ce  dernier  du  1'''  ordre.  Celte 
propriété  s'exprimera  par  la  relation  :  (A')-f-(A")  =  (B',  K',).  Ou  aura  de 
même  :  A"-l- A"'  =  (B",  K^'),  ...,  le  complexe  (A'")  étant  défini  par  des  re- 
lations entre  0  points.  Comme  les  complexes  A,  A',  ...  sont  tous  d'ordre  z, 
l'opération  s'arrêtera  lorsqu'on  obtiendra  un  complexe  défini  par  des  rela- 
tions entre  i  points.  Ce  dernier  complexe  est  donc  (A  ~  ').  Il  est  formé  par 
les  suifaces  qui  passent  en  i  points  donnés,  ou  plutôt  il  est  composé  d'un 
certain  nombre  de  tels  complexes.  On  aura  donc  fmalement  : 

(A)=±(A»-M  +  (B,K.)-(BMv;)-f(B",K;').... 

Cette  relation  montre  que  l'on  pourra  trouver  le  nombre  des  surfaces 
communes  à  (A)  et  à  un  complexe  donné  d'ordre  9  —  i,  si  l'on  sait  le  faire 
pour  le  complexe  (A**^'  )  et  les  complexes  (B,  K,),  (B',  K',),  etc. 

Cela  posé,  nous  allons  démontrer  que  : 

Théorème.  —  Le  nombre  des  surfaces  du  2""'  ordre  d'un  complexe  d'or- 
dre i,  qui  appartiennent  en  même  temps  à  un  autre  complexe  d'ordre  9  —  i, 
est  représenté  par  un  polynôme  homogène  ,  de  degré  9  —  i  à  o  variables, 
p,  d,  P,  dont  les  coefficients  dépendent  du  second  complexe  seulement,  et  dans 
lequel  on  remplace  chaque  expression  de  la  forme  p'd  P  ~^~~  ~  *  par  le  nom- 
bre des  surfaces  du  2"'"  ordre  du  premier  complexe,  qui  passent  en  j  points, 
louchent  k  droites  et  9  — j  —  k  —  /  plans. 

Si,  dans  cet  énoncé,  on  fait  i  =  8,  on  a  le  théorème  sur  les  systèmes, 
démontré  plus  haut. 

L'exactitude  de  ce  théorème  est  évidente  si  le  complexe  d'ordre  9  —  i  se 
compose  des  surfaces  qui  passent  en  9  —  i  points.  Le  polynôme  de  degré 
9  —  i  se  réduit  à  p    ~\ 

Admettons  l'exactitude  du  théorème  pour  une  valeur  de  i.  Le  nombre  des 
surfaces  communes  à  un  complexe  d'ordre  i  et  à  un  complexe  (Co-,), 
d'ordre  9 — i,  est  représenté  par  un  polynôme  de  degré  9  —  i,  ou  ?»o- 
dule  du  complexe  (Go-,).  Soit  »ij_t  ce  module.  Considérons  un  complexe 
d'ordre  i  —  1,  (Cj._i).  Les  complexes  (Co  _  ;)  et  (C,_i)  ont  en  commun 
un  système,  dont  ou  reconnaît  facilement  que  les  caractéristiques  sont  : 
pm^^i,  rfm9_i,  Pmo-i.  Par  suite,  d'après  le  théorème  sur  les  systèmes, 
le  nombre  des  surfaces  de  ce  système,  qui  appartiennent  à  un  complexe  du 
l'""  ordre  (KJ,  est  de  la  forme  :  {ap -h- ^d -\- yV)  m^ _  ( ,  qui  est  un  polynôme 
homogène  de  degré  10  —  i.  Donc,  si  le  théorème  est  vrai  pour  une  valeur 
de  i,  il  l'est  aussi  pour  la  valeur  innnédiatement  inférieure,  quand  le  se- 
cond coujplexe  est  l'interscclion  complète  d'un  complexe  du  \"  ordre  et 
d'im  autre  complexe. 

Or  nn  conqjlexe  queIcon(jue  a  été  réduit  à  une  suite  décomplexes  du 
même  ordre,  satisfaisant  à  celle  dernière  condition,  et  à  un  complexe  de 
surfaces  passant  en  des  points  fixe.'-.  Donc,  dans  le  cas  général,  si  le  Ihéo- 


rème  est  exact  pour  une  valeur  de  i,  il  l'est  aussi  pour  la  valeur  immédia- 
tement inférieure.  Or  il  est  vrai  pour  t=8;  donc  il  est  entièrement  dé- 
montré. 

A  peine  est-il  besoin  d'ajouter  que,  de  même  que  pour  les  complexes  de 
coniques,  les  modules  des  complexes  d'ordre  supérieur  à  4  peuvent  être  ré- 
duits au  même  nombre  de  termes  que  ceux  des  complexes  d'ordre  complé- 
mentaire à  9. 

En  suivant  la  méthode  employée  plus  haut,  on  démontrera  facilement 
que  : 

Théorème  IV.  —  Le  module  de  l'intersection  complète  de  deux  complexes 
est  égal  au  produit  des  modules  de  ces  complexes  ;  et,  en  particulier,  le  nom- 
bre des  surfaces  du  2'"*^  ordre  communes  à  plusieurs  complexes,  dont  la 
somme  des  ordres  est  égale  à  9,  est  représenté  par  le  produit  des  modules  de 
ces  complexes,  oii  l'on  remplace  chaque  terme  tel  que  pM  P  ~^~'  par  le 
nombre  des  surfaces  du  2"'^  ordre  qui  passent  en  j  points,  et  touchent  k  droites 
et  9  —  j  — ^k  plans. 

On  peut  facilement  obtenir  des  vérifications  de  cette  théorie  au  moyen 
des  caractéristiques  des  systèmes  de  surfaces  du  2'"'=  ordre  considérés  par 
M.  Chasles  [Comptes  rendus,  t.  LXII,  p.  405).  Dans  une  étude  ultérieure, 
j'aurai  occasion  de  revenir  sur  les  applications  des  principes  posés  dans  le 
travail  actuel,  et  de  donner  à  ce  sujet  les  développements  convenables. 

11  me  sera  permis,  en  terminant  ce  mémoire,  de  faire  une  remarque  sur 
les  complexes  de  surface  du  2'"«  ordre.  De  telles  surfaces,  étant  considérées 
comme  éléments  de  l'espace,  donnent  lieu  à  des  complexes  de  différents 
ordres,  comme  les  points  donnent  lien  à  des  lignes  et  à  des  surfaces.  Le 
nombre  des  intersections  de  trois  surfaces  ou  d'une  ligne  et  d'une  surface 
est  le  produit  des  degrés  ;  il  en  est  de  même  du  degré  de  la  ligne  d'inter- 
section de  deux  surfaces. 

De  même,  dans  les  complexes  considérés,  le  nombre  des  intersections 
est  figuré  par  le  produit  des  modules  des  complexes,  ou  bien  le  module  d'un 
complexe  intersection  de  deux  autres  est  le  produit  des  modules  de  ces  der- 
niers. Et  il  faut  bien  remarquer  que,  si  l'on  ne  veut  pas  mettre  à  part  les 
surfaces  singulières,  plans  et  droites-quadratiques,  tous  les  modules  se  ré- 
duisent à  un  seul  terme,  et  ce  ne  sont  plus  des  produits  symbohques,  mais 
de  véritables  produits  que  l'on  a  à  considérer. 

Les  mômes  observations  s'appliquent  aux  complexes  de  coniques.  Je  suis 
même  en  mesure  d'affirmer  que  des  propriétés  analogues  existent  pour  les 
conqjlexes  de  courbes  planes  et  de  surfaces  de  degré  quelconque. 
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Recherches  de  géométrie  à  n  dimensions,  par  M.  Halphen. 

(Séance  du  '25  juin  1875) 

1.  Si  une  surface  contient  un  point  multiple  cFordre  inférieur  d'une  unité 
à  son  degré,  les  droites  issues  de  ce  point  la  rencontrent  en  un  seul  autre 
point.  A  cause  de  cette  propriété,  M.  Cayley  a  donné  à  une  telle  surface  le 
nom  de  monoïde.  Ce  géomètre  a  montré  que  la  considération  des  monoïdes 
pouvait  être  très-utile  pour  la  classification  des  courbes  gauches;  il  en  a 
déduit  la  classitication  des  courbes  du  5"^,  4^  et  5*  degré  {Comptes  rendus 
de  l Académie  des  sciences,  t.  LIV,  p.  55,  596,  672  et  t.  LVIIl,  p.  994).  M.  Ed. 
VVeyr  en  a  déduit  la  classitication  des  courbes  du  6«  degré  {ibid.,  t.  LXVl). 
J'ai  fait  aussi  usage  de  ces  surfaces  dans  un  mémoire  sur  la  théorie  des 
courbes  gauches,  présenté  à  l'Académie  en  1870. 

En  supposant  le  point  multiple  à  l'infini  sur  l'axe  0^,  on  obtient  l'équa- 
tion d'une  surface  monoïde  de  degré  ;;,  sous  la  forme  vz — u  =  0,  où  ii  et 
V  sont  des  polynômes  en  x  et  y,  de  degrés  p  et  p  —  1 .  Je  me  propose  ici  de 
développer  quelques  considérations  au  sujet  d'équations  analogues  entre 
des  variables  en  nombre  supérieur  à  3.  Pour  faciliter  le  langage,  je  deman- 
derai qu'il  me  soit  permis  d'employer  une  expression  que  je  vais  indiquer. 
Le  nombre  des  variables  étant  n,  ou,  si  l'on  veut,  dans  un  espace  à  n  di- 
mensions, je  nommerai  complexe  d'ordre  i  l'ensemble  des  systèmes  de  va- 
leurs des  variables,  ou  l'ensemble  des  points,  qui  satisfont  à  i  conditions; 
et  intersection  de  deux  complexes  d'ordres  i  et  i',  le  complexe  d'ordre 
i-\-i'  défini  par  la  simultanéité  des  conditions  qui  définissent  les  premiers 
complexes.  Si  i-\-i'  est  égal  à  n,  l'intersection  se  réduit  à  un  nombre  fini 
de  points.  Le  degré  d'un  complexe  du  1"  ordre  est  le  degré  de  l'équation 
qui  le  définit.  Le  degré  d'un  complexe  d'ordre  i  est  le  nombre  de  ses  inter- 
sections avec  le  conqjlexe  défini  par  n  —  i  équations  du  1"  degré,  qui,  d'a- 
près celte  définition  même,  est  un  complexe  d'ordre  n — i,  du  \^'^  degré. 
On  peut  conserver  l'expression  de  degré  d'un  complexe  d'ordre  i  quand  i 
est  égal  au  nombre  n  des  variables.  C'est  alois  le  nombre  de  points  que 
ce  complexe  représente. 

De  même  que  l'intersection  complète  de  deux  siu'faces  peut  se  décom- 
poser en  plnsieurs  courbes  distinctes,  de  même  au<si  l'intersection  complète 
de  deux  complexes  peut  se  décomposer  en  plusieurs  complexes  distincts. 
En  sorte  qu'un  complexe  d'ordre  i  peut  ne  pas  être  représenté  seul  par  i 
équations  (luelconques  entre  les  n  variables.  Mais  s'il  s'agit  d'un  complexe, 
intersection  complète  de  i  complexes  du  1"  ordre,  il  est  clair  que  son  de- 
gré est  égal  au  produit  des  degrés  de  cenx-ci.  Dans  cet  ordre  d'idées,  les 
7ariables  étant  a:j,a-„  ...,  ^n,  l'équation  vx^ — m  =  0,où  m  et  i;  sont  des  po- 
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lynomes  de  degrés  p  et  p —  1  ne  contenant  pas  Xn,  représente  un  complexe 
de  1'^''  ordre,  de  degré;;,  que  l'on  peut  appeler  monoïde. 

Ces  définitions  établies, je  vais  étendre  à  un  espace  an  dimensions  un  théo- 
rème que  j'ai  démontré  dans  un  autre  travail  (Même  Bulletin,  t.  I,  p.  133), 
et  relatif  aux  intersections  des  courbes  planes.  Voici  ce  théorème  : 

Théof,ème  I.  —  Le  nombre  des  intersections  de  deux  courbes  réunies  en 
un  point  0  est  égal  à  la  somme  des  ordres  des  segments  infiniment  petits  in- 
terceptés par  les  deux  courbes  sur  une  sécante  arbitraire  dont  la  distance  au 
point  0  est  infiniment  petite  du  premier  ordre. 

Je  vais  d'abord  donner  à  ce  théorème  une  autre  forme.  Soit /'(^,î/)  =- P 
l'équation  d'une  courbe,  et  ^,  vj,  \y,  fi^  les  coordonnées  de  deux  points  M, M 
du  plan,  par  où  l'on  mène  deux  sécantes  parallèles,  rencontrant  respective 
ment  la  courbe  aux  points  m,  m',   ..et  m^,m\,  ....  On  sait  qu'on  a 

Um.Um'...       _    f{i,r,) 
Mimi.Mim'i...  ~  f{'^i,r,y 

en  sorte  que  si  l'on  suppose  fixé  le  point  M^  et  la  direction  de  la  sécante,  le 
produit  Mm. Mm' ...,  pour  un  point  arbitraire  M,  est  proportionnel  à  f{i.,r}). 

Soit  maintenant  une  autre  courbe  (j>  =  0,  rencontrant  la  courbe  /'  en  un 
point  0,  où  les  deux  courbes  peuvent  avoir  des  branches  multiples  quelcon- 
ques, ayant  entre  elles  des  contacts  quelconques.  Plaçons  le  point  M  sur  une 
des  branches  de  y,  à  distance  infiniment  petite  du  1"  ordre  de  0.  La  quantité 
f{^,  n)  est  infiniment  petite,  et  son  ordre  est  égal  à  la  somme  des  ordres  des 
segments  interceptés  à  partir  de  M,  sur  une  sécante  arbitraire ,  par  la 
courbe  f.  Si  l'on  place  successivement  le  point  M,  de  la  même  manière,  sur 
les  différentes  branches  de  la  courbe  f,  la  somme  des  ordres  des  quantités 
/'(^,V3)  sera  celle  des  ordres  des  segments  interceptés  par  les  deux  courbes 
sur  une  sécante  à  distance  infiniment  petite  du  premier  ordre  de  0.  Donc  : 

Théorème  II.  —  Le  nombre  des  intersections  des  deux  courbes  f{x,y]  =  0, 
(f{3c;y)  =  0,  confondues  en  un  point  0,  est  égal  à  la  somme  des  ordres  des 
quantités  fx,y),  quand  le  point  {x,y)  est  placé  successivement  sur  les  diffé- 
rentes branches  de  la  courbe  y  =  0,  à  distance  infiniment  petite  du  l^f  ordre 
du  point  0. 

Soit  maintenant  un  complexe  du  l"ordre  à  w  variables /'(xi,^'^,  ...,.r„)=:  0, 
et  cherchons  la  signification  de  l'expression  /"(sjjH^,  ..■,?,(),  quand  Çi,^2,  ...,?„ 
sont  les  coordonnées  d'ua  point  quelconque.  Par  ce  point,  menons  arbitrai- 
rement n  —  2  complexes  du  1"  ordre  et  du  1^''  degré,  qu'on  peut  réduire 
à  ne  contenir  chacun  que  5  coordonnées  : 

I  x.^  -  %  =  k,{xy  -  Q  +  B,(.r,  -  Q, 
(^)  .^4  -  ^4  =  A,(Xi  -  l,)  +  B,(^,  -  Q, 
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En  substituant  les  valeurs  de  .r-,  ...,.r„,  tirées  de  ces  formules,  dans 
/"(.r,....,»",,)  =  ^'  on  obtient  une  relation  entre  f^  etx^:  F{xi,x^)  =  0.  Mais, 
si  l'on  fait:ri  =  ti  et  x.^  =  ï,,  les  équations  (d)  montrent  que  l'on  a  aussi 
x.  =  'E,., ...,  ^r„  ==£,(.  Donc  F(>i,  ^  n'est  autre  chose  que  [(E^,  i,^,  ...,  Hj. 

Soit  maintenant  un  autre  complexe  du  1^'  ordre  f{oci,x^, ...,  ^^J  =  0.  Sup- 
posons que  l'intersection  de  /"=  0  et  de  cp=;0  se  décompose  en  plusieurs 
complexes  distincts  du  '■l^  ordre.  Si  l'on  coupe  les  deux  complexes  f=  0  et 
y=rO  par  n  —  2  complexes  simultanés  du  1"  ordre  et  du  l"  degré,  on 
détermine  comme  ci-dessus,  dans  chacun  de  ces  deux  complexes,  une 
courbe  plane.  Les  intersections  de  ces  deux  courbes  F(a^i,^2)=0,*(.ri,a:2)=0 
sont  les  intersections  du  complexe  {f=^0,  y  =  0)  avec  les  n  —  2  complexes 
simultanés  du  1"  degré.  Si  le  complexe  f=0,  y  =  0  se  décompose,  ces  in- 
tersections se  décomposent  en  plusieurs  groupes  qu'on  obtiendra  par  des 
équations  distinctes.  Soit  m  le  nombre  des  points  contenus  dans  un  de  ces 
groupes,  supposé  irréductible.  Prenons  un  de  ces  points  0.  Le  nombre  des 
intersections  qu'il  absorbe  est  égal,  d'après  le  th.  II,  à  la  somme  des  ordres 
deF(.ri,.r.2),  quand  on  place  successivement  le  point  (vri,.r.,)  sur  les  différentes 
branches  de*,  à  distance  infiniment  petite  du  1"  ordre  de  0,  Les  ??i  points 
tels  que  0  absorberont  ensemble  m  fois  ce  nombre  d'intersections.  Comme 
¥{xi,  x^  n'est  autre  chose  que  f(x^,x.2,  ...,a:,;),  on  en  conclut  aisément  : 

Théorème  111.  —  Si  V intersection  de  deux  complexes  du  1"  ordre, 
f{Xi,x^,  ...,  a:„)  =  0,  (j>{x^,x.^,  ...,  ,r,j)  =  0,  se  décompose  en  plusieurs  com- 
plexes distincts  du  2^  oindre,  soit  0  un  point  pris  arbitrairement  sur  Vun  de 
ces  derniers  complexes.  On  place  le  point  {x^,  ...,x^),  à  distance  infiniment 
petite  du  1"  ordre  du  point  0,  successivement  sur  les  différentes  nappes  de 
y  =  0,  et  l'on  fait  la  somme  des  ordres  des  quantités  f{Xy,  x^, .,.,  x^.  Cette 
somme,  multipliée  par  le  degré  du  complexe  du  2®  07'dre  considéré,  marque  le 
nombre  des  imités  pour  lequel  ce  complexe  compte  dans  le  degré  total  de 
l'intersection  complète  de  /"=  0  et  de  cj>=^0. 

Soit  f^{x^,  x^, ...,  x„)  =0  l'équation  d'un  autre  complexe  passant  parce 

f 
même  complexe  du  2<=  ordre  A,  et  supposons  que  le  rapport  j  reste  fini 

II 
quand  le  point  {xi,x^,  ...,  xj  se  place  sur  A,  quelle  que  soit  la  nappe  de  y 
qu'il  parcoure  pour  y  parvenir.  Il  en  l'ésulle  que  /  et  /",  sont  du  même 
ordre  quand  ce  point  est  à  une  distance  infiniment  petite  du  1"  ordre  de  A 
sur  une  quelconque  des  nappes  de  y.  Donc  le  complexe  A  compte  pour 
le  même  nombre  d'unités  dans  le  degré  de  l'intersection  de  fi  et  de  y,  que 
dans  celui  de  fci  de  f. 

Je  vais  m'occuper  maintenant  de  la  représentation  d'un  complexe  d'or- 
dre su|)érieur  à  l'unité.  Dans  un  complexe  d'ordre  i,  pour  les  points  situés 
à  l'infini,  les  rapports  des  cordonnées  .<i,  x^,  ...j  .7„  à  l'une  d'elles  sont  liés 
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par  i  relations.  Si  l'on  considère  ces  rapports  —,  —, . . .,  -^^  comme  de 

nouvelles  variables  l^,  Ç,,  •.•,?»_!,  ces  i  relations  définissent  un  complexe 
d'ordre  i  k  n  —  1  dimensions.  Ce  complexe  peut  être  décomposable.  11 
peut  aussi  arriver  que  dans  ce  complexe,  ou  dans  une  de  ses  parties,  quel- 
ques-unes des  coordonnées  Ç^,  ^j,  ...  soient  constamment  nulles  ou  constam- 
ment infinies.  Mais,  par  un  simple  changement  des  coordonnées  .ri,.r2,...,.r,j, 
on  peut  faire  disparaître  ce  cas  particulier.  Pour  ce  changement  de  coordon- 
nées, on  emploiera  les  formules 

x[  =  rt Jxi  +  a\x^  +  dix-  +  . . .  +  a\Xn  +  a\  + 1, 
a:^  =  alXi^  +  «2^-2  +  o,\^7,  -h  •  •  •  +  a\Xy^  -f  aS''"^ 


x'n  =  a\x^  +  alx.  +  alx.  +  . .  .  +  alx„  +  rt'/j  +  i. 

Si  l'on  suppose  tous  les  coefficients  a-'^  quelconques,  toutes  les  nouvelles 
coordonnées  .r\, ^'2,...  sont  infinies  et  du  même  ordre,  dès  qu'une  des  ancien- 
nes coordonnées  a:i,^2,  ...  est  infinie.  Par  suite,  les  i  relations  qui  lient  les 

rapports  — p,  '-^,  ...,     "~^-  ne   sont  pas  telles  que  quelques-uns  de  ces 

X  „    X  ,j  X  „ 

rapports  soient  constamment  nuls  ou  constamment  infinis. 

Soient  C  =  0,Ci  =  0  deux  complexes  du  1"  ordre.  L'élimination  de  ,r„ 
entre  ces  deux  équations  conduit  à  D  =  0.  On  peut  aussi,  d'une  infinité  de 
manières,  tirer  des  deux  équations  données  une  équation  de  la  forme 
vx^  —  M  =  0,  oùwet^  ne  contiennent  pas  .r,^.  Le  complexe  du  2'^  ordre 
(C  =  0,Ci  =  0)  se  décompose  ou  ne  se  décompose  pas,  suivant  que  D  est  ou 
n'est  pas  décomposable  en  facteurs.  Soit  î'(^^i,>^2»  •••»'^n-i)  un  facteur  irré- 
ductible de  D  ;  les  équations 

(1)  ¥=0,     VXJ^  —  M^O 

définissent  un  complexe  du  2*  ordre  irréductible,  attendu  que  la  seconde  de 
ces  équations  donne  une  seule  valeur  de  x^  pour  chaque  système  de  va- 
leurs x^,x^,  ...,  .r,j_i  satisfaisant  à  ©  =  0.  Ce  n'est  pas  à  dire  pour  cela  que 
le  complexe  considéré  soit  l'intersection  complète  des  deux  complexes  (1). 
On  va  voir,  en  efff^.t,  que  cette  intersection  se  compose,  en  outre,  du  com- 
plexe (çp=0, 1^  =  0). 
Supposons  que,  pour  les  valeurs  infinies  des  coordonnées  des  points  du 

x      X 

complexe,  aucun  des  rapports  —,  -5, ...  ne  soit  constamment  nul  ni  in- 
fini, ce  qui  ne  restreint  pas  la  généralité  du  raisonnement,  ainsi  qu'on  vient 
de  le  montrer.  Supposons,  en  outre,  que  le  complexe  des  points  dont  les 
coordonnées  sont  ces  rapports  mômes,  soit  indécomposable.  (Dans  le  cas 
où  il  n'y  a  que  o  coordonnées  x^,Xç^,x.,  ces  rapports  sont  au  nombre  de 


2,  et  le  complexe  du  2*  ordre  formé  par  les  points  dont  les  coordomiées 

sont  — .  "-  se  compose  d'un  nombre  fini  de  points.  L'hypothèse  dont  il 

s'agit  ici  revient  à  supposer  irréductible  l'équation  à  une  inconnue  qui  les 
détermine.)  Dans  cette  hypothèse,  on  obtient,  en  égalant  à  zéro  la  somme 
des  termes  de  degré  le  plus  élevé  dans  f,  une  relation  entre  les  rapports 

Ji^  'h, ...,'  "~\,  qui  est  indécomposable.  Soit  $  la  somme  de  ces  termes,  en 

X,        Xy  X, 

sorte  qu'on  ait  y  =  <î'-|-yi,  ^i  étant  de  degré  inférieur  à  <f.  Si  les  termes 
du  degré  le  plus  élevé  dans  v  contiennent  le  facteur  *,  en  sorte  qu'on  ait 
î;  =  V*  -H  t>i,  Vy  étant  de  degré  inférieur  à  v,  on  pourra  remplacer,  pour  la  re- 
présentation du  complexe  considéré,  v  par  v  —  Vœ  =r'i  —  V^j.  Si  v^  — Y^i  con- 
tient encore,  dans  ses  termes  de  degré  le  plus  élevé,  le  facteur  4>,  on  pourra 
faire  la  même  transformation  sur  cette  nouvelle  expression.  Comme  cette 
transformation  en  abaisse  le  degré, on  est  assuré  de  parvenir,  en  la  répétant 
un  nombre  fini  de  fois,  à  une  expression  pouvant  remplacer  w,  et  dans  laquelle 
les  termes  de  degré  le  plus  élevé  ne  contiennent  pas  le  facteur  *.  Le  même 
raisonnement  est  anpliquable  à  u.  On  peut  donc  supposer  que  ni  w,  ni  v  ne 
renferment  le  facteur  $  dans  leurs  termes  de  degré  le  plus  élevé.  Donc, 
quand  les  coordonnées  .ri,.r2,...,.r„_i  acquièrent  les  valeurs  infinies  qui  an- 
nullent  *,  m  et  v  sont  infinis  d'un  ordre  marqué  par  leurs  degrés  respectifs. 
D'ailleurs  .r„  doit  être  du  même  ordre  que  les  autres  coordonnées.  Donc,  le 
degré  de  u  étant  p,  celui  de  v  est  ja  —  1 .  Ainsi  l'équation  vx^  —  m  =  0  re- 
présente un  monoïde  de  degré  p. 

En  second  lieu,  x^  ne  peut  devenir  infini,  d'après  l'hypothèse,  pour  l'en- 
semble des  valeurs  des  autres  coordonnées  qui  annulent  à  la  foisvety,  puis- 
que le  complexe  des  points  à  l'infini  est  irréductible.  Donc,  pour  ces  valeurs, 

le  rapport  -  est  fini,  c'est-à-dire  que  le  complexe  ît  =  0  passe  par  Tinter- 
section  de  v  =  0  et  »  =0,  et  que  \i  est  infiniment  petit  du  même  ordre  que 
V  quand  le  point  (•'■,,  r^,  ..-,  ^n-i)  est  infiniment  voisin  de  cette  intersection 
sur  une  nappe  quelconque  de  y.  Donc,  d'après  la  remarque  faite  à  la  suite 
du  théorème  lll,  l'intersection  de  v  et  dey,  qui  appartient  tout  entière  ;t  u, 
compte  pour  autant  d'unités  dans  le  degré  de  l'intersection  de  u  et  de  y, 
que  dans  celle  dev  et  de  y.  G'est-à  dire  que,  si  m  est  le  degré  de  y,  elle 
compte  pour  (/>  —  l)m  unités.  Le  restant  de  l'intersection  de  m  et  de  y  est 
de  degré  pm  —  (/;  —  \))n  =  m.  On  a  supposé  que  le  complexe  du  o*  ordre 
des  points  à  l'infini  du  complexe  considéré  était  irréductible.  Il  est  facile  de 
montrer  qu'on  parvient  aux  mômes  conséquences  quand  celte  hypothèse 
n'est  pis  réalisée.  Le  complexe  étant  indécomposable,  on  peut,  sans  nuire 
à  la  généralité,  supposer  que  son  intersection  avec  .rj  =  0  est  indécompo- 
sable. Il  snlfil,  pour  réaliser  celte  bypolliébe,  de  supposer  qu(!  les  coordou- 


a:., 

^'          ^n 

•  •)    ■^n  —  — ' 

rc, 

X, 
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nées  ne  sont  point  particularisées.   Effectuons  maintenant  la  transforma- 
lion 

1 
a;,  =  — ,     X 

Dans  le  nouveau  complexe,  l'intersection  avec  l'infini  est  indécomposa- 
ble. Ce  complexe  est  donc  représenté  par  des  équations  v'x\  —  u'=0, 
çi'  =  0,  où,u'  étant  de  degré  de p,  v'  estdedegrép — 1.  Revenons  aux  an- 
ciennes coordonnées,  et  nous  aurons,  ainsi  qu'on  le  voit  aisément,  pour 
l'ancien  complexe,  une  représentation  :  f=0,  vx^  —  m=0,  où  les  degrés 
de  u  et  de  v  sont  ceux  de  u'  et  de  v' .  Donc,  dans  ce  cas  comme  dans  le  pré- 
cédent, l'intersection  de  u  et  de  <f  se  compose  de  celle  de  v  et  de  y,  dont  le 
degré  compte  pour  (p  —  \)m  unités  et  d'un  complexe  de  degré  m.  Ces  con- 
clusions s'appliquent  même  à  un  complexe  décomposable  ;  car  soient  ij)=  0, 
vx^  —  M  =  0  et/=0,  v'x,^  —  m'  =  0  deux  complexes  irréductibles:  on 
pourra  représenter  leur  ensemble  par  9'/=0,  {<f'v-{-(fv')x^^ — {'Ju  -\-  yîi')=0, 
et  l'on  voit  que  cette  représentation  satisfait  aux  mêmes  conditions  que 
ci-dessus. 

Puisque  u  passe  par  toute  l'intersection  de  v  et  de  (f,  et  que  cette  in- 
tersection compte  pour  autant  d'unités  dans  le  degré  de  [u  =■  0,  'f  =  0)  que 
"dans  celui  de  (v  =  0,  y  =  0),  il  en  résulte  que,  si  aucune  portion  de  cette 
intersection  n'est  multiple  dans  w,  u  est  de  la  forme  kv  +  By,  où  A  est  du 
1er  degré.  Le  monoïde  vx^  —  u  =  0  se  réduit  alors  àx„=  A.  Le  complexe 
du  2"^  ordre  considéré  est  alors  tracé  sur  un  complexe  du  1*"^  ordre  et  du 
1"  degré. 

Par  des  raisonnements  analogues,  on  voit  facilement  que  tout  complexe  du 
(èmc  ordre  est  représenté  par  une  équation  y=  0,  entre  n  —  i-\-i  coordon- 

neesx^,x^,  ...,Xn^i+u  et  i  —  1  monoiQes^„_î+i  =  -)  x„_i+T,  =  —  ?  •••  » 

satisfaisant  aux  mêmes  conditions  que  ci-dessus.  On  peut  réduire  ces  mo- 
noïdes  au  même  dénominateur  V,  et  on  aura  alors 

'Un  —  i  +  2  M«  —  t  +  5  _^ 

•^n—  i  +  ^  —  y >      ^n  —  i+'S  —  n        '    •  ■  •  >  -^re  —   y  • 


De  même  que  ci-dessus,  cbaque  complexe  m„_,+2»  •••,««  est  d'un  degré 
supérieur  d'une  unité  à  celui  de  V,  et  passe  par  l'intersection  de  V  et  de  y. 
Je  vais  montrer  que  le  degré  d'un  tel  complexe  est  précisément  celui  de  y. 
Coupons  ce  complexe  C  par  le  complexe  du  1"  ordre  et  du  1"  degré 

P  =  Aa  +  A„_i.T„_i  -h  - .  •  +  Aa'a  +  Aia;,  +  B  =  0. 
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La  subslilution,  dans  P,  des  valeurs  de  ./„, ...,  .r;,_,^î,  donne  lieu  à 

<j;=  A„«, +  Â„_iMn-l  +  ..  .  +  A„_,-^.2M„_i+2 

+  \{k„^i^iXn-i+i  +  .  . .  +  Aj^;,  -f-  B)  =  0. 

Les  deux  complexes  du  ["ordre,  à  n  —  i+i  dimensions,  o  et  •^,  ont  en 
commun  le  complexe  (V=0,  f=zO),  et  l'on  voit  immédialement,  par  l'ap- 
plication du  théorème  III,  que,  si  m  est  le  degré  de  çp,  et  p  —  1  celui  de  V, 
ce  complexe  compte  pour  [p  —  d)m  unités  dans  le  degré  de  l'intersection 
de  o  et  de  -li.  Le  reste  de  cette  intersection  est  donc  de  degré  m,  puisque  ^ 
est  de  degré  ;>.  Or  le  degré  de  cette  portion  de  l'intersection  de  ^  et  de  li 
n'est  autre  que  le  degré  de  G.  Donc  le  degré  du  complexe  G  est  égal  à  celui 
de  f. 

Par  la  même  méthode,  on  démontrera  bien  facilement  que  le  degré  de 
l'intersection  de  G  et  d'un  complexe  du  1^''  ordre  est  égal  au  produit  des 
degrés  de  ces  complexes.  Pour  y  parvenir,  on  substituera,  dans  l'équation 
du  dernier  complexe,  à  .r„_,+2,  •••,  2"„  leurs  valeurs.  On  formera  ainsi  un 
nouveau  complexe  du  1*^''  ordre  x,  analogue  à  4i.  Si  le  degré  du  complexe 
donné  est  n,  le  degré  de  x,  sera  7ip,  et  l'on  veria  aisément  que  le  com- 
plexe (V  =0,  <p  =  0)  compte  pour  {p  —  i)mn  unités  dans  le  degré  de  l'in- 
tersection de  ;^  et  de  f.  Le  reste  de  cette  intersection  est  de  degré  mn,  et 
c'est  précisément  le  degré  de  l'intersection  des  deux  complexes  proposés. 
Donc  : 

Théorème  IY.  —  Le  degré  de  C intersection  de  deux  complexes,  dontl'un  est 
du  1*'  ordre,  est  égal  au  produit  des  degrés  de  ces  complexes. 

Quand  on  n'a  à  considérer  que  5  dimensions,  le  théorème  IV  exprime  que 
le  nombre  des  intersections  d'une  courbe  et  d'une  surface  est  égale  au  pro- 
duit des  degrés  de  cette  courbe  et  de  cette  surface,  principe  que  l'on  paraît 
avoir  jusqu'à  présent  admis  sans  démonstration  (Voy.  Salmo.n,  Géométrie 
analytique  à  trois  dimensions,  ch.  II,  Glassilicalion  des  courbes). 

Plus  généralement,  je  vais  démontrer  que  : 

Théorème  V.  —  Le  degré  de  l'intersection  de  deux  complexes,  dont  la  somme 
des  ordres  n'excède  pas  le  nombre  des  dimensions,  est  égal  au  produit  des  de- 
grés de  ces  complexes. 

La  démonstration  que  je  vais  donner  de  ce  théorème  s'applique  aussi  au 
théorème  IV. 

Soit  un  complexe  G"  du  i'""'  ordre  à  n  dimensions,  et  de  degré  m,  repré- 
senté par  les  é(jualions 


\  '  1  V\^i »^2 .r„  _ ,  ,.  1  )  -  -  M,  .; „  _  ,  +  2  — ,  .  .  . ,  .r„  —  -^ 
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Introduisons  i  —  1  nouvelles  dimensions  iji,tji, ...,  î/j _ i ,  en  remplaçant 

x-i  par  Xi  +  a^pyi  +  afy^  +  ...  +  a^l~^^yi  -  i, 
Xo  par  .To  +  rtj  y,  +  a-,y.^  +  ...  +  a\      'yt  _  i, 


(1)  ,         .'-2)  i-O 

Xn-i+i   par  Xn  -!-f- 1  +  rt«  -  :  h-  ij/i  +  «„_,  +  i.î/o  +  . . .  +  fl„  _  ,  -nj/;  _  i. 

En  faisant  ces  substitutions  dans  les  équations  (1),  on  obtient  évidem- 
ment les  équations  d'un  complexe  G""*"'"*  du  i^"^^  ordre  à  n -\-  i  — 1  di- 
mensions, du  même  degré  m.  Par  des  éliminations,  on  peut  représenter  le 
même  complexe  au  moyen  d'équations  telles  que 

ii[x,,x.^,  ...,  x„)  :==  0,     y,z=  -î,     j/,  =  ^:,  . . .,  y^  _  i  =  -^^ 

OÙ  i|/,  qui  ne  contient  que  les  anciennes  dimensions  .r^,  ... ,  J7„,  est  de  degré 
m,  et'où  Ui, ...,  Uï_i  et  W  ne  contiennent  que  ces  mêmes  dimensions.  Le 
complexe  C""^'"^  est  coupé  suivant  un  complexe  d'ordre  11  —  1  à 
w-f-î  —  1  dimensions,  et  de  degré  m,  par  un  complexe  du  1"  degré  et 
d'ordre  i  —  1.  C'est  le  cas  de  son  intersection  avec  le  complexe  2/i=0, 
î/o=0,  ...,?/,  _i  =  0. 

Soit  maintenant  un  second  complexe  C"  d'ordre  i' ,  à  n  dimensions 
x^,a\, ...,  x^.  On  le  transformera  de  la  même  manière  en  un  complexe  d'or- 
dre i'  hn-'f  i' —  1  dimensions  en  remplaçant 

x,  par  xy  =  b'^'z,  +  b[%  +  ...  +  b'f-%  _  1 , 

.x«_i.+2  par  x,_,^,  +  K'-i'+^--i  +  ^«-r  +  2  z,-h...+  I^Si1,z,_,. 

Ce  nouveau  complexe  C""^'"^  est  du  même  degré  nï  que  C",  et  sera  re- 
présenté par  des  équations  telles  que 

X'Ij.      rr  ™1_()        ,    ^  ,.  U'  i'  -  1 

(^  ^X,,X2,   ...,X„I U,      ^-1 ,        ...,       ^;_i__   _ . 

Les  deux  complexes  C/'^'~'  et C"  " '^  ~  ^  peuvent  être  tous  deux  considé- 
rés comme  des  complexes  d'ordres  i  et  i'  à  n-\-i  +  i'  —  'i  dimensions 
(^1,  ...,.r„,  î/j,  ...,  ?/i_i,2j,  ...,  s,.  _i).  Pour  obtenir  la  représentation  de  l'in- 
tersection de  ces  deux  complexes,  il  suffira  d'éliminer  une  des  premières 
coordonnées,  a;„,  entre  les  équations  •]>=  0  et  V  =  0,  ce  qui  donnera  lieu  à 
une  équation  t-^O,  de  degré  mm',  entre  [x^^x,^,  ...,  a:„_i);  de  déduire  de  ces 
mêmes  équations  une  relation  telle  que  wo;,  — m  =  0,  et  de  joindre  à  ces 
deux  relations  $  =  0,  v.r„— m  =  0  les  expressions  de  y^,  ...,</j_i,  et  de 
Si,  ...,2,_  ,  fournies  par  la  représentation  des  deux  complexes  C""*"'~'   et 
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C"  "*"*'"  S  et  où  l'on  remplace  .r„  par  sa  valeur  en  x^,  x^,  ...,  .r„_i.  On  voit 
donc  que  l'on  obtient  ainsi  la  représentation  d'un  complexe  d'ordre  i  +  i' 
àn-\-i-\-i'  —  2  dimensions,  de  degré  mm'.  L'intersection  de  ce  dernier 
complexe  avec 

!/i  =  0,   . . . ,  y,  _  ,  =  0,    2i  =  0,   . . . ,  2(_  ,  =  0 

est  un  complexe  du  même  degré  mm'.  Or  cette  intersection  n'est  autre 
chose  que  celle  des  deux  complexes  proposés  C,-,C'.  Le  théorème  V  est 
donc  entièrement  démontré. 

II.  L'application  la  plus  simple  de  la  représentation  d'un  complexe  d'or- 
dre supérieur  à  l'unité  est  la  représentation  d'une  courbe  dans  l'espace.  D'a- 
près les  principes  qui  viennent  d'être  exposés,  toute  courbe  C  est  repré- 
sentée par  les  équations  à  5  dimensions 

<f(.r,  y)  =z  0,     vz-  —  ?{ =  0, 

où  03  =  0  est  une  courbe  plane,  d'un  degré  égal  à  celui  de  la  courbe  repré- 
sentée, et  où  u  et  V  ne  contiennent  que  x  et  y.  Le  degré  de  u  étant  p,  celui 
de  V  est  p — 1,  la  courbe  7i  =  0  passe  en  tous  les  points  communs  à  v  =  0 
et  à  ij)  =  0,  et  ces  points  comptent  pour  (p  —  i)m  intersection  de  ?<  =  0  et  de 
ç>=:0,  m  étant  le  degré  de  «53.  Les  711  autres  intersections  de  ti  et  de  f  sont 
les  points  où  la  courbe  G  rencontre  le  plan  3=  0.  Si,  parmi  les  points 
{v=zO,  »=  0),  il  n'y  en  a  pas  qui  soient  multiples  sur  (f,  la  courbe  est  plane. 
Les  points  multiples  de  o,  qui  sont  communs  à  u  et  à  v  sont  des  points 
multiples  apparents  de  la  courbe  C.  Comme  le  lieu  des  points  de  l'espace, 
d'où  l'on  peut  mener  des  droites  s'appuyant  plus  de  deux  fois  sur  une 
courbe,  est  une  surface,  on  peut  toujours  supposer  que  le  point  à  l'infini 
sur  l'axe  des  z  n'est  pas  sur  cette  surface.  Par  suite,  les  points  multiples 
apparents  dont  il  s'agit  sont  simplement  des  points  doubles.  Si  la  courbe 
ij)  =rOa  d'autres  points  multiples  où  ne  passent  pas  les  courbes  m  =  0  et 
r  =:  0,  ce  sont  les  projections  des  points  nmltiples  de  la  courbe  C.  Nous 
n'aurons  pas  lieu  de  nous  en  occuper  ici,  et  nous  ne  parlerons  que  des 
points  doubles  de  ^,  où  passent  les  lignes  îi  =  0  et  v  =:  0.  Soit  s  le  nombre 
de  ces  points  ;  à  cause  des  degrés  m  et  p  —  1  de  y  et  de  v,  on  doit  avoir 

s  <^  ii — __J —  En   dehors  de  ces  points  doubles,  ij»  et  i»  se  coupent  en 

{p  —  i}m  —  2.«J  autres  points.  Donc  11  et  v  ont  (p  —  i)m  —  s  points  communs 
sur  (f.  On   doit   donc  avoir    (p  —  l)s</>(p — 1).  Ces    deux   inégalités 

donnent-^ —  >>  .s  ^  (/>  —  l)(m  —  y>).  D'où  l'on  conclut  p  >>-ô" 


I 
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Parmi  tous  les  monoïdes  vz—u  =  0  équivalents  pour  la  représentation  de 
la  courbe  C,  il  en  est  dont  le  degré  p  est  minimum.  Toute  courbe  v'  =  0  qui 
passe  aux  s  points  doubles  de  y  peut  servir  à  former  un  monoïde  équiva- 
lent. Car  il  est  facile  de  voir  que  le  produit  v'u  est  de  la  forme  îi'v-\-a(p, 
u'  étant  un  polynôme  dont  le  degré  surpasse  celui  de  v'  d'une  unité.   Par 

xH  11 

suite,  quand  le  point  {x,tj)  parcourt  laJigne  ^=0,  on  a— 7  =  -•  Donc 

u'  H 

le  monoïde   ^  =  —  est  équivalent  à  ;:.  =  -  pour  la  représentation  de 

la  courbe   C.    Le   nombre   des    points  doubles  de   f  étant   inférieur  à 

{m—\){m — 2)      .         ,                 ,                  j      ,       .          X.    mim  —  1) 
■i ^,  SI  <f  est  une  courbe  propre  de  degré  m,  et  a    ■■        -, 

si  ^  est  une  courbe  décomposable,  on  pourra,  dans  tous  les  cas,  faire  pas- 
ser par  les  points  doubles  une  courbe  de  degré  m  —  1.  Donc,  tout  d'abord, 
on  peut  supposer  que  p  ne  dépasse  pas  m.  Cela  étant,  pour  que  p  soit  le 
degré  minimum  du  monoïde,  il  faut  que,  par  les  s  points  doubles  de  ^,  on 
ne  puisse  mener  une  courbe  de  degré  inférieure  p — -1,  ce  qui  exige  qu'on 

(p  —  4  )p 
ait  s  ^  - — -j — —'  Cette  inégalité  donne  pour  chaque  valeur  de  s  une  li- 
mite du  minimum  de  p.  On  peut  facilement  trouver  une  autre  limite  plus 
rapprochée.  Les  éléments  {u,v),{u' ,v')  de  deux  monoïdes  équivalents  sont 
liés  par  la  relation  uv' — vu' =:af.  u  et  v  étant  connus,  elu',v'  indéter- 
minés,» est  assujetti  simplement  à  cette  condition  que  la  courbe  a  =  0  passe 
aux  points  d'intersection  de  w  et  de  v  extérieurs  à  y.  Ces  points  sont  au 
nombre  de  s  —  {p  —  l)(m  — p).  Pour  qu'on  ne  puisse  déterminer  u'  et  v' 
de  telle  sorte  que  le  degré  de  v'  soit  inférieur  à  jo  —  1,  il  faut  que  le  degré 
de  a  ne  puisse  descendre  au-dessous  de  2;j  —  m  —  1  ;  ce  qui  exige  que 
l'on  ait 


/         ;i\^            ,  -^   (2p  — m  — i)(2» 
s  -  (p  —  ]){m  —  p)  >  ^— î '^  ' 


OU 


m(m  —  1  ) 
s>-^-^ ~P{>n-p)- 

Cette  limite  de  s  est  constamment  supérieure  à   ^^        '^- ,  dès  que  p  est 

inférieur  km  —  1.   Elle  décroît  constamment  avec;;  jusqu'à  la  valeur  de 
p  qui  la  rend  minima,  et  qui  est  précisément  la  limite  absolue  de;;  trouvée 

plus  haut,  c'est-à-dire  le  plus  grand  entier  contenu  dans — ^ —  Donc  s  ne 

peut,  en  aucun  cas,  descendre  au-dessous  du  minimum  obtenu  en  faisant 

dans  l'expression  ci-dessus;;  = 


/  f.r]  z=  le  plus  grand  entier  con- 


tenu  dans  .r).  Ce  minimum  est 
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>•) 


Il  existe  toujours,  quel  que 


soit  m,  des  courbes  de  degré  m  avant 


m  —  1  \  ' 


points    doubles  appa- 


rents, et  il  n'en  existe  qu'une  espèce.  Ces  courbes  résultent  de  l'intersec- 

m  — |—  1 
tien  d'une  surface  du  2»''  ordre  et^'une  surface  de  degré 


2 


qui  ont, 


en  outre,  une  droite  commune  lorsque  ?n  est  impair.  On  peut  donc  dire, 
ainsi  que  je  l'ai  déjà  énoncé  ailleurs  [Comptes  rendus,  t.  LXX)  : 

Les  courbes  gauches  de  degré' m,  qui  ont  le  moindre  nombre  de  points  dou- 

^m —  r 


blés  apparents  possible,  en  ont 


2 


Occupons-nous  maintenant  des  complexes  du  [n  — 1)«  ordre  à  n  dimen- 
sions. Un  tel  complexe  C  est  représenté  par  les  équations 


.  il-  «4  u 

0(3^1,  ,Tj)   l),  X-^  TT,  X^ TT, 


•'   Y' 


où  chaque  groupe  fs  =  0,  X;=::^j    représente  une  courbe  dans  l'espace. 

On  peut  donc  dire  que  le  complexe  es-t  représenté  par  n — 2  courbes  tra- 
cées sur  un  même  cylindre.  Chaque  point  multiple  de  »,  où  passe  v,  est  un 
point  multiple  apparent  pour  toutes  ces  courbes.  Elles  ont  donc  les  mêmes 
points  multiples  apparents.  En  général,  par  un  complexe  Cjdu  o™^  ordre  et 
du  1^''  degré,  on  peut  mener  un  nombre  fini  de  complexes  C,  du  2'""  ordre 
et  du  1"  degré  rencontrant  deux  fois  le  complexe  G  du  (m  —  1 Y  ordre.  Sup- 
posons que  le  complexe  C5  soit  celui  des  points  à  l'infini  du  complexe  du 
2n)c  ordre  (^i=0,  .r2=0).  Alors  ^i,^^  étant  les  coordonnées  d'un  point  multiple 

de  if>,  qui  ne  soit  qu'apparent  sur  les  courbes  (  ^  =  0,  Xj=  y  )  »  le  complexe 

(.ri  =  Ei  .r2  =  ?5,)  est  un  des  complexes  C,  passant  pnr  C3  et  rencontrant  plu- 
sieurs fois  le  complexe  C.  On  voit  donc  que,  si  les  coordonnées  ne  sont  pas 

particularisées,  les  points  multiples  apparents  des  courbes  U=0,.ri  =  Yj 

seront  des  points  doubles.  Leur  nombre  ne  change  pas  si  l'on  change  les 
coordonnées. 

Si  l'on  considère  trois  coordonnées  .ri,x,,x^  d'un  point  du  complexe  C 
comme  les  coordonnées  rectilignes  d'un  point  de  l'espace  à  5  dimensions, 
ces  coordonnées  définissent  une  courbe  de  l'espace,  que  je  désigne  par 
(ij,A-).  Le  complexe  C  est  représenté  par  le  groupe  des  courbes  (i,_;,1), 
(i,;, 2),  ...,  (t,.;,n),  que  j'appelle  le  groupe  {i,j).  Le  passage  de  la  repré- 
sentation du  (complexe  C  par  un  groupe  {i,j)  à  la  représentation  par  itn 
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groupe  (i',/)  revient  à  un  changement  de  coordonnées.  Par  suite,  toutes 
les  courbes  (ij,A:)  ont  le  même  nombre  de  points  doubles  apparents. 
-     Voici  maintenant  une  application  géométrique  importante  de  ces  com- 
plexes. Considérons  une  courbe  plane  définie  par  l'équation 

S  =:  (iiXt  +  ci.,xi-^y  +  .  .  .  +  (iQ-iX  -j-  (iQy  —  1  =  0, 

où  {«i,a2,  ...,  Aq)  sont  des  coefficients  dont  le  nombre  Q  marque  le  nombre 
des  conditions  nécessaires  pour  déterminer  la  courbe.  Supposons  que  l'on 
donne  simplement  Q  —  1  conditions.  La  courbe  S  engendre  alors  un  sys- 
tème (S),  qui  est  défini  par  un  complexe  du  (Q  —  1)™^  ordre  à  Q  dimensions 
(ai,a2,..,,0Q).Les  valeurs  infinies  des  variables  a  correspondent  aux  courbes  S 
qui  passent  à  l'origine  des  coordonnées  {x,y).  Si  toutes  ces  variables  ne  de- 
viennent pas  infinies  ensemble,  l'équation  de  quelques-unes  des  courbes  S, 
passant  à  l'origine,  manque  de  quelques  termes.  Or  on  peut  choisir  les  axes 
de  coordonnées  de  manière  que  ce  fait  ne  se  produise  pas.  Supposons,  en 
effet,  que,  dans  l'équation  d'une  de  ces  courbes  S  passant  à  l'origine,  le  coef- 
ficient d'un  terme  tel  que  x^'y^'  soit  nul  :  en  cliangeant  arbitrairement  les  di- 
rections des  axes  sans  changer  l'origine,  on  fera  apparaître  ce  terme  dans 
l'équation  de  la  courbe,  à  moins  que  tous  les  termes  de  degré  r  -+-  r' 
n'aient  des  coefficients  nuls.  Mais  cette  dernière  hypothèse  est  impossible  si 
l'origine  des  coordonnées  n'est  pas  particularisée.  Car,  si  l'on  suppose  qu'en 
plaçant  l'origine  en  un  point  arbitraire,  il  y  ait  toujours  une  courbe  du  sys- 
tème passant  en  ce  point  dont  l'équation  manque  des  termes  de  degré 
r-t-r',  il  en  résulte  que  chaque  courbe  du  système  jouit  de  cette  propriété 
relativement  à  chaque  point  situé  sur  elle.  Il  y  a  donc  lieu  de  se  demander 
quelles  sont  les  courbes  telles  qu'en  plaçant  l'origine  des  coordonnées  sur 
la  courbe,  l'équation  qui  les  représente  manque  des  termes  d'un  degré 
donné.  Or  il  est  bien  facile  de  voir  que  ces  courbes  ne  sauraient  être  des 
courbes  propres,  et  qu'il  faut  et  il  suffit  que  leur  équation  contienne  un 
facteur  élevé  à  une  puissance  égale  au  degré  des  termes  qui  doivent  dispa- 
raître. Cette  hypothèse  est  donc  impossible  dans  le  cas  d'un  système  de 
courbes  propres. 

Il  résuite  de  cette  discussion  que,  dans  le  complexe  du  (Q — 1)'=  ordre,  à 
Q  dimensions,  qui  représente  le  système  (S),  les  Q  coordonnées  deviennent 
infinies  toutes  ensembles.  Par  suite,  ce  complexée  est  représenté  par  Q  —  2 
courbes  {i,j,i),{i,i,2),  ...,{i,j,Q)  tracées  sur  le  même  cylindre,  rapportées  à 
des  axes  quelconques.  Le  degré  de  ces  courbes  marque  le  nombre  des  cour- 
bes du  système  qui  passent  en  un  point,  ou  la  première  caractéristique  ^  du 
système,  attendu  que  la  condition  pour  la  courbe  S  de  passer  en  un  point 
est  linéaire  en  (^,«2,  ...,  aq). 

Si  l'on  change  les  axes  des  coordonnées  ix,y),  ou  si  l'on  applique  à  ces 
coordonnées  une  transformation  homographique,  ces  transformations  ont 
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pour  effet  de  remplacer  les  coefficients  a  par  des  expressions  linéaires  en 
fonction  de  ces  coefficients,  lîllles  reviennent  donc  à  desimpies  changements 
de  coordonnées  pour  le  complexe  C.  Par  suite,  toutes  les  propriétés  deC  indé- 
pendantes des  coordonnées  donnent  dans  le  système  (S)  des  propriétés  sub- 
sistant lorsqu'on  lui  applique  une  transformation  homographique.  Considé- 
rons, par  exemple,  les  points  doubles  apparents  des  courbes  représentatives 
deC.  Soit  a,+i  le  coefficient  de  y'  dans  S,  Quelle  est  la  signification  des 
points  doubles  apparents  des  courbes  du  groupe  (1,</  +  1)?  Pour  un  tel 
point,  on  aura  deux  valeurs  de  chacun  des  coefficients  a,  autres  que  a^  et 
a^+i,  répondant  à  une  seule  valeur  de  chacun  de  ces  derniers.  On  aura  donc 
deux  courbes  S  et  S',  telles  que  la  courbe  S  —  S'  =  0,  qui  passe  à  l'origine 
des  coordonnées,  aura  dans  ces  termes  de  degré  le  plus  élevé,  le  facteur  d-ij. 
Cette  courbe  passe  donc  par  les  deux  points  à  l'infini  des  deux  axes  de  coor- 
données. Le  nombre  des  points  doubles  apparents  des  courbes  du  groupe 
(1,9  +  1)  marque  donc  le  nombre  des  couples  de  courbes  du  système, 
telles  que  par  leurs  intersections  et  par  trois  points  donnés,  dont  deux  à 
l'infini  sur  les  axes  et  un  à  l'origine,  on  peut  mener  une  courbe  du  même 
degré.  Le  nombre  des  points  doubles  apparents  des  courbes  du  groupe 
(1,9  +  1)  ne  changeant  pas,  si  l'on  transforme  homographiquement  le 
système  (S),  on  peut  dire  que  ce  nombre  marque  le  nombre  des  couples  de 
courbes  du  système,  telles  que,  par  leur  intersection  et  5  points  arbitraires, 
on  peut  méfier  une  courbe  du  mê)ue  degré.  D'après  cette  interprétation,  on 
voit  (lue  les  {loints  multiples  apparents  des  courbes  du  groupe  (!,</+ 1) 
et,  par  suite,  des  autres  groupes,  sont  des  points  doubles,  si  les  axes  des 
coordonnées,  x,y,  sont  quelconques. 

Si,  par  les  intersections  de  chaque  couple  de  courbes  du  système  (S),  on 
mène  les  courbes  du  même  degré,  ces  dernières  contiennent  5  arbitraires. 
Elles  forment  un  complexe  de  courbes,  qui  est  d'ordre  Q  —  3.  Le  nombre 
de  ces  courbes  qu'on  peut  mener  par  3  points  s'appellera  la  l'^  caractéris- 
tique de  ce  complexe.  Ce  complexe  sera  dit  dérivé  du  système  (S).  Si   le 
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toutes  les  courbes  {i,j,k)  sont  planes,  le  nombre  de  leurs  points  doubles 
apparents  est  nul.  De  plus,  chaque  coefficient  ak  s'exprimant  alors  linéaire- 
ment en  fonction  de  deux  coefficients  ai,aj,  l'équation  de  la  courbe  S  est 
comprise  dans  la  forme  S' +  ajS"  +  ajS"' =  0,  qui  représente  nn  réseau. 
Donc  : 

Théorème  VL  —  Si  la  i^'^  caractéristique  du  complexe  dérivé  d'un  système 

—  iV~\ 

,  fx  étant  celle  du  système ,  elle  est  nulle.  Quand 


nombre  des  couples  de  courbes  S  ci-dessus  est  moindre  que 


est  inférieur  à     ^     ^ 

la  {^^  caractéristique  du  complexe  dérivé  est  nulle,  le  système  fait  partie 
d'un  réseau. 


On  pourrait  donner  différentes  autres  interprétations  des  points  doubles 
apparents  des  courbes  {ijji),  relativement  au  système  (S),  et  obtenir  ainsi 
des  théorèmes  sur  des  couples  de  courbes  de  ce  système.  Je  ne  m'y  arrête 
pas,  attendu  que  ces  théorèmes  découlent  des  propriétés  générales  des 
complexes  de  courbes,  d'ordre  Q  —  5,  tels  que  le  complexe  dérivé.  Je  ferai 
seulement  remarquer  que,  dans  le  cas  d'un  système  de  coniques,  la  1"  ca- 
ractéristique du  complexe  dérivé  marque  le  nombre  des  couples  de  coni- 
ques du  système  qui  ont  une  corde  commune  donnée. 

Toutes  les  considérations  précédentes  s'appliquent,  sans  modification, 
aux  systèmes  de  surfaces  et  aux  systèmes  de  complexes  du  1'"'  ordre  à  n 
dimensions,  et  donnent  lieu,  pour  ces  cas,  à  des  théorèmes  identiques  au 
théorème  VI. 

Si  l'on  veut  astreindre  les  courbes  d'un  système  (S)  à  une  condition  nou- 
velle, on  définira  cette  condition  par  une  équation  entre  les  coefficients  a. 
Soit  î?i  le  degré  de  cette  équation.  D'après  le  théorème  IV,  le  nombre  des 
systèmes  de  valeurs  des  coefficients  a  qui  satisfont  à  cette  condition  et  à 
celles  du  système  (S),  est  nvx,  puisque  ces  dernières  sont  exprimées  parmi 
complexe  de  degré  u .  Ce  qui  dislingue  tout  particulièrement  les  beaux 
théorèmes  découverts  par  M.  Chasles  à  l'occasion  de  cette  recherche,  c'est 
qu'il  donnent  le  nombre  des  courbes  propres  d'un  système  qui  satisfont  aune 
condition.  Pour  parvenir  à  ces  théorèmes,  il  faut  donc  retrancher  du  nom- 
bre iHy.  le  nombre  afférent  aux  courbes  non  propres.  C'est  ce  que  nous 
allons  faire  pour  le  cas  d'un  système  de  coniques  sur  le  plan.  Il  est  facile 
devoir  que,  dans  ce  cas,  il  n'y  a  lieu  de  considérer,  parmi  les  courbes  non 
propres  du  système,  que  les  coniques  réduites  à  une  droite  (*). 

Soit 

S  ■=^  ax-  +  ^2b.rij  +  cif  +  'Idx  +  2uj  +  ï  =.  0 

l'équation  d'une  conique  appartenant  à  un  système  défini  par  les  relations 

0((l,l)=:(),       /;  =  -,        «   :=:  — i,        C  =  — . 
'  ^  V  V  V 

Les  conditions,  pour  les  coniques  S,  de  se  réduire  à  une  droite,  sont 
a  =  &rf  —  fle  =:  0,     c/.i=  a  —  d'  :■=  0,     a^  =  cj —  £-  =  0 . 

On  peut  remplacer  les  cinq  coefficients  a,b,c,d,î  par  a,ai^,x.^,d,-,  de  la 
manière  suivante  :  on  a 

a  =  d--  +  o.i,      c  =  a-  +  a„      h  =-+-.  =  -+  -{d-  +  y.^). 


(*)  Voir  Mémoire  sur  la  détermination  des  coniques  et  des  surfaces  du  2=  ordre,  3'  par- 
tie, détenuination  des  surtaces  du  2=  ordre. 
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Étant  donnée  une  condition,  représentée  par  une  équation  entre  les  coef- 
ficients a,b,c,d,e,  on  y  substituera  ces  valeurs  de  a,c,b.  Si  l'équation  ainsi 
transformée  ne  contient  pas  de  terme  indépendant  de  a.,oci,oi.,,  la  condition 
est  telle  qu'elle  est  satisfaite  par  toute  droite  considérée  comme  une  conique. 
Prenons,  par  exemple,  la  condition  «^  =  0,  sur  laquelle  la  transformation  est 
toute  faite.  Cherchons  maintenant  le  nombre  des  coniques  S  qui  satisfont  à 
cette  condition.  Pour  cela,  mettons  dans  l'équation  a.^^=-a  —  d^  =  0,   à  la 

u 
place  de  a,  sa  valeur  —  ;  nous  obtenons  l'équation  î/^  —  d'V  =  0.  cl  et  î 

étant  censées  des  coordonnées  rectilignes,  cette  équation  représente  une 
courbe  -li,  qui  coupe  u  =  0  de  degré  u.  en  des  points  dont,  si  p  est  le  degré 
de  n,  2(p — J)/:/  sont  sur  «  et  sur  v.  Les^pt  autres  conviennent  à  la  ques- 
tion. 

Supposons  maintenant  que  le  système  (S)  contienne  des  coniques  réduites 
à  une  droite.  Soit  Ole  point  de  ij»  répondant  à  l'une  d'elles,  ce  point  pouvant 
être  multiple  sur  y.  En  ce  point,  c'est-à-dire  lorsque  d  et  s  sont  égaux  aux 
coordonnées  de  ce  point,  a,ai,a2  sont  nuls.  Donc  la  courbe -i/ passe  auponit  0. 
D'après  le  théorème  II,  le  nombre  des  intersections  des  deux  courbes  y  et 
•11,  confondues  en  0,  est  marqué  par  la  somme  des  ordres  des  quantités  -^  ou 
«,,  quand  le  point  {d,i)  est  placé  successivement  à  distance  infiniment  pe- 
tite du  l*"'"  ordre  de  0,  sur  les  différentes  branches  de  w.  Soit  w  cette  somme; 
nous  voyons  que  la  conique  réduite  à  une  droite,  ou  droite  conique,  consi- 
dérée réduit  de  w  unités  le  nombre  des  coniques  du  système  salifaisant  à  la 
condition  «1=0.  Mais  cette  condition  est  celle  de  toucher  l'axe  des  a\  Si 
les  axes  sont  quelconques,  le  nombre  w  devra  être  le  même  si  l'on  prend 
pour  axe  des  .rune  droite  quelconque  du  plan.  On  en  conclut  tout  d'aboi-d 
qu'il  est  le  même,  si,  à  la  condition  «1  =  0,  on  substitue  la  condition 
«2=0.  La  condition  de  toucher  la  droite  de  l'infini  est  b-  —  ac  =  0.  On  en 
conclut  donc  encore  que  la  somme  des  ordres  de  b^  —  ac  est  w,  quand  le 
point  (r/,e)  se  place  successivement  sur  les  différentes  branches  de  ©,  à  dis- 
tance infiniment  petite  du  1"  ordre  de  0.  Or  oh  a 

o.{hd  +-  (u)  =:  b'd-  —  «-e-  =  (l'-(b-  —  ac)  -f  «'a»  —  ucv-i. 

Par  suite,  la  sonniie  des  ordres  de  «  est  également  w. 

Prenons  maintenant ,  au  lieu  des  précédentes,  une  condition  qui  soit 
telle  que  l'équation  en  d,  t,  «,  «i,  «»  qui  la  représente  soit  satisfaite  pour 
a  =  ai  =  a2=^0.Soit  M  le  moindre  degré  de  cette  écjuation en  a,»!,»^.  Si,  dans 
cette  équation,  on  exprime  a,ci.^,a.^  en  d,z,  par  les  conditions  du  système  (S), 
on  obtient  une  équation  qui  représente  nue  courbe  y,  de  degré  mp,m  étant 
le  degré  de  la  condition.  Celte  courbe  rencontre  y  en  inpii.  points  dont 
m(p  —  \)u.  appartiennent  à  l'intersection  de  v  et  de  y.  Il  reste  donc  m// 
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points.  La  courbe  x  passe,  en  outre,  au  point  0,  et  la  somme  des  ordres 
de  x->  quand  le  point  (rf,  s)  est  placé  successivement  sur  les  différentes 
branches  de  y,  à  distance  du  !<'''  ordre  de  0,  est  nw.  Donc  le  point  0  compte 
pour  ww  intersections  de  v^  et  de  x-  Donc  la  droite  conique  considérée  ré- 
duit de  ww  le  nombre  des  coniques  du  système  satisfaisant  à  la  condition 
donnée.  Donc  si  ii  est  la  somme  des  nombres  w  analogues  pour  toutes  les 
droites  coniques  du  système  (S),  le  nombre  des  coniques  propres  satisfaisant 
à  la  condition  donnée  est  ^=^^1^ — no..  En  appelant  v  le  nombre  des  coni- 
ques qui  touchent  une  droite,  on  a  v  =  2p — o..  Donc,  en  général,  on  a 
N  =  (m  —  1n)^-\-'m,  équation  qui  exprime  un  théorème  célèbre,  dû  à 
M.  Chasles. 

Pour  le  cas  d'un  système  de  surfaces  du  S""'  ordre,  on  parviendra  au  ré- 
sultat connu  en  suivant  une  marche  analogue.  Les  surfaces  non  propres  à 
éliminer  sont  les  surfaces  réduites  à  un  plan,  et  les  surfaces  réduites  à  deux 
plans.  On  considérera  d'abord  les  premières  relativement  à  la  condition  de 
contact  avec  une  droite,  et  on  obtiendra  la  relation  v  =  2u  —  il,  v  étant  la 
2"'^  caractéristique  du  système.  En  désignant  par  p  le  nombre  des  surfaces 
du  système  qui  touchent  un  plan,  on  reconnaîtra  que  ce  nombre  est  égal  à 
Op.  —  2a,  moins  le  nombre  afférent  aux  surfaces  réduites  à  deux  plans, 
ou  p=:3pt — 2ii  —  £i'.  Enfin,  pour  une  autre  condition,  on  obtiendra 

N  =r  m\i.  —  n?t.  —  rO'  =  (m  —  2n  +  r)  (A  +  [n  —  %•)  v  -j-  r^, 

équation  qui  exprime  un  autre  théorème  de  M.  Chasles, 

Enfin,  de  la  même  manière,  on  démontrera  aisément  que  le  nombre  des 
complexes  indécomposables  du  1"  ordre,  an  dimensions  du  2""^  degré,  d'un 
système,  qui  satisfont  à  une  condition,  s'exprime  par  la  même  formule  à 
3  termes,  attendu  qu'il  n'y  a  encore  que  deux  espèces  de  complexes  non 
propres  à  éliminer. 

Il  n'est  pas  sans  utilité  de  remarquer  que  les  mêmes  raisonnements  per- 
mettent de  prévoir  les  résultats  qu'on  obtiendrait  si  l'on  voulait  éliminer 
certaines  familles  de  courbes  propres,  d'un  système  (S),  du  nombre  des  so- 
lutions du  problème  proposé.  Admettons,  par  exemple,  qu'un  système  (S)  de 
coniques  dans  le  plan  contienne  des  cercles.  Cherchons  maintenant  les  co- 
niques du  système  qui  coupent  une  droite  donnée  sous  des  angles  supplé- 
mentaires. Tous  les  cercles  du  système  satisfont  à  cette  condition.  Le  nom- 
bre des  coniques,  différentes  des  cercles,  qui  y  satisfont,  est  donc  moindre 
que  dans  le  cas  général.  On  reconnaîtra  aisément  qu'il  est  généralement 
égal  à  /A.  Dans  le  cas  actuel,  il  sera  ),  =  (/  —  a".  Ici  le  nombre  li"  désio-ne 
non  pas  le  nombre  des  cercles  du  système,  mais  un  nombre  qui  dépend  de 
la  manière  dont  les  cercles  existent  dans  le  système,  et  qui  est,  de  tout  point 
analogue  aux  nombre  ii  et  ft'  ci-dessus. 

II  4 


-  ÔO  — 

Si,  maintenant,  on  considère  une  autre  condition  qui  soit  satisfaite  par 
tous  les  cercles,  on  trouvera  que  le  nombre  des  coniques,  autres  que  les 
cercles  appartenant  au  système  (S),  et  qui  y  satisfont,  est 

N  =  au.  4-  flv  —  qil"  =:  (a.  —  9)u.  -I-  3v  +  qk. 

On  aura  donc  à  considérer  une  caractéristique  >  de  plus.  Et,  en  général, 
chaque  famille  que  l'on  voudra  éliminer  donnera  lieu  à  une  caractéristique 
de  plus. 

Les  mêmes  problèmes  relatifs  à  des  systèmes  de  degré  plus  élevé  peu- 
vent être  traités  par  la  même  méthode.  Mais  ce  sujet  exige  des  développe- 
ments que  j'espère  pouvoir  présenter  en  une  autre  occasion. 

Les  complexes  à  Q  dimensions  d'ordre  inférieur  à  Q — 1  s'appliquent, 
comme  ceux  d'ordre  Q  —  1 ,  à  la  représentation  des  conditions  qui  existent 
entre  les  coefficients  d'une  courbe  plane  variable.  Si,  entre  les  Q  coefficients 
de  la  courbe 

S  =  ttiXq  +  a^xi  -hj  +  ...  +  flQ  _  irc  +  flQi/  —  1  =^  0, 

il  y  a  seulement  Q  —  i  relations,  la  courbe  S  engendre  un  complexe  de 
courbes,  {S)q_,.  Ce  complexe  de  courbes  sera  représenté  par  un  complexe 
d'ordre  Q — i,  Cq-j,  à  Q  dimensions,  a^^a.^,  ...,  ag,  dans  lequel  les  points 
à  l'infini  forment  un  complexe  irréductible  d'ordre  Q  —  i  +  l.  Car  l'ori- 
gine des  coordonnées  {x,y)  étant  quelconque,  et  le  complexe  (S)Q„i  étant 
censé  indécomposable,  il  en  est  de  même  du  complexe,  d'ordre  supérieur 
d'une  unité,  formé  par  les  courbes  S  qui  passent  à  l'origine  des  coordon- 
nées. Le  degré  du  complexe  Cq_,  marque  le  nombre  des  courbes  S  qu'on 
peut  mener  par  i  points.  C'est  la  f''  caractéristique  de  (S)q_i,  On  voit  que 
si  l'on  astreint  les  courbes  S  à  faire  partie  de  deux  complexes  (S)Q_<et 
(S)Q_i' donnés,  leur  ensemble  constituera  un  complexe  d'ordre  2Q — i  —  i', 
représenté  par  l'intersection  de  CQ_i  etCQ_i..  La  1"  caractéristique  de 
ce  complexe  est  donc  le  produit  de  celles  des  complexes  considérés.  Dans  le 
cas  où  la  somme  des  ordres  des  deux  complexes  est  égale  à  Q,  le  produit 
est  le  nombre  des  courbes  communes  aux  deux  complexes.  Ces  résultats 
doivent  être  modifiés  si  les  complexes  contiennent  des  courbes  non  propres. 
Mais  on  peut,  dès  à  présent,  énoncer  ce  théorème  : 

Théorème  Vil.  — 0  élat^t  lenombre  des  conditions  nécessaires  pour  détermi- 
ner des  courbes  S  sur  le  plan,  si  l'on  considère  deux  complexes  de  ces  courbes 
assujetties  respectivement  à  i  et  à  i'  conditions ,  et  dont  l un  ne  contienne  au- 
cune courbe  non  propre,  le  produit  dés  \  "^  caractéristiques  de  ces  deux  com- 
plexes marque  :  1"  si  i-\-i'  est  égal  à  Q,  le  nombre  des  courbes  qui  leur  sont 
communes  ;  2"  sii-hi'  est  inférieur  à  Q,  la  1'"  caractéristique  du  système 
ou  du  complexe  fourni  par  ces  courbes. 
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Tout  complexe  de  courbes,  de  \'^  caractéristique  égale  à  l'unité,  est  re- 
présenté par  un  complexe  du  1^''  degré,  dans  lequel,  son  ordre  étant  j, 
j  coordonnées  s'expriment  linéairement  en  fonction  des  Q — j  autres.  Par 
suite,  ce  complexe  de  courbes,  qu'on  peut  appeler  complexe  linéaire,  est  re- 
présenté par  une  équation  de  la  forme 

S=S'4-a,S"+  ...  +aQ_;  +  iS'2--'+i=0, 

dans  laquelle  ai, «2,  ...,  Oq_j4.i  sont  des  arbitraires.  La  courbe  S  =  0  est 
une  courbe  quelconque  du  complexe. 

Soit  maintenant  un  complexe  de  1''^  caractéristique  égale  à  2;  il  est 
représenté  par  un  complexe 

9(ai,aj, ....,  ûQ-j  +  i)  =  U,     a(i-j^i=i ^? ,   ..., 

dont  le  degré  est  2.  Par  suite,  le  degré  9  est  2.  Or  il  est  aisé  de  voir  que  le 
complexe  du  1"  ordre  et  du  2""=  degré  à  Q — j  -\- 1  dimensions,  y  =0  ne 
peut  contenir  un  complexe  double  d'ordre  2  sans  se  décomposer.  Donc  les 
coordonnées  de  ce  complexe,  autres  que  a^Oi,  ...,  aQ-.j  +  i,  s'expriment  li- 
néairement en  fonctions  de  ces  dernières.  Par  suite,  l'équation  générale  des 
courbes  du  complexe  est 

S=S'  +  a,S"+  :..  4-aQ_;  +  iS«-^+i=rO, 

dans  laquelle  les  Q — 7  +  1  arbitraires  a  sont  liées  par  la  relation  9=:0. 
Donc  : 

Théorème  VIII.  —  Tout  complexe  de  courbes,  dont  la  i'^  caractéristique 
est  2,  est  contenu  dans  un  complexe  linéaire  d'ordre  inférieur  d'une  unité. 

Dans  le  cas  d'un  complexe  d'ordre  Q — 2,  c'est-à-dire  formé  par  des 
courbes  contenant  2  arbitraires,  la  fonction  9  ne  contient  que  5  dimen- 
sions. Égalée  à  zéro,  elle  représente  une  surface.  Toutes  les  fois  que  cette 
surface  ne  contient  pas  de  ligne  double,  le  complexe  est  contenu  dans  un 
complexe  linéaire  d'ordre  Q  —  5.  Si  celte  surface  est  réglée,  c'est-à-dire 
engendrée  par  une  série  de  droites,-  le  complexe  peut  être  engendré  par  une 
série  de  faisceaux  S'+aS"=0.  Donc,  si  la  l'«  caractéristique  est  2, 
c'est-à-dire  si  la  surface  y  est  du  2°"^  degré,  on  a  : 

Théorème  IX.  —  Tout  complexe  de  courbes  d'ordre  Q  —  2  et  de  l^^  carac- 
téristique 2,  peut  être  engendré  de  deiLv  manières  différentes  par  une  série 
de  faisceaux. 

Si  la  1'®  caractéristique  du  complexe  d'ordre  Q  —  2  est  égale  à  3,  la 
surface  '^  est  du  ô""^  degré.  Suivant  qu'elle  a  ou  qu'elle  n'a  pas  de  droite 
double,  elle  est  ou  n'est  pas  réglée.  Donc  : 

Théorème  X.  —  Les  complexes  de  courbes  d'ordre  U^2  et  de  {"  caracté- 
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ristique  égale  à  5  sont  de  deux  espèces  :  les  uns  sont  contenus  dans  un  com- 
plexe linéaire  d'ordre  Q  —  3,  et  contiennent,  en  général ,  27  faisceaux  ;  les 
autres  sont  engendrés  par  une  suite  de  faisceaux. 

Je  me  bornerai,  pour  le  moment,  à  ces  quelques  conséquences  si  faciles 
de  la  théorie  ébauchée  au  début  de  ce  travail.  Il  est  entendu  que  ces  der- 
niers théorèmes  s'appliquent  aussi  aux  complexes  de  surfaces,  et  aux  com- 
plexes de  complexes  du  1^''  ordre  à  n  dimensions.  On  voit,  par  les  applica- 
tions ci-dessus,  que  la  considération  des  complexes  de  courbes  donne  une 
interprétation  très-nette  de  la  géométrie  à  n  dimensions. 


Sur  la  détermination  des  caractéristiques  dans  les  courbes 
de  degré  supérieur  ;  par  M.  Saltel. 

(Séance  du  23  juillet  1873) 

Tous  les  géomètres  savent  de  quelle  importance  serait,  dans  la  théorie 
des  courbes  d'ordre  supérieur,  la  détermination  des  caractéristiques  des 
systèmes  élémentaires  formés  par  ces  courbes  (*).  Parmi  les  tentatives 
faites  dans  cette  direction,  on  doit  citer  d'abord  M.  de  Jonquières  qui,  le 
premier,  et  le  seul  jusqu'ici,  a  fait  connaître  une  méthode  générale  per- 
mettant de  déterminer  ces  nombres  toutes  les  fois  que  les  points  donnés 

,  .         .  m(m  —  i)       ,   ,^^,   „  ...  ,  . 

sont  en  nombre  supérieur  a  — —^ -i- M   )•  l^n  second  heu,  on  doit 

citer  MM.  Zeuthcn  et  Maillard,  dont  les  travaux  sur  les  courbesdu  troisième 
ordre  ont  mérité  les  éloges  les  plus  flatteurs  du  juge  le  plus  autorisé  en  pa- 
reille matière  (***). 

L'objet  de  cette  note  est  de  montrer  que  \e  principe  arguesien  unicursal 
enseigne  à  déterminer  les  caractéristiques  des    courbes  qui  sont  termes 

d'une  hiérarchie  arguesienne,  pourvu  que,  parmi  les —  1  condi- 
tions données,  il  y  ait  trois  points  dont  la  somme  des  degrés  de  multiplicité 
soit  supérieure  au  degré  de  la  courbe  donnée. 

L'esprit  qui  préside  à  cette  nouvelle  méthode  est  des  plus  simples.  Sup- 
posons qu'il  s'agisse  de  connaître,  par  exemple,  les  caractéristiques  des  sys- 

(*)  a  Ce  qui  manque  pruicipaleincnt  pour  que  la  théorie  des  courbes  d'ordre  supérieur 
soit  aussi  couiiilète,  ou  du  moins  aussi  avancée  que  celle  des  coniques,  c'est  de  coiuiaUre 
les  caractéristiques  des  systèmes  élémentaires  de  ciiaque  ordre  de  courbes.  »  Ciiasles, 
Comptes  rendus. 

(**)  Voir  le  mémoire  de  M.  de  Jonquières  intitulé  :  Jlecherches  sur  les  séries  ou  syslcines 
de  ronrhrs. 

(*")  Voir  les  Comptes  rendus  de  l'année  1872. 
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tèmes  élémentaires  formés  par  les  courbes  du  quatrième  ordre  pourvues  de 
trois  points  doubles  donnés.  Considérons  le  système  déterminé  par  ces 
trois  points  doubles,  par  p  points  simples,  et  par  d  droites  (*)  ;  suppo- 
sons en  outre  le  problème  résolu  et  les  courbes  tracées.  Si  l'on  transforme 
ces  courbes,  en  prenant  pour  triangle  de  référence  les  trois  points  doubles, 
toutes  ces  courbes  se  transformeront  en  des  coniques,  et  les  d  droites  et 
les  p  points  se  transformeront  en  d  coniques  passant  par  les  trois  points 
doubles  et  en  p  poinis  (**).  Le  problème  se  transforme  donc  lui-même  en 
cet  autre,  résolu  dans  la  théorie  des  coniques  :  Combien  y  a-t-ilde  coniques 
tangentes  à  d  coniques  données  et  passant  par  p  points  donnés.  La  question  pro- 
posée est  bien,  comme  on  voit,  entièrement  résolue. 

Remarque  1.  —  Les  courbes  exceptionnelles  résultent  évidemment  des 
courbes  exceptionnelles  du  système  transformé,  et  réciproquement;  d'ailleurs 
puisque  à  deux  courbes  tangentes  en  un  point  a  correspondent  deux  courbes 
tangentes  au  point  correspondant  a',  les  sommets  doivent  se  correspondre 
deux  à  deux.  Les  considérations  précédentes  permettent  donc  de  répondre 
d'une  multitude  de  manières  nouvelles  au  desideratum  exprimé  par  M.  Chas- 
les  dans  les  Comptes  rendus ,  t.  LXIV  :  «  D'après  les  considérations  précé- 
dentes/je désirerais  former  des  systèmes  de  courbes  du  quatrième  ordre, 
dans  lesquels  une  des  courbes  serait  une  conique  double,  et  où  l'on  recon- 
naîtrait la  nécessité  de  regarder  certains  points  comme  des  sommets  par  les- 
quels passeraient  des  tangentes  de  la  courbe...  »  Il  suffira,  pour  cela,  de 
considérer  dans  le  système  transformé  une  droite  double  satisfaisant  aux 
conditions  exigées  ;  sa  transformée  sera  une  conique  double  répondant  à  la 
question.  Bien  plus,  si  l'on  considère  une  conique  voisine  de  la  conique 
infiniment  aplatie,  et  qu'on  la  transforme,  on  obtiendra  l'image  de  la 
courbe  du  quatrième  ordre  voisine  de  la  coni(]ue  double. 

Remarque  11.  —  Il  est  bien  évident  que  les  raisonnements  précédents 
s'appliquent  à  toutes  les  courbes  qui  sont  termes  de  hiérarchies,  et  que  la 
recherche  de  leurs  caractéristiques  se  ramène  à  la  recherche  de  ces  mêmes 
nombres  dans  des  courbes  de  degré  inférieur. 

Remarque  III.  —  Il  est  important  de  remarquer  que,  dans  un  grand  nom- 
bre de  cas,  la  méthode  de  M.  de  Jonquières  s'applique  alors  que  la  nôtre  ne 
s'applique  pas  et  réciproquement.  Nous  allons  indiquer  les  déterminations 
que  font  connaître  les  deux  méthodes  combinées,  appliquées  aux  courbes 
du  quatrième  ordre  : 

1°  Courbes  à  trois  points  doubles  ....  tous  les  systèmes, 

2"  Courbes  à  un  point  triple tous  les  systèmes  à  l'exception 

de  deux, 

(*1  II  est  bien  entendu  que  l'on  doit  avoir  p-\-(l=  5. 

(**)  Voir  notre  mémoire  Sur  le  principe  nrrfitesieii  nnicuvscd.  Pnris.  Gauthicr-Yiilar?. 
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3"  Courbes  à  deux  points  doubles Ions  les  systèmes  à  l'excep- 
tion d'un  seul, 
4°  Courbes  dépourvues  de  points  doubles...  les  sept  premiers  systèmes. 

Remarqdk  ÏV.  " —  Qu'on  nous  permette  défaire  ici,  à  l'occasion  d'une  ap- 
plication du  principe  arguesien,  une  remarque  dont  les  conséquences  peu- 
vent devenir  capitales.  Selon  M.  Chasles  (Voir  Comptes  rendus,  t.  LXIl)  : 
«  Des  propriétés  qu'on  démontre  pour  les  courbes  douées  du  nombre  maxi- 
mum de  points  doubles  (ou  d'un  nombre  de  points  multiples  équivalent  à 
ce  maximum)  se  peuvent  conclure  celles  des  courbes  dépourvues  de  points 
doubles.  La  question  est  de  reconnaître  dans  chaque  cas  la  moditicaticn 
causée  par  les  points  doubles  :  on  remonte  ainsi  de  la  propriété  trouvée 
pour  une  courbe  à  points  doubles  à  l'expression  de  cette  propriété  pour  une 
courbe  pure  (*).  »  Or  le  principe arguesie7iunicu7'saleï]s,e\gne  que  toute  pro- 
priété générale  des  coniques  se  transforme  en  une  propriété  générale  des 
courbes  d'ordre  supérieur  affectées  d'un  nombre  de  points  multiples  équi- 
valant à -^ -points  doubles;  il  semblerait  donc  que,  s'il  est 

possible  de  passer  des  propriétés  des  courbes  unicursales  aux  courbes 
pures,  le  principe  arguesien  unicursal  constitue  une  méthode  générale  pour 
passer  des  propriétés  des  coniques  aux  propriétés  des  courbes  dépourvues 
de  points  nmltiples. 


Sur  la  durée  des  oscillations  du  pendule  composé;  par  M.  de  Saint-Germain. 

(Séance  du  23  juillet  1875) 

Il  n'y  a  pas  lieu  de  chercher  quelle  forme  il  faut  donner  à  un  pendule 
composé,  de  masse  déterminée  m,  pour  rendre  minimum  la  durée  de  ses 
oscillations,  ou  plutôt  la  longueur  du  pendule  simple  synchrone;  car  on 
peut  diminuer  ces  quantités  autant  qu'on  veut  en  disposant  la  matière 
donnée  sous  forme  d'un  cylindre  indéfiniment  allongé  renfermant  l'axe  de 
suspension.  Mais  il  peut  y  avoir  une  solution  finie  quand  on  impose  cer- 
taines conditions  à  la  forme  de  la  surface  extérieure  du  pendule. 

Pour  que  le  pendule  synchrone  ou  pendule  composé  soit  minimum,  il  faut 
que  si  ou  ajoute  sur  une  partie  quelconque  de  sa  surface  une  masse  dm, 
en  observant,  bien  entendu,  les  conditions  imposées  à  cette  surface,  la 

(*)  On  lit  aii«si  dans  le  mijme  lome  des  Comptes  rmdux  :  «  Ce  n'est  pas  seulement  aux 
questions  de  contact  (jue  convient  ce  procédé  de  dénionstiation  propre  aux  courbes  dont  les 
points  se  déterminent  iiidividu<llcnient.  11  est  susceptilile  de  Irès-nonibreuses  applications 
diltérentes.  Nous  aurons  à  dire  aussi  coninient  les  théorèmes  démontrés  par  cette  mé- 
thode se  gcnéralisenl  «tjs'appliquenl  aux  coiirbes  de  classe  et  d'ordre  (juilconques.  )> 


longueur  du  pendule  synchrone  soit  augmentée  d'une  quantité  constante 
cdm;  sinon,  en  ôtant  de  la  matière  aux  parties  du  pendule  donné  où  cette 
suppression  serait  le  plus  sensible  pour  la  reporter  en  d'autres  points  où 
elle  a  moins  d'effet,  on  réduirait  la  durée  des  oscillations.  Soit  donc 

/=  —  la  longueur  du  pendule  synchrone,  a  étant  la  distance  du  centre  de 

gravité  à  l'axe,  p  le  moment  d'inertie  relatif  à  cet  axe  ;  quelle  que  soit  la 
partie  de  la  surface  où  l'on  ajoute  la  masse  dm,  on  aura 

,,,  „       madu. —  ij.d.atn 

(1)  ^^  = -z::^ =  cdm. 


Le  pendule  doit-il  être  un  disque  cylindrique  d'épaisseur  h  ayant  ses 
génératrices  parallèles  à  Taxe,  il  faut  répartir  la  masse  dm  le  long  d'une 
génératrice  :  soient  r  sa  distance  à  l'axe,  ô  l'angle  des  plans  menés  suivant 
cet  axe  par  le  centre  de  gravité  ou  par  la  génératrice,  on  aura 

du.  =  rMm,    d.ma  =:  r  ces  6  dm. 

L'équation  (1)  devient  :  mar^  —  f/r  cos  9  =  cm'^a}. 

La  base  du  disque  est  un  cercle.  Soient  R  le  rayon,  s  la  densité,  on  a 

m  =  iTR2/tc,     l  =  a  -^^  TT---, 
2a 

R'  étant  connu,  /  aura  sa  valeur  mmimum  i  /  -p  pour  a  =  ~^~'->  c  est-a- 
dire  que  l'axe  de  suspension  passe  au  milieu  du  côté  du  carré  inscrit  dans 
la  base. 

Considérons  encore  un  solide  de  révolution  oscillant  autour  d'une  per- 
pendiculaire à  son  axe  ;  la  masse  dm  devra  être  répartie  le  long  de  ce  paral- 
lèle. Soient  p  son  rayon,  z  la  distance  de  son  plan  à  l'axe  de  suspension, 
on  aura 


d[h  ={  2^  -f-  ô  P'  )  ^™'    d.ma  =  zdm. 


L'équation  (1)  donne  :  ma  (2z'  -t-  p*)  —  2fA2  =  Icm^a^. 

Le  pendule  prendra  la  forme  d'un  ellipsoïde  aplati  ayant  «  pour  demi- 
axe  de  symétrie,  a  v/2  pour  rayon  équatorial.  Alors 


0  ■)  a 
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vlv/^ 


a  est  connu,  et  /  a  sa  valeur  minimum  \/ t,\/  ~ï:  po">'n=  «  v/V-  On 

voit  où  doit  passer  l'axe  de  suspension,  et  aussi  comment  on  pourra  étudier 
les  pendules  d'autres  formes. 


Sur  le  déplacement  d'un  solide  invariable  ;  par  M.  Halphen 

(Séance  du  23  juillet  1873) 

Le  nombre  des  conditions  nécessaires  pour  déterminer  la  position,  dans 
l'espace,  d'un  solide  donné,  étant  six,  l'étude  des  déplacements  d'un  solide 
peut  être  partagée  en  six  cas  distincts,  suivant  que  ce  corps  est  assujetti  à 
cinq,  quatre,  ...,  une  condition,  ou  est  entièrement  libre. 

Le  cas  où  les  conditions  sont  au  nombre  de  cinq  a  donné  lieu  à  une 
théorie  trop  connue  pour  qu'il  soit  utile  d'en  rappeler  ici  les  résultats.  Les 
cas  où  les  conditions  sont  au  nombre  de  quatre  ou  de  trois  ont  donné 
lieu  à  d'élégants  théorèmes  dus  à  M.  Mannheim,  et  sur  lesquels  je  vais 
revenir.  Je  donne  ici  des  théorèmes  analogues  pour  les  autres  cas,  en 
suivant  une  marche  uniforme  qui  s'applique  également  à  tous,  à  l'excep- 
tion du  premier. 

Rappelons  d'abord  un  résultat  bien  connu.  Soient,  dans  un  solide  de 
position  donnée,  x,  y,  z,  et  ^,  ïj,  ç  les  coordonnées  de  deux  points  de  ce 
corps  relalivenient  à  des  axes  rectangulaires  fixes  dans  l'espace,  le  premier 
point  étant  considéré  comme  variable  et  le  second  comme  fixe  dans  le 
corps.  Soit  «1  une  variable  dont  dépend  la  position  du  corps.  Si  on  écarte 
le  solide  infiniment  peu  de  sa  position,  en  faisant  varier  ^i,  on  a 

|  =  |  +  c,,„-„)-M,-î), 

dz         d^ 

-  =  ^^   +   l,i^-l)-a,{y-r.). 

Dans  ces  relations,  a,,  hy,  c,  sont  des  constantes  relativement  au  point 
[x,  y,  z)  considéré.  Les  trois  plans,  représentés  par  les  équations  obtenues 

en  égalant  à  zéro  les  trois  dérivées  ^,  -j~,  -^,  sont  parallèles  à  la  droite 

—  :=.-  =  —  Il  n'y  a  donc  pas  de  point  commun  à  ces  plans.  Par  suite, 
a,       b^       c, 

dans  le  mouvement  imprimé  au  corps,  aucun  point  n'est  immobile.  Ad- 
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mettons  maintenant  que  la  position  du  corps  dépende  d'autres  variables, 
^2,  ^3,  ....  En  faisant  varier  séparément  chacune  d'elles,  on  obtiendra  des 
relations  analogues  aux  relations  (1),  que  nous  figurerons  en  affectant, 
dans  les  relations  (1),  les  constantes  a,  b,  c  du  même  indice  que  la  variable 
correspondante.  Si  d'ailleurs  on  fait  varier  simultanément  les  différentes 
variables,  on  a 

dti  dt^     -       dt-     ^ 


En  posant  donc 


Cj  dti  +  flg  ^^2  +  «3  ^'s  +    •  •  •    =  A, 

bi  dti  +  b^  dt.^  +  b.dt.,+  ...  =  B, 
Cj  dti  +  t'a  f/<2  -h  c-  dt^  +  . . .  =  c, 


on  aura 


(2)  dy  =  f/rH-  A  (z  —  q  —  C  (x  -  ï), 

dz  =  dl+B{x  —  '^)  —k{tj—r.). 

Les  trois  plans,  dont  on  obtient  les  équations  en  égalant  à  zéro  ces  trois 

différentielles,  sont  parallèles  à  la  droite  t  =  5"  ==  ^'   Pai'    suite,    comme 

précédemment,  aucun  point  n'est  immobile.  Mais  si  l'on  choisit  les  variations 
de7i,  ^2»  ^5,-'.  de  manière  à  vérifier  l'équation 

(5)  Ml  +  Bf/r,  -h  Cdî;  =  0, 

ces  trois  plans  se  coupent  suivant  une  même  droite  dont  tous  les  points  sont 
alors  immobiles. 

Quand  les  variables  sont  au  nombre  de  deux,  l'équation  (3)  détermine  le 
rapport  qui  doit  exister  entre  dt^  et  dt^  pour  que  cette  condition  soit  satis- 
faite. Or  l'équation  (3)  est  du  deuxième  degré  relativement  à  -^'  On   peut 

donc  satisfaire  à  la  condition  d'immobilité  d'une  droite  de  deux  manières. 
Quand  les  variables  sont  en  nombre  supérieur  à  deux,  l'équation  (5)  a  lieu 
entre  plusieurs  inconnues,  et  admet  une  infinité  de  systèmes  de  solutions. 
En  résumé,  dès  que  le  nombre  n  des  variables  surpasse  l'unité,  il  est  tou- 
jours possible  de  trouver  dessystèmes  {^l,  w|,  ...,  «„*),  (^,  wf,  ...,  w,f),..., 
(w'J,  w«, ...,  0^1)  de  11  nombres  chacun,  et  au  nombre  de  w,  tels  qu'en  faisant 

dh  _(lt^__      _dt„ 

mj         <ù*         "         w' 
»  î  n 

une  droite  du  solide  resie  immobile.  ^ 
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Substituons  maintenant  aux  variables  ti^t^, ...,  <„  les  variables  0^,  0„.,.,e„, 
définies  par  les  relations  linéaires 


ti  t, . 

■    tn 

1  "s    • 

2 

<<  ■ 

■< 

,  e.= 

<<  ■ 

••     < 

ti 

',    • 

.    tn 

3 

3 

5 

^1 

^2     • 

•   "'n 

'i  <»  •■•  '„ 


on  obtiendra  le  mouvement  le  plus  général  du  solide  en  faisant  varier 
successivement  e^,  02>  •••»  &«•  Or,  si  l'on  suppose  nulles  les  différentielles 
de  toutes  ces  variables,  à  l'exception  de  celle  de  df,  on  en  conclut 


dh 


du 


dt„ 


c'est-à-dire  qu'une  droite  du  corps  est  immobile.  Ainsi  le  déplacement  le 
plus  général  du  corps  s'obtient  par  n  rotations  arbitraires  autour  de  n 
droites  restant  les  mêmes. 

Appliquons  maintenant  ces  résultats  aux  différents  cas.  S'il  y  a  deux 
variables  seulement,  les  deux  axes  de  rotation  sont  déterminés  par  l'équa- 
tion (5).  Donc.: 

Théorème  I.  —  Tous  les  déplacements  d'un  solide  assujetti  à  quatre 
conditions  s'obtiennent  par  deux  rotations  autour  de  deux  droites  détermi- 
nées. 

Ce  théorème  est  dû  à  M.  Mannheim  {Etude  sur  le  déplacement  d'une  figure 
de  forme  invariable,  p.  32).  On  en  conclut  que  les  points  de  ces  deux  axes 
décrivent  des  éléments  de  lignes,  tandis  que  les  autres  points  décrivent  des  élé- 
ments de  surfaces. 

Ce  corollaire  peut  facilement  être  démontré  directement  par  le  calcul. 
Pour  faciliter  l'écriture,  j'emploierai,  dans  la  suite,  la  notation  suivante  : 
u,  V,  ...,wétantn  fonctions  de  ti,  t.^,...,  <„,  je  représenterai  par  {u^  v^ ...  w^) 
le  déterminant 


du 

du 

du 

dtt 

dt^    ' 

••    dt„ 

dv 

dv 

dv 

ciïi 

dt^    ' 

•     dtn 

dw 

div 

dw 

(ÎTi 

dî^    ' 

■  dt. 

Cela  posé,  dans  le  cas  de  deux  variables,  les  points  des  deux  axes  sont 
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ceux  dont  les  coordonnées,  mises  pour  x,  y,  z  dans  les  équations  dx  =  0, 
dy  =  0,  dz  =  0,  ou 

dx   ,,        dx  ,,        „ 

%dt,+%dU_=:^, 

dt^  dt^ 

TT  f^^l   +  -77-  f^<2  =  0, 

rendent  ces  équations  possibles,  en  y  considérant  j^  comme  inconnue. 

Par  suite,  les  coordonnées  des  points  des  axes  satisfont  aux  équations  simul- 
tanées :  {Xi  y.^)  =  0,  (j/i  «2)  =  0,  {z^  x^)  =  0.  Il  est  facile  de  vérifier  qu'en 
effet  les  paraboloïdes  représentés  par  ces  trois  équations  se  coupent  suivant 
les  deux  droites  définies  ci-dessus.  Considérons  maintenant  l'un  de  ces  pa- 
raboloïdes, le  premier,  par  exemple,  qui  a  pour  plan  directeur  le  plan  des  xy  ; 
menons,  par  chaque  point  M  du  corps,  une  parallèle  à  une  droite  fixe,  et 
soient  p,p'  les  deux  points  où  cette  parallèle  rencontre  le  paraboloïde.  Les 
produits  MpMp'  sont  proportionnels  aux  valeurs  du  déterminant  (x^  y^), 
où  l'on  met,  pour  ^,  y,  z,  les  coordonnées  de  chaque  point  M.  D'ailleurs, 
dt  dty  [x^  y.^  est  la  projection,  sur  le  plan  des  x  y,  de  l'élément  de  surface 
décrit  par  le  point  M.  On  a  donc  ce  théorème,  qui  comprend  le  corollaire 
ci-dessus  : 

Théorème  II.  —  Les  projections,  sur  un  plan  donné,  des  éléments  superfi- 
ciels, décrits  par  les  points  du  corps,  sont  proportionnelles  aux  produits  des 
segments  interceptés,  sur  des  sécantes  parallèles  issues  de  ces  points,  par  un 
paraboloïde  passant  par  les  deux  axes,  et  ayant  le  plan  donné  pour  plan  direc- 
teur. 

Supposons  maintenant  qu'il  y  ait  trois  variables.  Dans  ce  cas,  on  peut,  par 
l'équation  (5),  déterminer  trois  axes,  dont  chacun  renferme  une  arbitraire. 
Ces  axes  forment  donc  une  surface  gauche,  dont  on  obtient  facilement  l'équa- 
tion comme  ci-dessus,  en  remarquant  que  les  coordonnées  de  chacun  de 
ses  points  rendent  possibles    les  trois  équations  simultanées  :  dx  :={), 

dt.    dt.     , , , 
dy  =  0,dzz=  0,  qui  ne  renferment  que  deux  inconnues  -r^,  j--  L  équation 

de  cette  surface  est  donc  :  (xi  y.^  z^  =0.  En  effectuant  les  calculs,  on 
s'apercevra  que  cette  équations'abaisseaudeuxièmedegré.Onpeutaussi  s'as- 
surer de  cet  abaissement,  en  remarquant  que  le  déterminant  (^riyj^s)»"!"!*!?'!^ 
par  dt^dt^  dt.,  représente  l'élément  de  volume  décrit  par  le  point  dont  les 
coordonnées  sont  x,  y,  z.  Si  l'on  suppose  que  les  conditions  données  soient 
la  fixité  d'un  point,  chaque  point  du  corps  décrit  seulement  un  élément 
superficiel.  Par  suite,  le  déterminant  ci-dessus  est  nul,  si  toutes  les  dérivées 
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partielles  de  Ç,  x,  X>  s'annulent.  Or,  par  cet  évanouissement,  ce  déterminant 
se  réduit  aux  termes  du  troisième  degré  en  x — ^,  îj—c,  z — E,  et  il  n'a 
disparu  que  dos  termes  de  degré  inférieur  à  5.  Donc  les  premiers  sont  tou- 
jouis  nuls.  Ainsi  {.7\  y,  z.)  —  0  est  un  hyperboloïde  dont  chaque  génér?- 
trice  peut  être  prise  pour  un  des  trois  axes  de  rotation.  Donc  : 

Théorème  IV.  —  Tous  les  déplacements  d'un  solide  assujetti  à  tr'ois  condi- 
tions s'obtiennent  par  trois  rotations  autour  de  trois  mêmes  droites  prises 
arbitrairement  parmi  les  génératrices  d'un  hyperboloïde.  Les  points  de  cet 
hyper^boloide  décrivent  des  éléments  superficiels. 

Ce  théorème  a  été  énoncé  par  M.  Maniiheim  {loc.  cit.,  p.  37).  Mais  la 
démonstration  donnée  par  cet  auteur  ne  s'applique  qu'au  cas  où  les  trois 
conditions  sont  de  nature  à  être  ramenées  chacune  au  mouvement  d'un 
point  sur  une  surface.  D'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  il  y  a  toujours,  dans 
un  corps  assujetti  à  trois  conditions,  une  infinité  de  points  qui  se  meuvent 
sur  des  surfaces.  Le  mouvement  peut  donc  être  défini  par  celui  de  trois  de 
ces  points  ;  mais  cette  propriété  n'est  pas  évidente  a  priori.  Comme  plus 
haut,  on  peut  encore  dire  que  : 

Théorème  V.  —  Les  volumes  décrits  par  les  points  du  corps  sont  propor- 
tionnels aux  produits  des  segments  interceptés  sur  des  sécantes  parallèles, 
issues  de  ces  points ,  par  Vhyperboloïde  des  axes. 

Supposons  actuellement  qu'il  y  ait  quatre  variables.  L'équation  (5)  laisse 
subsister  deux  arbitraires  pour  la  détermination  de  chaque  axe  de  rotation. 
Ces  droites  forment  donc  une  congruence.  Pour  trouver  celles  qui  passent 
par  un  point  donné,  il  suffit  de  déterminer  les  rapports  de  dt^,  dt^,  dt.,  dt^ 
par  les  équations  simultanées  dx  =  0,  dy  =  0,  dz  =  0,  où  x,  y,  z  sont  les 
coordonnées  du  point  donné.  On  a  ainsi  trois  équations  linéaires.  Donc,  par 
un  point  passe  une  droite  de  la  congruence .  On  trouvera  aussi  facilement 
qu'i/  y  a  une  droitede  lacongruence  dans  un  plandonné.  Par  suite,  les  droites 
de  la  congruence  rencontrent  deux  droites  fixes.  J'admets  ici  la  connais- 
sance de  cette  propriété  de  la  congruence  d'ordre  et  de  classe  1.  Il  est 
d'ailleurs  bien  facile  de  montrer  directement  ici  que  les  droites  ci-dessus 
rencontrent  deux  droites  fixes. 

En  effet,  les  droites  de  la  congruence  sont  indéterminées  si  on  les  astreint 
à  passer  par  un  point  dont  les  coordonnées  annulent  à  la  fois  les  quatre 
déterminants 

(x.y.z,),   {xjj.^z,),  {x^y,,z^),  {x^y^z.}. 

Chacun  de  ces  déterminants  égalé  à  zéro  représente  un  hyperboloïde,  d'après 
une  remarque  faite  plus  haut.  Remarquons  maintenant  que  les  deux  droites 
communes  aux  trois  paraboloïdes  obtenus  en  égalant  à  zéro  [x^y^,  [y^z^, 
(z,  .r.^)  appartiennent  à  deux  de  ces  hyperboloïdes,  savoir  :  (.r,  y^  2,)  =  0  et 
{x^y^z^  =  0.  Désignons  ces  deux  droites  par  (1,  2)  et  (1,  2)'.  Nous  avons 
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six  pareils  couples  de  deux  droites  :  (2,  3)  et  (2,  3)',  (3,  4)  et  (5,  4)',  etc. 
Les  deux  hyperboloïdes  (arj  y^  z^)  =  0  et  {x^  tj^  z^  =  0  se  coupent  suivant 
deux  autres  droites  qui  rencontrent  dix  des  douze  droites  ci-dessus.  11  en 
résulte  que  ces  deux  droites  appartiennent  aux  deux  autres  hyperboloïdes. 
Ainsi  les  quatre  hyperboloïdes  ont  deux  droites  communes,  et  ces  droites 
sont  rencontrées  par  tous  les  axes.  On  voit  immédiatement  que  la  propriété 
des  points  de  ces  deux  droites,  de  faire  évanouir  à  la  fois  les  quatre  déter- 
minants ci-dessus,  peut  être  interprétée  en  disant  que  ces  points  décrivent 
des  volumes  nuls.  Il  est  évident,  en  effet,  que  ces  droites  sont  normales  à 
tous  les  déplacements  de  leurs  points.  Par  conséquent,  ces  points  décrivent 
des  éléments  superficiels.  On  peut  donc  dire  que  : 

Théorème  VI.  —  Tous  les  déplacements  d'un  solide  assujetti  à  deux  condi- 
tions s'obtiennent  par  quatre  rotations  autour  de  quatre  mêmes  droites  prises 
arbitrairement  parmi  celles  qui  rencontrent  deux  droites  déterminées.  Les 
points  de  ces  deux  dernières  droites  décrivent  dès  éléments  superficiels. 

S'il  y  a  cinq  variables,  l'équation  (3)  laisse  subsister,  dans  chaque  axe  de 
rotation,  trois  arbitraires.  Ces  droites  forment  un  complexe.  Cherchons 
celles  de  ces  droites  qui  passent  par  un  point  (.r,  y,  z)  et  sont  dans  un  plan 
contenant  ce  point  : 

JI{X  —  x)  +  !>'( Y  —  y)  4-  P(Z  —  2)  =  0. 

La  conditionque  la  droite  passe  par  le  point  donné  fournit,  comme  précé- 
demment, trois  équations  linéaires  et  homogènes  entre  les  cinq  différen- 
tielles dt.  On  exprimera  que  la  droite  est,  en  outre,  contenue  dans  le  plan 
donné  par  l'équation  : 

MA  +  NB  +  PC  =  0, 

qui  est  aussi  linéaire  et  homogène.  Par  suite,  il  y  a  une  droite  satisfaisant 
aux  conditions  données.  Donc  : 

Théorème  VII. —  Tous  les  déplacements  d'un  solide  assujetti  à  une  condi- 
tion s'obtiennent  par  cinq  rotations  autour  de  cinq  mêmes  droites,  prises  arbi- 
trairement dans  un  complexe  linéaire  déterminé. 

Si  la  condition  donnée  est  celle  du  mouvement  d'un  point  sur  une  surface, 
le  complexe  est  formé  des  droites  qui  rencontrent  la  normale  à  cette  surface, 
et  les  points  de  cette  normale  décrivent  des  éléments  superficiels.  Mais  ce 
fait  ne  se  produit  pas  en  général.  On  verra  sans  peine  qu'il  faut  et  qu'il  suffit, 
pour  qu'il  se  produise,  qu'il  y  ait  une  droite  commune  aux  dix  hyperboloïdes 
obtenus  en  égalant  à  zéro  les  dix  déterminants  [xiy^  Zk),  où  les  nombres 
i,j,k  sont  1,  2,  3,  4  ou  5. 

Enfin,  s'il  y  a  six  variables,  on  parvient  immédiatement  à  ce  théorème  : 
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Théorème  VIII.  —  Tous  les  déplacements  d'un  solide  libre  s'obtiennent  par 
six  rotations  autour  de  six  mêmes  droites  prises  arbitrairement. 

En  terniiiiatit  cette  note,  je  ferai  remarquer  que  l'on  peut  parvenir  rapi- 
dement aux  résultats  qu'elle  renferme,  en  faisant  usage  de  deux  théorèmes 
quej'ai  communiqués  à  l'Académie  des  sciences  en  1871  et  en  1872,  et  que 
j'ai  déjà  eu  l'occasion  de  signaler  à  notre  Société.  Ces  théorèmes  sont  relatifs 
aux  droites  communes  à  des  complexes  ou  des  congruences  données.  On  en 
déduit  immédiatement,  dans  les  cas  les  plus  simples  :  1"  que  l'ordre  et  la 
classe  de  la  congruence  formée  par  les  droites  communes  à  deux  complexes 
linéaires  sont  l'unité,  ce  qui  d'ailleurs  est  évident  a  priori;  on  en  conclut 
aisément  que  cette  congruence  est  formée  par  les  droites  rencontrant  deux 
droites  fixes  ;  2"  que  les  droites  communes  à  trois  complexes  linéaires  for- 
ment un  hyperboloïde  ;  5"  que  les  droites  communes  à  quatre  complexes 
linéaires  sont  au  nombre  de  deux. 

Remarquons  maintenant  que,  pour  un  déplacement  dépendant  d'une 
seule  variable,  les  droites  normales  aux  déplacements  de  leurs  points 
forment  un  complexe  linéaire.  En  prenant  ce  point  de  départ,  dû  à  M.  Chasles, 
nous  en  concluons  que,  pour  les  déplacements  dépendant  de  deux  variables, 
les  droites  normales  aux  déplacements  de  leurs  points  sont  les  droites 
communes  à  deux  complexes  linéaires.  Elles  rencontrent  donc  deux  droites 
fixes,  ce  qui  est  le  théorème  de  M.  Mannheim.  Pour  les  déplacements  dépen- 
dant de  trois  variables,  les  droites  normales  aux  déplacements  de  leurs 
points  sont  les  droites  communes  à  trois  complexes  linéaires.  Ces  droites 
forment  donc  un  hyperboloïde.  C'est  le  théorème  IV,  ou,  du  moins,  la 
seconde  partie  de  ce  théorème,  d'où  l'on  peut  déduire  la  première.  Pour 
les  déplacements  dépendant  de  quatre  variables,  on  a  de  même  deux  droites 
normales  à  tous  les  déplacements  de  leurs!  points.  C'est  la  seconde  partie 
du  théorème  VI.  J'ajoute  que  cette  théorie  pourrait  facilement  être  faite  par 
la  considération  de  la  composition  des  rotations  ;  mais  je  me  borne  à  cette 
simple  indication. 


Du  fadeur  constant  dans  V expression  de  q(x)  en  produit  illimité; 
par  Mé  DE  Saint-Germaln. 

(Séance  du  17  décembre  1873) 
Considérons  la  fonction  définie  par  Jacobi  au  moyen  d'une  série  : 
Ô(x)  =  l  — 2gcoSY  +  'iq*cos-^ 2</3 cos -rp -f . . . , 

où  nous  dirons  seulement  que  q  e!5l<l.  On  peut  exprimer  la  fonctioil 
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comme  produit  d'un  nombre  infini    de  facteurs,  de  la  forme 

1  —  2(j-"+i  cos  ^  +  q*»^^, 
K 

avec  un  facteur  indépendant  de  x,  et  que  nous  désignerons  par  <p  (q). 
Une  simple  remarque  permet  de  déterminer  ce  facteur  plus  aisément 
que  ne  l'a  fait  Jacobi.   Égalons  les  expressions  de  0(^),  ou  mieux  de 


0  (  — -  ) ,  en  série  et  en  produit  illimité  : 


1  — 2^cos2,c4-2f/'*cos4.t;  —  iq^cosGx-j-  . . . 

=  v(5)(l  —  2qcos2x  +  q-)  (1  —  2ry'^cos2x  +  q^') 

Dans  cette  identité,  je  fais  x  =  j  ;  il  vient 

(1)  .    l_2g4  +  25'6_2ç-o6^  _,,^o{q){l  +  q'-){l+q^){\+qy^).... 

Faisons  au  contraire  x  =  0,  et  changeons  q  en  g*,  nous  aurons 

i  -  Iq*  +  2(7«6  —...=z  o(q4)(  1  —  qif-{{  —  qi-^)^i  -  q^o)*. ... 

Le  premier  membre  est  le  même  que  dans  l'équation  (1),  et  le  second  est 
divisible  par  (!+(/-)  (1+r/)...;  on  a  donc,  en  supprimant  ce  facteur  commun, 

Cp(g)=ç(94)(l-92)(l_5*Hl-g6)(l_ç,.)(l_Ç.0)(l_,^-20).... 

Nous  trouvons  un  produit  de  facteurs  de  la  forme  1 — ç^" ,  où  n  a  toutes 
les  valeurs  de  1  à  oo  ,  sauf  celles  qui  sont  multiples  de  4.  Si  on  multiplie  les 
deux  membres  par  (1 — q^)  (1 — 5^®)...,  on  n'aura  plus  de  lacunes,  et  on 
pourra  écrire,  7i  variant  de  1  à  oo  ,  , 

d'où 


n(l  —  q-"}  ~ n(l  —  q^")      n(l  —  q^-'") 


On  aura  une  suite  de  rapports  égaux,  dont  les  dénominateurs  tendent 
vers  l'unité;  il  en  est  de  même  du  numérateur,  car  si  dans  l'équation  (1)  on 
remplace  q  par  q*'',  il  est  évident  que,  pour  fx  infini,  f  (ç*"*)  =  1 .  On  a  donc 

o{q)  =  {[-f)[[-q*){l-qo)^[-q^).... 
C'est  la  formule  de  Jacobi. 
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Stir  le  plan  oscillateur  et  sur  la  sphère  osculatrice;  par  M.  Saltel, 

(Séance  du  14  janvier  1874) 

Théorème  I.  —  Si  une  surface  1  admet  une  droite  A,  toutes  les  courbes  de 
la  surface  tangentes  à  cette  droite  en  un  de  ses  points  a  ont  en  ce  point  même 
plan  osculateur. 

Ce  plan  n'est  autre  que  le  plan  tangent  en  a  à  i. 

Corollaire.  —  Ce  théorème  permet,  dans  une  foule  de  cas,  de  déterminer 
facilement  le  plan  osculateur  en  un  point  d'une  courbe  gauche;  voici,  par 
exemple,  la  construction  de  ce  plan  dans  le  cas  particulier  où  la  courbe  est 
une  cubique  déterminée  par  sa  tangente  aT,  son  point  de  contacta,  et  quatre 
points  i,  2.  5,  4. 

Joignez  le  point  a  aux  quatre  points  1,  2,  5,  4,  comidérez  les  droites  aT, 
(al),  {a''!).,  (a5),  (a4),  coupez-les  par  un  plan  arbitraire,  soient  i,  1',  2',  5',  4' 
les  points  obtenus;  déterminez  la  tangente  0  au  point  t  àla  conique  définie 
■par  les  cinq  points  t,  1',  2',  5',  4'  ;  le  plan  aTS  est  le  plan  demandé. 

Théorème  II.  —  Si  une  surface  2  admet  une  section  circulaire  c,  toutes  les 
courbes  de  la  surface  osculatrices  à  ce  cercle  en  un  de  ses  points  a  ont  en  ce 
point  même  sphère  osculatrice. 

Cette  sphère  n'est  autre  que  la  sphère  passant  par  c  et  tangente  en  a 
kl. 

Corollaire.  —  Ce  théorème  permet  de  déterminer  facilement,  dans  une 
foule  de  cas,  la  sphère  osculatrice  en  un  point  d'une  courbe  gauche;  voir, 
par  exemple,  la  construction  de  cette  sphère  dans  le  cas  particulier  où  la 
courbe  est  cubique  {Bulletin  de  l'Académie  royale  de  Belgique,  1875). 


EXTRAITS   DES.  PROCÈS-VERBAUX 


SKANCE  DU  MERCREDI  14  JANVIER  1874 

PRÉSIDENCE    DE   M.    CUASLES 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 
Le  socrclairc  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 
M.  Civiale,  ancien  élève  de  l'École  polytechnique,  à  Paris. 
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L'élection  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 

Le  président  donne  lecture  d'une  lettre  de  M.  Henri  Sainte-Claire  Deville, 
annonçant  que  le  Ministéie  de  l'instruction  publique  souscrit  à  vingt  exem- 
plaires du  Bulletin  de  la  Société. 

Le  secrétaire  donne  lecture,  de  la  part  de  M.  Saltel,  d'une  note  Sur  le 
plan  osculateur  et  sur  la  sphère  osculatrice. 

La  Société  procède,  par  la  voie  du  scrutin,  au  remplacement  des  membres 
sortants  du  Bureau  et  du  Conseil,  qui  se  trouvent  ainsi  constitués  : 

Président M.  LAFFON  DE  LADÉBAT. 

/  M.  RESAL. 

„.      „   .  .j     .  M.  ÉI.IE  DE  BEAUMONT. 

V.ce-Presideats /        BIENAYMÉ- 

(  M.  DE  LA  GOURNERIE. 

^       .    .  l  M.  BRISSE. 

Secrelaires {  ,,    ,.„,,pnDp 

I  M.  LAGliERRE. 

...      ^       .    .  1  M.  LÉVY  (Albert). 

Vice-Secretaires \^    LAURENT. 

Trésorier M.  ANDHÉ  (Désiré). 

Archiviste M.  HOUBIGANT. 

M.  BONNET  (Ossian). 

M.  BOURGET. 

M.  CoLl.IGNON. 

M.  DARBOnx. 

M.  HALPHEN. 
,,.,„.  ,   M.  HATON  DE  LA  GOUPILLIÈRE. 

Membres  du  Gons.d ^i.  J0RD.4N. 

M.  LEVY  (Maurice). 

M.  MANNIIEIM. 

M.  PAIN  VIN. 

M.  PROTCHE. 

M.  SERREr  (J.-A.). 

M.  AOUST  (L'abbé). 
M.  GLAYEUX. 
M.  PAHMENTIER. 
M.  WEYR  (Emile). 


Membres  du  Conseil  non  résidents. 


Sur  la  proposition  écrite  de  plusieurs  membres  de  la  Société,  M.  Chasles 
est,  à  l'unanimité,  proclamé  président  honoraire. 

M.  Bourget,  au  nom  de  la  Commission  des  comptes,  donne  lecture  de  son 
rapport  sur  la  gestion  du  trésorier.  • 

Le  Société,  adoptant  les  conclusions  du  rapporteur,  vote  des  remercî- 
ments  à  M.  Désiré  André. 
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SÉANCE  DU  MERCREDI  28  JANVIER  1874 

PRÉSIDÉE    PAR   >I.    EUE   DE   BEAUJIOXT 

Les  membres  pi  ésentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 

Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 

MM.  Hermite,  membre  de  l'Institut,  à  Paris;  Marin,  directeur  de  l'exploi- 
tation des  chemins  de  fer  de  l'Kst,  à  Paris;  de  Rancy,  sous-directeur  de  la 
compagnie  d'assurances  l'Aigle,  à  Paris;  Henry,  ingénieur  des  ponts  et 
chaussées,  à  Romorantin  ;  Rrémard,  architecte,  à  Paris. 

L'élection  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 

M.  Laguerre  communique  à  la  Société  une  note  Sur  la  résolution  numé- 
rique des  équations. 

M.  Darboux  fait  à  la  Société  une  communication  Sur  la  théorie  des  fonc- 
tions. 

M.  Fouret  communique  à  la  Société  une  note  Sur  l'application  du  principe 
de  correspondance  à  la  detei^mination  du  nombre  des  solutions  d'un  système 
d'équations  simultanées. 

SÉANCE  DU  MERCREDI  H  FÉVRIER  1874 

PRÉSIDÉE    PAR   M.    CHASLES 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 

Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 

M.  José  Gonzalez,  consul  des  États-Unis  de  Colombie,  directeur  de  l'obser- 
vatoire de  Rogota. 

L'élection  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 

M.  Laguerre  comnmnique  à  la  Société  une  note  Sur  les  normales  abais- 
sées d'un  point  donné  sur  une  surface  du  second  ordre  . 

M.  Halphen  communique  à  la  Société  une  note  Sur  quelques  propriétés 
des  courbes  gauches  algébriques. 

M.  Painvin  communique  à  la  Société  une  note  Sur  les  conditions  que  doit 
remplir  une  conique  pour  avoir  un  contact  du  5*  ordre  avec  une  courbe  d'or- 
dre quelconque. 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  fait  à  la  Société  une  communication  Sur  la 
disposition  géométrique  d'une  tablette  de  jeu  des  anciens  Égyptiens. 
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SEANCE  DU  MERCREDI  25  FÉVRIER  1874 

PRÉSIDÉE    PAR    M.   ÉLIE    DE    BEAUMONT 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 

Le  secrétaire  communique,  de  la  part  de  M.  Turquan,  une  note  Sur  Vin- 
tégration  de  quelques  équations  différentielles. 

Le  secrétaire  communique,  de  la  part  de  M.  H.  Laurent,  une  note  Sur  la 
théorie  des  roulettes  gauches. 

M.  Fouret  communique  à  la  Société  une  note  Sur  les  systèmes  de  courbes 
transcendantes. 

M.  Halphen  communique  à  la  Société  une  note  Sur  la  théorie  des  courbes 
qui  se  correspondent  point  par  point  dans  les  surfaces  gauches. 


SEANCE  DU  MERCREDI  41  MARS  1874 

PRÉSIDÉE    PAR    M.    CHASLES 

Le  secrétaire  donne  lecture  d'une  lettre  de  M.  Resal  qui  fait  hommao-e  à 
la  Société  d'une  traduction  inédite  du  mémoire  de  M.  Adams  sur  la  planète 
Neptune. 

M.  Jordan  fait  à  la  Société  une  communication  Sur  les  formes  bilinéaires. 

M.  Darboux.  fait  à  la  Société  une  communication  Sur  les  formes  quadra- 
tiques. 

SÉANCE  DU  MERCREDI  25  MARS  1874 

PRÉSIDÉE    PAB    M.    RESAL 

M.  Resal  fait  part  à  la  Société  de  la  perte  douloureuse  qu'elle  vient  d'é- 
prouver en  la  personne  de  son  président,  M.  le  vice-amiral  Laffon  de  Ladé- 
bat,  décédé  à  Paris,  le  24  de  ce  mois.  Sur  l'invitation  du  ministre  de  la  ma- 
rine, Tun  des  vice-présidents  de  la  Société  tiendra  l'un  des  cordons  du 
poêle  pendant  la  cérémonie  funèbre. 

M.  Painvin  communique  à  la  Société  une  note  Sur  le  contact  des  courbes 
et  des  coniques. 

M.  Fouret  communique  à  la  Société  un  Mémoire  sur  les  systèmes  généraux 
de  courbes  planes,  algébriques  ou  transcendantes,  définis  par  deux  caracté- 
ristiques. 

M.  Halphen  communique  à  la  Société  Une  note  Sur  un  point  de  la  théori 
du  contact.  . 
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■  SÉANCE  DU  MERCREDI  8  AVRIL  1874 

PRÉSIDÉE    PAR    M.    RESAL 

M.  Resal,  en  sa  qualité  de  vice-président  ayant  représenté  la  Société  aux 
obsèques  de  M.  le  vice-amiral  Laffon  de  Ladébat,  rend  compte  de  sa  mis- 
sion. 

Le  secrétaire  annonce  que  la  Société  royale  astronomique  de  Londres,  la 
Société  niathémati  |ue  de  Londres,  la  Société  royale  d'Édinibourg,  la  Société 
des  sciences  physiques  et  naturelles  de  Rordeaux,  acceptent  le  Bulletin  en 
échange  de  leurs  Publications. 

M.  Nicolaïdès  fait  hommage  à  la  Société  de  ses  Analectes. 

Le  secrétaire  comnumiqiie  à  la  Société,  de  la  pail  de  M.  Rrocard,  des 
Propriétés  nouvelles  du  quadrilatère  et  du  triangle. 

M.  Jordan  communique  à  la  Société  un  Mémoire  sur  une  application 
de  la  théorie  des  substitutions  à  l étude  des  équations  différentielles  linéaires. 

M.  Drisse  communique  à  la  Société  la  Démonstration  d'un  théorème  de 
Joachimsthal  relatif  à  la  théorie  des  normales  aux  coniques. 

M.  Fouret  communique  à  la  Société  une  note  Sur  quelques  propriétés  des 
épicycloïdes. 

M.  Graindorge  fait  hommage  à  la  Société  de  sa  traduction  de  la  Théorie 
des  fonctions  elliptiques,  de  Schlœmich,  de  son  Mémoire  sur  l'intégration 
des  équations  de  la  dynamique,  et  de  son  Mémoire  sur  V intégration  des  équa- 
tions différentielles  du  premier  et  du  second  ordre. 
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SEAiXCE  DU  MERCREDI  22  AVRIL  1874. 

PRÉSIDÉE    PAR   M.    RESAL 

Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 

M.  Edouard  Lucas,  professeur  de  mathématiques  spéciales,  à  Moulins. 

L'élection  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 

M.  Resal  lait  honnnage  à  la  Société  d'une  note  de  M.  Transon  Sur  une 
formule  de  Wronski. 

M.  Darboux  piésenle  à  cet  sujet  quelques  observations. 

M.  Ilalphi'u  communique  à  la  Société  une  note  Sur  les  points  singuliers  et 
sur  les  développées  des  divers  ordres  des  courbes  algébriques. 
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MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS 


Sw  quelques  propriétés  des  courbes  gauches  algébriques;  par  M.  Halphen. 

(Séance  du  11  février  1874) 

Une  des  plus  importantes  propriétés  que  l'on  rencontre,  dès  le  début, 
dans  l'étude  des  courbes  algébriques  planes,  consiste  en  ce  que  toutes  les 
courbes  d'un  degré  donné  sont  des  cas  particuliers  d'un  même  être  géo- 
métrique, la  courbe  plane  générale  de  ce  degré.  On  conçoit  donc  immédia- 
tement l'existence,  pour  toutes  ces  courbes,  de  propriéiés  communes  et  ne 
dépendant  que  d'une  seule  variable,  le  degré.  C'est  ainsi  que  le  nombre  des 
points  d'inflexion,  celui  des  sommets,  celui  des  points  de  rencontre  avec  une 
ligne  donnée,  s'expriment  par  des  fonctions  du  degré. 

Pour  les  courbes  gauches  algébriques,  il  n'en  est  point  de  même.  On  ne 
connaît,  en  effet,  aucim  être  géométrique  qui  comprenne,  comme  cas  parti- 
cidiers,  toutes  les  courbes  gauches  d'un  degré  donné.  On  ne  peut  donc,  pour 
aucune  propriété  des  courbes  gauches,  si  générale  qu'elle  soit,  affirmer 
a  priori  qu'elle  ne  dépend  que  du  degré.  Il  existe  cependant  de  telles  pro- 
priétés :  c'est  ainsi  que  le  nombre  des  points  de  rencontre  d'une  courbe  gau- 
che avec  une  surface  donnée  ne  dépend,  quant  à  la  courbe,  que  de  son 
degré. 

En  avançant  davantage  dans  l'étude  des  courbes  gauches  algébriques,  on 
y  a  reconnu  l'existence  de  plusieurs  propriétés  ne  dépendant  que  de  deux 
variables,  le  degré  et  le  nombre  des  points  doubles  apparents.  Mais  il  faut 
bien  se  garder  de  croire  que  toutes  les  courbes  gauches,  pour  lesquelles  ces 
deux  nombres  ont  des  valeurs  données,  soient  des  cas  particuliers  d'une 
seule  et  même  courbe  générale  satisfaisant  à  cette  même  condition.  Ce  fait 
est,  il  est  vrai,  exact  pour  l^s  degrés  les  plus  simples.  Mais  dès  qu'on  en- 
visage les  courbes  de  degré  un  peu  élevé,  on 'en  reconnaît  facilement  l'in- 
exactitude, ainsi  qu'on  s'en  convaincra  par  l'exemple  suivant,  choisi  parmi 
les  plus  simples. 

L'intersection  complète  de  deux  surfaces  du  troisième  degré  est  une  li- 
gne du  neuvième  degré  ayant,  d'après  une  formule  bien  connue,  48  points 
doubles  apparents.  On  reconnaît  aisément  que  celte  ligne  est  déterminée 
par  18  de  ses  points,  c'est-à-dire  qu'elle  renferme  56  arbitraires.  Désignons- 
la  par  la  lettre  C. 

Considérons,  d'autre  part,  la  ligne  C,  tracée  sur  un  hyperboloïde  et 
rencontrant  les  géiératiices  rectilignes  de  la  surface  respectivement  en  6  e* 
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on  5  points.  Cette  ligne,  qui  est  aussi  du  O'"^  degré,  possède  aussi  18  points 
doubles  apparents.  D'après  les  formules  bien  connues  qu'a  données  M.  Chas- 
les,  elle  renferme  27  arbitraires,  l'hyperboloïde  étant  donné.  Par  suite,  celte 
surface  n'étant  pas  donnée,  la  ligne  C  renferme  27+9  =  56  arbitraires. 

Si  l'on  demande  les  courbes  du  9'"^  degré,  sans  singularités,  et  ayant  18 
points  doubles  apparents,  on  obtient  donc,  parles  courbes  Cet  G',  deux  so- 
lutions du  problème.  Ces  solutions  sont  d'ailleurs  les  seules;  elles  diffèrent 
entre  elles  et  ont  le  même  degré  de  généralité,  puisqu'elles  renferment  le 
même  nombre  d'arbitraires.  Ces  deux  courbes  ont  en  comfnun  toutes  les 
propriétés  ne  dépendant  que  de  ces  deux  nombres,  le  degré  et  le  nombre 
des  points  doubles  apparents.  Mais  elles  diffèrent  à  l'égard  des  autres.  Elles 
différent  au  point  de  vue  du  degré  minimum  des  surfaces  qui  les  contien- 
nent. Elles  diffèrent  encore  au  point  de  vue  du  degré  minimum  des  surfaces 
monoïdes  qui  y  passent  :  pour  la  courbe  C,  ce  degré  est  5;  pour  la  courbe 
C,  ce  degré  est  égal  à  6. 

11  serait  d'un  très-grand  intérêt  de  connaître  le  caractère  général  des 
propriétés  des  courbes  qui  ne  dépendent  que  du  degré  et  du  nombre  des 
points  doubles  apparents.  La  déterminaiton  des  formules  relatives  à  ces  pro- 
priétés en  serait  généralement  rendue  très-facile  par  le  moyen  des  équations 
fonctionnelle-s- 

Qu'il  s'agisse,  par  exemple,  de  déterminer  le  degré  de  la  surface  engen- 
drée parles  droites  qui  rencontrent  en  trois  points  différents  une  courbe 
gauche  algébrique.  En  admettant  que  ce  degré  ne  dépende  que  de  celui  de 
la  courbe  et  du  nombre  de  ses  points  doubles  apparents,  on  le  détermine 
avec  la  plus  grande  facilité  au  moyen  des  équations  fonctionnelles  (Voyez 
Salmon-Fiedler,  Anahjtische  Géométrie  des  Baumes,  t.  II,  p.  528;  Leipzig, 
1865).  Mais  l'hypothèse  n'étant  nullement  justifiée  a  priori,  la  démonstra- 
tion n'a  aucune  valeur.  Elle  serait  au  contraire  entièrement  rigoureuse,  et 
la  plus  rapide  de  toutes,  si  l'on  possédait  le  moyen  de  reconnaître  a  priori 
que  l'hypothèse  est  exacte. 

Le  degré  de  la  surface  dont  il  s'agit,  ainsi  que  les  formules  relatives  à 
beaucoup  d'autres  propriétés  des  courbes,  ne  dépendant  que  de  leur  degré 
et  du  nombre  de  leurs  points  doubles  apparents,  a  été  déterminé  en  toute 
rigueur  par  M.  Zeutlien  {Annali  di  mat.,  ser.  II,  t.  III).  Je  me  propose  de 
donner  ici  quelques  autres  formules,  qui  sont  dans  le  même  cas,  et  qui  ne 
me  paraissent  pas  avoir  été  publiées  jusqu'à  présent. 

Je  m'appui irai  sur  les  deux  lemmes  suivants,  dont  la  démonstration  est 
si  facile  qne  je  crois  pouvoir  me  dispenser  de  la  donner. 

Lemme  I.  —  Par  chaque  point  d'une  courbe  gauche  algébrique  passent  deux 
s:éries  de  ])lans,  relatifs  à  ce  point.  Soient  m  et  n^^  les  nombres  respectifs  de 
cea  plans  relatifs  à  un  même  point,  et  c  et  Cj  les  classes  7'espectives  de  leurs 
enveloppes.  Soit  enfin  x  le  nombre,  des  couples  de  plans  des  deux  séries,  rela- 
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tifs  à  un  même  point,  et  qui  coïncident.  Les  intersections  des  plans  ae 
Vune  et  Vautre  série,  relatifs  à  un  même  point,  forment  une  surface  de  degré 
mCi  4-  n^c  —  x. 

Lemme  II.  —  Sur  une  surface  réglée  de  degré p,  considérons  une  courbe  Q, 
de  degré  q,  qui  soit  rencontrée  en  t  points  par  les  génératrices  rectilignes  de  la 
surface,  et  par  chaque  point  de  laquelle  passent  /génératrices.  Soit  de  plus  i 
le  nombre  des  génératrices  de  la  surface  situées  à  l'infini.  Par  chaque  point 
de  Q,  on  mène  les  plans  perpendiculaires  aux  génératrices  qui  y  passent  :  la 
classe  de  l'enveloppe  de  ces  plans  est  pt-\-qx  —  ^^  (z  +  ^  )  • 

Appliquons  le  lemme  II  à  une  courbe  Q,  sans  singularité,  de  degré  q  et 
de  classe  r,  el  à  la  surface  développable  dont  elle  est  l'arête  de  rebrousse- 
ment.  Nous  avons  ici 

i=l,  p  =  x,  •x,=  l'  i  =  0. 

Nous  trouvons  alors  que  la  classe  de  l'enveloppe  des  plans  normaux  à  Q  est 
q-+-r,ce  qui  est  bien  connu. 

Appliquons  le  lemme  I  à  la  même  courbe,  en  considérant  les  deux  séries 
des  plans  normaux  et  osculateurs.  La  classe  de  l'enveloppe  de  ces  derniers 
est,  comme  on  sait,  égale  à  'ô{r  —  q).  D'ailleurs,  il  n'existe  aucun  point  de 
la  courbe  où  le  plan  normal  et  le  plan  osculateur  coïncident.  Donc  on  a 

c  =  r-'i-q,    c,  =  5(r  —  q),m■=:m^=z\,    x  =  0. 

Par  suite,  le  degré  de  la  surface  des  normales  principales  est 

c  +  Cj  =  4r  —  2ç. 

Appliquons  le  lemme  II  à  la  courbe  Q  et  à  la  surface  de  ses  normales 
principales.  Remarquons  que  la  normale  principale  relative  à  un  point  à 
l'infini  est,  en  général,  à  l'infini.  Nous  avons  ici 

t=:i,  p  =  'lr  —2q,  y,  =  \,  i  =  q. 

Nous  trouvons  ainsi  la  classe  de  l'enveloppe  des  plans  rectifiants  de  Q,  qui 
est  égale  à  ^r  —  oq. 

Ce  dernier  résultat  s'obtient  encore  au  moyen  du  lemme  I.  Considérons, 
en  effet,  les  deux  séries  des  plans  osculateurs  et  rectifiants.  On  aura  ici 
c  =  ô(r  —  q),  et  Cj  sera  inconnu.  Mais  on  sait  que  le  degré  de  la  surtace 
formée  par  leurs  intersections,  qui  est  la  développable  dont  Q  est  l'arête  de 
rebroussement,  est  égal  à  r.  D'ailleurs  le  nombre  x  des  points  de  Q  où  les 
deux  plans  coïncident  est  facile  à  déterminer.  C'est,  en  effet,  le  nombre  des 
plans  osculateurs  isotropes.  Il  resterait  à  montrer  que  chacun  de  ces  plans 
ne  figure  que  pour  une  unité  dans  le  nombre  x.  Je  ne  m'arrêterai  pas  sur 
ce  point,  facile  à  élucider,  et  j'écrirai  donc 

x  =  6{r  —  q),     Cj -f  3(r  —  qi)  =  r  +  6(r  —  q). 
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D'où 

c,=ir  —  Zq. 

On  obtiendra  aussi  de  deux  manières  le  degré  de  la  surface  engendrée  par 
les  binormales  de  Q  : 

1"  Par  le  leinme  l,  en  considérant  les  deux  séries  des  plans  normaux  et 
rectifiants.  Ils  coïncident  quand  la  tangente  est  isotrope;  c'est-à-dire  2r 
fois.  Le  degré  cherché  est  donc 

[ir  —  oq)  +  (g  4-  r)  —  2r  =  or  —  2q. 

2"  Par  le  lemme  II,  en  remarquant  que  q  binormales  sont  à  l'infini,  et 
que,  par  suite,  le  degré  cherché,  diminué  de  q,  reproduit  la  classe  de  l'en- 
veloppe du  plan  osculaieur.  Donc  celle  classe  5(r  —  ç),  augmentée  de  q, 
est  le  degré  cherché  :  3r  —  2g. 

Nous  résumons  ces  résultats  de  la  manière  suivante  : 

Théorème.  —  Pour  une  courbe  gauche  de  degré  q  et  de  classe  r,  sans 
singularité, 

1°  L'enveloppe  des  plans  rectifiants  est  de  la  classe  Ar  —  "oq, 

2<*  La  surface  des  normales  principales  est  de  degré  4r  —  2g. 

5"  La  surface  des  binormales  est  de  degré  ôr  —  %{  (*) . 

J'ajoute  encore  que  l'on  peut  aisément  déterminer  : 

Le  nombre  des  normales  pri^icipales  qui  rencontrent  de  nouveau  là  courbe, 
et  qui  est  égal  à  {q  —  1  )  (  4g  —  2r)  —  5r  ; 

Le  nombre  des  binormales  qui  rencontrent  de  nouveau  la  courbe,  et  qui  est 
égal  à{q  —  d  )  (or  —  2g)  —  r; 

Le  nombre  des  droites  à  distance  finie  qui  sont  normales  à  la  courbe  en 

deux  points  différents,  et  qui  est  égal  à  — '-^ 2r. 

Ce  dernier  résultat  s'applique  également  aux  courbes  planes;  on  doit  alors 
faire  r  =  q{q  — 1). 


Menioire  sur  les  systèmes  généraux  de  courbes  planes,  algébriques  ou  trans- 
cendantes, définis  par  deux  caractéristiques;  par  M.  Fouuet. 

(Soancedu  25  mars  1874) 

I.  Définition  des  systèmes  généraux  de  couiiBES.  —  La  notion  des  systèmes 
de  courbes  pianos  algébriques,    introduite  dans   la  science,  il  y  a  une 

(*)  Dans  l'oiivrape  précétloinmonl  cité,  M.  Fiodler  iloniie,  sans  démonstration,  pour  les 
de^réj  de  ces  deux  deniiéies  suilaccs.  cl  dans  un  cas  particulier,  des  év;iiuations 
inexactes. 


i 
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dizaine  d'années,  par  M.  Chasles,  a  conduit,  comme  on  le  sait,  l'illustre  géo- 
mètre et  ceux  qui  l'ont  suivi  dans  cette  voie,  à  des  résultats  fort  impor- 
tants. 

Dans  ce  genre  de  recherches,  on  considère  l'ensemble  des  courbes  d'un 
même  degré,  d'ailleurs  quelconque,  satisfaisant  à  des  conditions  communes, 
en  nombre  inférieur  dune  unité  au  nombre  de  conditions  nécessaire  pour 
déterminer  de  pareilles  courbes. 

L'ensemble  de  ces  courbes  forme  ce  que  l'on  appelle  un  système.  Parmi 
ces  courbes,  il  en  existe  nécessairement  un  nombre  déterminé  y.,  passant 
par  un  point  quelconque,  et  un  nombre  déterminé  v,  tangentes  à  une-droite 
quelconque.  Ces  deux  nombres  sont  appelés  les  deux  caractéristiques  du  sys- 
tème :  ils  le  caractérisent  en  ce  sens  qu'ils  permettent  d'énoncer,  sous  une 
forme  simple,  une  multitude  de  propriétés  de  ce  système. 

Or,  parmi  ces  propriétés  quelques-unes  dépendent  de  l'ordre,  de  la  classe, 
ou  des  particularités  qui  distinguent  les  courbes  du  système  ;  d'autres,  au 
contraire,  en  sont  complètement  indépendantes,  et  s'expriment  uniquement 
à  l'aide  des  deux  caiactéristiques  ^  etv.  D'autre  part,  il  arrive  fréquemm.ent 
que  des  syi-tènnsde  courbes,  du  même  degré,  ou  de  degrés  différents,  et 
satisfaisant  à  des  conditions  très-différentes,  ont  cependant  les  mêmes  ca- 
ractéristiques. Cette  double  remarque  m'a  suggéré  l'idée  de  considérer 
comme  des  cas  particuliers  d'un  système  plus  général  tous  les  systèmes 
définis  par  les  deux  mêmes  caractéristiques,  quelles  que  soient  les  parti- 
cularités (ordre,  classe,  etc.)  ou  les  propriétés  communes  aux  courbes  de 
l'un  quelconque  de  ces  systèmes.  En  cherchant  ainsi  i\  réunir  par  un  lien 
commun  tous  les  systèmes  particuliers  de  courbes  algébriques  de  mêmes 
caractéristiques,  j'ai  reconnu  qu'ils  satisfont  à  un  même  type  d'éipiation  dif- 
férentielle, dont  la  forme  la  plus  générale  peut  être  considérée  comme  défi- 
nissant un  système  général  (p,v). 

Ce  système  général  (/:x,v)  comprend,  comme  cas  particuliers,  outre  les 
systèmes  algébriques  de  mêmes  caractéristiques,  une  infinité  de  systèmes  de 
courbes  transcendantes.  On  est  ainsi  amené  à  ajouter  à  l'étude  des  systèmes 
de  courbes  algébriques  celle  des  systèmes  de  courbes  ti  anscendantes,  ou 
plutôt  à  les  comprendre  indistinctement  dans  une  même  étude,  celle  des 
systèmes  généraux  de  courbes  définis  par  deux  caractéristiques. 

II.  Démonstration  de  l'existence  des  systèmes  de  courbes  transcendantes.  — 
Considérons  une  équation  différentielle  du  premier  ordre,  à  deux  variables 

(1)  <-■!'■  !)="• 

que  nous  supposerons  algébrique,  entière  et  rationnelle.  On  sait  qu'une  pa- 
reille équation  représente  une  infinité  de  courbes,  en  général  transcen- 
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dantes,    et  que  si  ^  y  figure  au  degré  pt,  il  existe  (i  de  ces  courbes  qui  pas- 
sent par  un  point  quelconque  du  plan. 
Pour  avoir  les  courbes  tangentes  à  une  droite  quelconque 

(2)  ij  =  ax  +  b, 

on  peut  déterminer  les  x  des  points  de  contact  au  moyen  de  l'équation 

ç(x,aa;  +  b,  a)  =0. 

Cette  équation,  de  même  que  (1),  est  algébrique,  entière  et  rationnelle,  et 
son  degré  v  est  égal  au  nombre  des  points  de  contact  de  la  droite  (2)  avec 
les  courbes  définies  par  (1). 

L'ensemble  de  ces  courbes  est  donc  tel,  qu'il  en  passe  un  nombre  déter- 
miné u  par  un  point  quelconque  et  qu'il  y  en  ait  un  nombre  déterminé  v  qui 
touchent  une  droite  quelconque  ;  il  forme  par  suite  un  système  à  caracté- 
ristiques fA  et  V. 

Je  dis  que,  réciproquement,  tout  ensemble  de  courbes  remplissant  ces 
conditions,  et  formant  par  suite  un  système  (|^,v),  satisfait  nécessairement  à 
une  équation  différentielle  algébrique. 

En  effet,  on  voit  immédiatement  que  le  lieu  des  points  de  contact  des 
tangentes  de  ces  courbes,  issues  d'un  point  0  quelconque  du  plan,  est  une 
courbe  algébrique  d'ordre  p  +  v,  ayant  un  point  multiple  d'ordre  ^  en  0. 

Cela  est  encore  vrai,  si  l'on  suppose  le  point  0  à  l'infini,  dans  la 
direction 

y  =^  ax. 

Or  l'équation  du  lieu  ainsi  obtenu  n'est  autre  que  l'équation  différentielle 

dy 
des  courbes  du  système,  dans  laquelle  on  remplace—  para;  par  consé- 
quent, cette  équation  doit  être  algébrique,  entière  et  rationnelle,  et  de  de- 
gré pt-hv  par  rapport  à  x  et  y.  11  est  d'ailleurs  évident  qu'elle  doit  être 

(Iti 
algébrique  de  degré  [a  en  —-,  puisqu'elle  doit  déterminer  p.  courbes  pas- 
sant par  un  point  quelconque. 

Donc,  on  résumé,  il  existe  des  système  de  courbes  transcendantes,  et  les 
courbes  d'un  pareil  système  satisfont  à  une  même  équation  différentielle 
algébrique. 

III.  Équation  gknéiîale  des  systèmes  de  courbes.  —  L'équation  différen- 
tielle la  plus  générale  des  systèmes  ('/,v)  de  courbes,  algébriques  ou 
transcendantes,  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(3)  4.f(x,î,)„(«,py=o, 


-  75  - 

dans  laquelle 

dy 
(4)  ]^—dt 

dy 

*  étant  un  polynôme  de  degré  fz  par  rapport  à  l'ensemble  des  variables  a  et  |3, 
de  degré  v  par  rapport  à  l'ensemble  des  variables  x  et  y. 

En  effet,  par  un  point  quelconque  {x,y)  passent  p.  des  courbes  (5);  car,  en 
substituant  dans  (3)  les  expressions  (4)  de  «  et  /3,  on  obtient  une  équation 

de  degré  p  en  —^ 

Pour  avoir  le  nombre  des  courbes  tangentes  à  une  droite  quelconque,  il 
suffit  de  remarquer  que  les  expressions  (4)  de  a  et  j3  ne  sont  autre  chsoe 
que  le  coefficient  angulaire  et  l'ordonnée  à  l'origine  d'une  droite  tangente  à 
une  courbe  (3).  Enchoisi>sanl  arbitrairement  les  coordonnées  a,  p,  de  cette 
droite,  le  système  des  équations  (5)  et  (4)  conduit  à  une  équation  de  degré  v 
en  xouy,  qui  détermine,  conjointement  avec  la  deuxième  des  équations 
(4),  V  points  de  contact  des  courbes  (3)  avec  la  droite  (a,,8). 

11  est,  par  suite,  démontré  que   l'équation  (3)   représente  un  système 

M- 

Réciproquement,  tout  système  (|7.,v)peut  être  représenté  par  une  équation 
différentielle  algébrique  de  la  forme  de  l'équation  (5). 

En  effet,  nous  avons  déjà  vu  (art.  Il),  que  tout  système  (p,v)  peut  être  re- 
présenté par  une  équation  différentielle  algébrique 

'  dx 


?M^.y 


Cette  écpiation,  si  l'on  y  fait  -^  =  a,  devient  l'équation  du  lieu  des  points 

de  contact  des  courbes  du  système  avec  des  di'oites  parallèles  à  la  direction 

y  =  y.  X. 

Mais  ce  lieu  étant  de  degré  a+  v,  et  ayant  un  point  multiple  d'ordre  a  à 
l'infini  dans  la  direction  y=^ax,  son  équation  doit  être  delà  forme 

(5)  R((/  -  ax^^  +  (Soa  +  S,)(y  ~  ax)^'^  +  ... 

V  (Voa  ^-1  +  V>:^--  4-  ...  +  y^_^)(y-a.x)  +  V,..^  +  p,a^-  V...  +  P,  =  0, 

dans  laquelle  R,S,  ...,V désignent  des  polynômes  homogènes  de  degré  ven  x 
et  y,  et  P  des  polynômes  complets  également  de  degré  v  en  x  et  y. 

On  voit  en  elfet  immédiatement  que  l'équation  (5)  satisfait  à  la  double 
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condition  :  1°  de  représenter  une  courbe  d'ordre  u  +  v  ayant  un  point 
multiple  d'ordre  u  à  l'infini  dans  la  direction  y  =  ax;  2"  d'être  de  degré  f* 
par  rapport  à  a,  c'est-à-dire  de  représenter  à  un  autre  point  de  vue,  et 
comme  équation  différentielle,  un  ensemble  de  courbes  dont  (i  passent  par 
un  point  quelconque. 

On  voit  de  plus,  sans  difficulté,  que  l'équation  ('5)  est  l'équation  la  plus 
générale  satisfaisant  à  cette  double  condiiion.  Or,  dans  cette  équation,  nous 
pouvons,  en  vertu  des  relations  (4),  remplacer?/  —ax  par  — p;  nous  la 
transformons  alors  en  une  équation  de  la  forme  (5),  c'est-à-dire  contenant 
a  et  |3  ensemble  an  degré  p.,  x  et  y  ensemble  au  degré  v. 

Tout  système  (f/,v)  de  courbes  peut  donc  être  défini  par  une  pareille 
équation. 

IV.  Remarques.  —  l**  A  cause  des  relations  (4),  l'équation  (5)  peut  être 
écrite  d'une  infinité  de  manières  sous  la  forme  (3)  :  la  plus  simple  est  celle 
qui  consiste  à  remplacer  y—ax  par  —  ^  dans  (5). 

2**  Le  nombre  des  coefficents  de  (5),  après  que  l'on  a  divisé  par  lun  d'eux, 

est r^-i- —  —  1.  Tel  est  le  nombre  des  conditions  néces- 

4 

saires  pour  déterminer  un  système  général  (pi,v). 

L'équation  la  plus  générale  de  la  forme  (5)  contenant 

(p.+  l)(a+2)(v^   1)(.  +  2)         , 


coefficients,  il  y  en  a  sur  ce  nombre  ■ — j-^ surabondants;  on 

4 

peut  les  faire  disparaître  en  se  servant  des  relations  de  (4). 

5"  L'équation  (">),  en  vertu  des  relations  (5),  peut  être  considérée  à  la  fois 
comme  l'é  juation  différentielle  ponctuelle  et  l'équation  diflérentielle  tan- 
gentielle  du  système  (pi,v).  En  substituant  les  expressions  (5)  de  a  et  /3,  on  a 
la  première  forme.  Pour  avoir  la  seconde,  il  suffit  de  tirer  de  (5) 

(6)  ]    ^  —  rfa' 

f—  «    T-   —   P, 

aa 

et  de  substituer  ces  expressions  dans  (5). 

Cette  double  signification  de  l'équaiion  (3),  contenant  à  la  fois  les  coor- 
données ponctuelles  et  langentielles  des  mêmes  courbes,  nous  parait  con- 
stituer un  fait  intéressant  au  point  de  vue  de  la  géométrie  analytique. 

4"  Si,  dans  l'équation  (7)),  on  cliange  x  en  a,  y  en  /3,  et  i-èciproquement,  on 
forme  une  nouvelle  équation  qui  reprè^ent(!  un  système  (v,:/)  corrélatif  du 
système  (a,v)  représenté  par  l'équation  (5).   il  résulte  de  cette  remarque 
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qu'ayant  démontré  une  propriété  quelconque  d'un  système  de  courbes,  on 
sera  en  droit  d'en  conclure,  sans  démonstration,  la  propriété  corré- 
lative. 

5°  On  peut  supposer,  comme  cas  particulier,  que  les  termes  en  a  etjS 
disparaissent  de  l'équation  (3)  (pi  =  0);  cette  équation  ne  contient  plus  alors 
que.r  et  y  au  degré  v,  et,  par  suite,  le  système  qu'elle  représente  se  réduit  à 
une  courbe  algébrique  du  degré  v. 

Si,  au  contraire,  ce  sont  les  termes  eux  et  y  qui  manquent  dans  (5) 
(v  =  0),  on  a  l'équation  tangentielle  d'une  courbe  algébrique  de  la 
classe  u. 

Les  courbes  algébriques  se  présentent  ainsi,  et  de  deux  manières,  comme 
cas  très-particulier  des  systèmes  généraux  de  courbes  ;  de  telle  sorte  qu'une 
courbe  algébrique  du  m^  ordre  et  de  la  n*^  classe  peut  être  considérée,  soit 
comme  un  système  {i/.=  0,  ■j=itn)  de  points,  soit  comme  un  système 
(p  =  n,  v=:0)  de  droites.  La  géométrie  ii  deux  dimensions,  ayant  pour  élé- 
ments lt>  point  et  la  ligne  droite,  devient  en  quelque  sorte  un  cas  particulier 
d'une  géométrie  plane  plus  générale,  dans  laquelle  les  points  et  les  droites 
sont  remplacés  par  certaines  courbes  transcendantes.  Cette  géométrie  des 
systèmes,  étendue  à  l'espace,  n'est  d'ailleurs  autre  chose  que  la  géométrie 
dont  Plùcker  a,  dans  ces  dernières  années,  ouveri  la  voie  ;  seulement  elle 
se  présente  ici  avec  un  domaine  notablement  agrandi. 

V.  Propriétés  des  systèmes  génér\ux  de  courbes.  —  Dans  un  prochain 
travail,  nous  montrerons  comment  on  peut  étendre  aux  systèmes  de  cour- 
bes la  plupart  des  propriétés  des  courbes  algébri'[ues,  spécialement  celles 
qui  ont  rapport  aux  transversales,  aux  polaires  et  aux  axes  harmoniques, 
aux  faisceaux  et  aux  involutions,  etc.  Pour  le  moment,  nous  nous  proposons 
de  faire  voir,  par  quelques  exemples,  la  manière  simple  dont  peuvent  s'éta- 
blir non-seulement  les  propriétés  d'un  système,  mais  les  propriétés  relatives 
à  plusieurs  systèmes.  Nous  rappellerons  tout  d'abord  un  théorème  dont  nous 
avons  déjà  fait  usage  précédemment,  et  qui  est  fondamental  dans  toute 
cette  théorie;  il  consiste  en  ce  que  ; 

Le  lieu  des  points  de  contact  des  courbes  d'un  système  général  (pt,v),  avec 
des  droites  issues  d'un  même  point  0,  est  une  courbe  d'ordre  /iz-l-v,  douée 
d'un  point  multiple  d'ordre  i).  en  0, 

Ce  théorème  a  pour  corrélatif  le  suivant,  qui  nous  sera  également 
utile  : 

L'enveloppe  des  tangentes  des  courbes  d'un  système  général  {[i,-»),  aux 
points  où  ces  courbes  rencontrent  une  droite  D,  est  une  courbe  de  la  classe 
fi-i-  V,  ayant  une  tangente  multiple  d'ordre  v  coïncidant  avec  D. 

Ce  théorème,  de  même  que  le  précédent,  se  démontre  immédiatement. 

VI.  Étant  donné  un  système  (tx.v)  et  trois  points  e,  /",  g,  le  lieu  d'un  point 
«,  tel  que  la  tangente  à  l'une  des  courbes  du  système  qui  y  passent  forme  avec 
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les  trovi  droites  ac,  af,  ag  un  rapport  anharmonique  constant  et  égal  à  )., 
est  de  l'ordre  2a-|- v  et  a  trois  points  multiples  d'ordre  p  en  e,  f  etg  (*). 

Glierclions  le  nombre  des  points  a  du  lieu  situés  sur  une  droite  quelcon- 
que passant  par  le  point  g.  Soit  h  le  point  de  rencontre  de  cette  droite  avec 
ef.  La  tangente  en  un  des  points  a,  à  l'une  des  courbes  du  système  passant 
parce  point,  doit  couper  ef  en  un  point  i  tel  que 

ic    hc 

ff'-hf-'- 

Or  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes,  menées  du  point  i  aux 
courbes  du  système,  est  de  l'ordre  ^i  +  it,  et  rencontre,  par  suite,  gh  en 
p  + V  points. 

Le  lieu  a  donc,  sur  une  droite  quelconque  passant  par  g,  ijl-\--j  points  en 
dehors  de  ce  point  g. 

Si  l'on  considère  les  pi  courbes  du  système  passant  par  le  point  g,  à 
chacune  des  pi  tangentes  gt,  correspond  une  droite  gs ,  formant  avec 
gt,  ge  et  gf  un  rapport  anharmonique  égal  à  >.  Les  pi  droites  gs  ainsi  obte- 
nues sont  les  tangentes  à  pi  branches  du  lieu  qui  passent  par  le  point  g. 

Le  lieu  est  donc  de  l'ordre  2piH-v  et  a  un  point  multiple  d'ordre  pi  en  g. 
On  voit  de  la  même  manière  qu'il  a  deux  autres  points  multiples  d'ordre  p 
en  e  et  /. 

VII.  Étant  donnés  un  système  (pi,  v),  deux  points  e,  f,  et  une  droite  D, 
V  enveloppe  des  droites  issues  des  divers  points  a  de]),  et  telles  que  le  rap- 
port anharmonique  formé  par  l'une  quelconque  d'entre  elles^  la  tangente  à 
lune  des  courbes  du  système  passant  en  a,  et  les  droites  ac  etaf,  soit  constant 
et  égal  à  ).,  est  une  courbe  de  la  classe  2pi-+-v,  qui  a  une  tangente  midtiple 
d'ordre  {u  -+-  v)  coïncidant  avec  D  et  une  tangente  multiple  d'ordre  pi  coïnci- 
dant avec  ef. 

Cherchons  le  nombre  des  tangentes  de  l'enveloppe  qui  passent  par  un 
point  g  quelconque.  Le  lieu  défini  à  l'article  VI,  et  décrit  à  l'aide  des  points 
e,f,g,  rencontre  D  en  2pi-i-v  points.  Chacun  de  ces  points  détermine  une 
des  tangentes  de  l'enveloppe  qui  passent  en  g.  Cette  enveloppe  est,  par 
suite,  de  la  classe  2pi  -H  v. 

Prenons  en  particulier  le  point  g  sur  la  droite  D.  Le  lieu  (VI)  a  un  point 
multiple  d'ordre  pi  en  g,  et  rencontre  D  en  pi-|-v  autres  points.  En  ces 
poinis,  l'enveloppe  est  tangente  à  1),  qui  est  par  conséquent  une  tangente 
multiple  d  ordre  pi  +  ». 

On  voit  de  plus  aisément  que,  si  l'on  considère  les  pi  courbes  du  système 
qui  passent  par  le  point  de  rencontre  des  droites  efei  D,  les  p.  tangentes  en 

(*)  Ce  théorème,  pour  le  cas  des  systèmes  de  coniques,  a  été  donné  par  M.  CLasles 
(Comptes  rendus,  t.  LVIII,  p.  297;  1864). 
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ce  point  ont  toutes  pour  tangente  correspondante  de  l'enveloppe  la  droite 
ef,  qui  est,  par  conséquent,  une  tangente  multiple  d'ordre  pt, 

VIII  Étant  donnés  deux  systèmes  (|:x,v),(y/,v')  et  deux  points  e,f,  le  lieu 
d'un  point,  tel  que  les  tangentes  aux  courbes  de  Vun  et  Vautre  système  passant 
par  ce  point  divisent  le  segment  ef  dans  un  rapport  anharmonique  donné  1, 
est  une  courbe  de  l'ordre  ^^ii/  +  pv'  +  p/v,  qui  a  deux  po'ints  multiples 
d'ordre  ^u  en  e  et  f. 

Cherchons  le  nombre  des  points  d'intersection  du  lieu  avec  un  droite  D 
quelconque.  L'enveloppe  (A)  des  droites  délerininées  à  l'aide  de  D  et  du 
système  (p-,v),  par  la  construction  indiquée  à  l'article  VII,  est,  comme  nous 
l'avons  vu,  de  la  classe  2/x4-v,  et  a  une  tangente  d'ordre  p+v  coïnci- 
dant avec  ef.  D'autre  part,  l'enveloppe  (B)  des  tangentes  du  système  p',v', 
dont  les  points  de  contact  sont  situés  sur  D,  est  de  la  classe  /-+-v',  et  a 
une  tangente  multiple  d'ordre  •/  coïncidant  avec  D.  Par  suite,  le  nombre  des 
tangentes  communes  à  (A)  et  à  (B)  est,  au  total,  égal  à  (2y. +  v) («'■+•  v'). 
Seulement  (a-t-v)v'  de  ces  tangentes  communes  coïncident  avec  D. 

Or  les  tangentes  communes  autres  que  D  déterminent,  sur  cette  droite  D, 
les  points  du  lieu  cherché.  Ce  heu  est  donc  de  l'ordre 

(2a  +  \')(u-'  +  v')  —  (a  -f-  v)  v'  =  2aa'  +  av'  +  [i'v. 

II  est  facile  de  voir  que  chacun  des  points  e  et  /"est  un  point  multiple 
d'ordre  aji^'  du  lieu.  En  effet,  considérons  les  p.  courbes  du  système  («,v)  et 
les  p.'  courbes  du  système  (p',v')  qui  passent  par  l'un  de  ces  points,  e  par 
exemple. 

On  peut  associer  ces  courbes  chacune  à  chacune  de  pp'  manières,  et  cha- 
cune de  ces  combinaisons  détermine  un  élément  du  lieu  passant  par  e.  Il  y  a 
donc  iy.p'  branches  de  ce  lieu  qui  se  croisent  en  e.  Il  en  est  évidemment  de 
même  de  f. 

IX.  Étant  donnés  deux  systèmes  (p,v),  {ij-'^),  un  point  e  et  une  droite  D, 
V enveloppe  des  droites  issues  des  divers  points  a  de  D,  et  telles  que  le  rapport 
anharmonique  i orme  par  V  une  quelconque  d'entre  elles,  les  tangentes  à  deux 
courbes  de  l'un  et  Vautre  système  passant  en  a,  et  la  droite  ae,  soit  constant 
et  égal  à  >,  est  une  courbe  de  la  classe  2p/  +  p/  +  p/v,  qui  a  une  tangente 
multiple  d'ordre  i/.u!  +  pv'  -+-  p/v  coïncidant  avec  D. 

Cherchons  le  nombre  des  tangentes  de  l'enveloppe  ainsi  définie,  qui  pas- 
sent par  un  point  /'quelconque.  Le  lieu  VllI,  décrit  à  l'aide  des  points  e,/", 
et  du  rapport  anharmonique  \,  rencontre  D  en  2pp' -H pv' +  p'v  points,  et 
chacun  de  ces  points  détermine  une  des  tangentes  de  l'enveloppe  qui  passent 
en  f.  Cette  enveloppe  est  donc  bien  de  la  classe  2pp'  -l-pv'H-p'v. 

Si  Ton  prend  le  point  /"sur  D,  le  heu  111,  avant  un  point^ multiple  d'ordre 
pp'  en  /,  rencontre  D  en  p/x'  H-p'+/>t'v  autres  points,  qui  sont  des  points 
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de  contact  de  l'enveloppe  avec  D.  Donc  cette  droite  est  pour  l'enveloppe  une 
tangente  multiple  d'ordre  pix'-f-av'-h/v. 

X.  Étant  donnés  trois  systèmes  (fi,v),(a',v')(|:/",v"),  et  un  point  e,  le  lieu 
d'un  point  a,  tel  que  les  tangentes  à  trois  courbes  appartenant  chacune  à 
chacun  des  systèmes,  et  la  droite  ae,  forment  un  rapport  anharmonique  >, 
est  une  courbe  de  l'ordre  2pu'pi"  H-pt'p"vH-f>i"p' -t-|>.pi'v",  qui  a  un  point 
multiple  d'ordre  n^'u"  en  e. 

la  démonslratiou  de  ce  théorème  étant  tout  à  fait  analogue  à  celle  don- 
née à  l'arlicle  VIll,  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 

XI.  Étant  donnés  trois  systèmes  (fA,v),(fji',v'),(fx",v"),  et  une  droite  D,  l'en- 
veloppe d'une  droite  issue  d'un  point  a  de  D,  de  manière  à  former  avec  les  tan- 
gentes à  trois  courbes  appartenant  chacune  à  chacun  des  systèmes  et  passant 
en  a,  un  rapport  anharmonique  constant  et  égal  à  1,  est  une  courbe  de  la 
classe  ^pfx'p,"  +  p'.tjt'  V  +  ii'av'  -+-  pty-'v",  qui  a  une  tangente  multiple  d'ordre 
jxfi'p"  -f-  pt'p"^  +  p"p'  "+"  f*f^'^"  coïncidant  avec  D. 

Démonstration  toute  semblable  à  celle  donnée  à  l'article  IX. 

XII.  Étant  donnés  quatre  systèmes  {u.,v),{ii',V),{u." ,i)"),([i."'y),  le  lieu 
des  points  en  lesquels  se  coupent  suivant  un  rapport  anharmonique  donné 
quatre  courbes  appartenant  chacune  à  chacun  des  systèmes  est  de  l'ordre 

2[J.[j/u."(J-"'  +  a'L»."y."'v  H-  |j."pL"'u.v'  +  a"'fAL/.'v"  -t-  ay.';;."v"'. 

Démonstration  semblable  à  celle  des  articles  Vlll  et  X. 

Ce  dernier  théorème  relatif  à  quatre  systèmes  est  d'une  grande  généra- 
lité ;  il  comprend  comme  cas  particuliers  les  théorèmes  des  articles  VI,  YIII 
et  X.  On  en  déduit  également  comme  corollaire  le  théorème  suivant,  comnm- 
niqué  par  M.  Chasles  à  l'Académie,  dans  sa  séance  du  2  mars  1874,  comme 
généraHsation  d'un  théorème  fondamental  dans  la  théorie  des  coniques  : 

Le  lieu  d'un  po'int  d'oîi  l'on  peut  mener  à  quatre  courbes  de  classes  w,,nj, 
n.^^n^,  quatre  tangentes  ayant  unrapport'anharmonique  donné,  est  une  courbe 
de  l'ordre  îtiji^n^ni^. 

Ce  théorème  se  déduit  du  précédent  d'après  la  remarque  déjà  faite  précé- 
demment (arl.  IV),  que  les  tangentes  d'une  courbe  de  n"'«  classe  forment 
un  système  dont  hs  caractéristiques  sont  p.  =  n,v  =  0. 

XIII.  Le  théorème  VIII  conduit  à  de  nombreuses  conséquences. 

Si  Ton  suppose  que  le  système  (pt',v')  consiste  en  un  faisceau  de  courbes 
algébriques  du  m""=  ordre,  on  a 

j;/=l,v'  =  2(»I  —  t); 

l'ordre  du  lieu  est  alors  égal  à 

2  ma  +  V, 


I 
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et  l'on  voit  aisément  que  ce  lieu  a  pour  points  multiples  d'ordre  j7.  les  m^ 
points  fondamentaux  du  faisceau  du  m""^  ordre.  Les  points  c  et  /"sont  d'ail- 
leurs aussi  des  points  multiples  d'ordre  f/. 

Considérons  un  système  (pi,v')  et  une  courbe  algébrique  U  du  m"'^  ordre, 
sans  singularités.  On  peut  construire  une  infinité  de  faisceaux  du  m""'-  ordre 
comprenant  la  courbe  U.  Considérons  l'un  quelconque  de  ces  faisceaux.  En 
vertu  du  théorème  Vlll,  il  donne  lieu  conjointement  avec  le  système  (pt,v)  à 
une  courbe  (C)  d'ordre  2mu. +v,  ayant  pour  points  multiples  d'ordre  p  les 
7n*  points  fondamentaux  du  faisceau.  La  courbe  U  coupe  la  courbe  (C)  en  un 
nombre  total  de  points  égal  à  m  {'■2m^-\-v);  mais  au  nombre  de  ces  points 
figurent  lesm^  points  fondamentaux  du  faisceau  dont  U  fait  partie;  cps?h^ 
points,  étant  multiples  d'ordre  fx,  comptent  ensemble  pour  m^u  points  dans 
le  nombre  total  des  points  d'intersection.  Lesm(mpi-hv)  autres  points  d'in- 
tersection donnent  lieu  au  théorème  suivant  : 

.\1V.  Étant  dormes  un  système  {{j.,v),  une  courbe  algébrique  du  m"'''  ordre 
sans  singularités  W ,  et  un  segment  ef,  il  existe  tn  (mfx  +  v)  points  de  V  qui 
sont  tels  que  la  tangente  à  U  en  chacun  de  ces  points  et  la  tangente  à  l'une 
des  it  courbes  dusystème  qui  y  passent  divisent  ef  dans  un  rapport  anhar- 
monique  donné. 

Les  théorèmes  VIII  et  XIV  sont  susceptibles  de  recevoir  plusieurs  formes, 
et  donnent  des  résultats  intéressants,  lorsqu'on  choisit  convenablement  le 
segment  ef,  ou  la  valeur  du  rapport  anharmonique. 

Prenons  pour  points  e  et  f  les  points  à  l'infini  sur  un  cercle.  Les  théo- 
rèmes VIII  et  XIV  donnent  alors  les  suivants  (*)  : 

XV.  Étant  donnés  deux  systèmes  (^i:/,v)  et  ff/.',v')  de  courbes  algébriques 
ou  transcendantes,  le  lieu  des  points  par  chacun  desquels  passent  deux  cour- 
bes de  Vun  et  Vautre  système,  se  coupant  sous  un  angle  donné  de  grandeur  et 
de  SOIS  de  rotation,  est  une  courbe  de  V ordre  2pip.'  -f-p.v'  -|- p/v,  qui  a  pour 
voints  multiples  d'ordre  [lu!  les  deux  points  circulaires  à  l'infini. 

XVI.  Étant  donnés  un  système  (p,v)  et  une  courbe  algébrique  du  ??i"'°  or- 
dre sans  singidarités  U,  il  existe  m  (ju(a+ v)  courbes  du  système  qui  coupent 
U  sous  un  angle  donné  de  grandeur  et  de  sens  de  rotation. 

On  peut  supposer  aussi  que  les  points  eei  f  soient  à  l'infini  dans  deux  di- 
rections rectangulaires,  et  que  le  rapport  anharmonique  soit  égal  à  — 1. 
Les  théorèmes  Vlll  et  XIV  deviennent  alors  les  suivants  : 

XVII.  Étant  donnés  deux  systèmes  (fji,v)  et  {u,m')  de  courbes  algébriques 
ou  transcendantes,  le  lieu  des  points  par  chacun  desquels  passent  deux  cour- 
bes de  l'un  et  l'autre  système,  se  coupant  sous  un  angle  dont  la  bissectrice  est 
donnée  de  direction,  est  une  courbe  de  l'ordre  2u.;/  -f-pV -hp'v,  quia  deux 

{')  On  for.aera  facilement  l'énoncé  du  tliéorème  résultant,  dans  cette  hypolhése,  du 
Ihéorème  VI. 

II  U 


—  8-2  — 

points  muUiples  d'ordre  [i.[l  à  l'infini,  dans  la  direction  même  de  la  bissec- 
trice et  dans  la  direction  perpendiculaire. 

XVIII.  Étant  donnés  un  système  (p,v)  et  une  courbe  algébrique  du  m"^^ 
ordre  sans  singularités  U,  il  existe  m  {m^-\-v)  courbes  du  système  qui  cou- 
■  peut  U  sous  un  angle  dont  la  bissectrice  est  donnée  de  direction  (*). 

Les  peints  e  et /■  restant  quelconques,  supposons  que  le  rapport  anliar- 
monique  considéré  précédemment  devienne  égal  à  l'unité.  En  introduisant 
cette  hypothèse  dans  le  théorème  VIII,  on  voit  immédiatement  que  la  droite 
ef  devient  partie  intégrante  du  lieu,  avec  un  degré  de  multiplicité  égal  àixu! . 
En  négligeant  cette  droite,  le  théorème  VIII  donne  le  suivant  : 

XIX.  Étant  donnés  deux  systèmes  (/x,v)  et  {'/ ,-J)  de  courbes  algébriques 
ou  transcendantes,  le  lieu  des  points  de  contact  de  deux  courbes  de  lien  etV  au- 
tre système  est  une  courbe  de  V ordre  ap'  -hp'  -\-[t■^. 

Ce  théorème  donne,  comme  cas  particulier,  le  théorème  de  Bezout  sur  le 
nombre  des  points  d'intersection  de  deux  courbes  algébriques,  et  son  corré- 
latif sur  le  nombre  des  tangentes  communes  à  deux  pareilles  courbes. 

En  supposant  le  rapport  anharmonique  égal  à  l'unité,  le  théorème  XIV 
donne  le  nombre  des  courbes  d'un  système  (fx,v)  qui  touchent  la  courbe  U, 
en  ayant  soin  de  déduire  du  nombre  m{m'j.-\--j)  le  nombre  correspondant 
aux  points  d'intersection  de  U  et  de  ef,  qui  comptent  chacun  pour  p.  points, 
et  ne  satisfont  pas  à  la  question.  On  peut  dès  lors  énoncer  le  théorème  sui- 
vant : 

XX.  Le  nombre  des  courbes  d'un  système  (y.,v),  qui  touchent  une  courbe 
algébrique  du  m"^^  ordre  sans  singularités,  est  égal  à  m[{m  —  l)f>L-hv]  (**j. 

Les  théorèmes  XIX  et  XX  se  déduisent,  ainsi  que  nous  venons  de  le  voir, 
des  théorèmes  VIII  et  XIV.  Ils  se  démontrent  aussi  directement  avec  la  plus 
grande  facilité. 

Les  théorèmes  que  nous  venons  de  démontrer  peuvent  facilement  se  trans- 
former par  voie  de  dualité.  Nous  citerons  seulement  le  suivant,  qui  est  le 
corrélatif  du  théorème  XII. 

XXI.  Étantdonnés  quatre  systèmes  (y.,v),  (p-',v'),  {y-", ■■>"),  (lî" ,•"'), l'enveloppe 
des  droites  qui  sont  touchées  par  quatre  courbes  appartenant  chacune  à 
chacun  des  quatre  systèmes,  en  des  points  formant  un  rapport  anharmonique 
donné,  est  une  courbe  de  la  classe 

i>r/v"v"'  4-  ;J.v'v"v"'  +  u.'v"/"v  +  y."v"'v"v'  +  |j."'v/v"'. 


(*)  Les  tliéorèmes  XVI  cl  XVII  ont  été  énoncés  par  M.  de  Jonquiùrcs  dans  le  cas  des  sys- 
imes  algébriques  (Comptes  rendus,  t.  LVIII,  p.  535.) 

(")  (^e  théorème,  dans  le  cas  des  systèmes  alf,'éljri(nies,  a  été  donné  par  M.  Cliasics 
Comptes  rendus,  t.  LVIII,  p.  297;  1864  .  Le  nombre  »i  [(m  —  \)  a-\-v]  peut  aussi  s'écrire 
n/j.-{-mv,  n  désignant  la  classe  de  U.  Énoncé  sous  cette  forme,  le  théorème  est  plus 
général. 


Ce  théorème  comprend  comme  cas  particuliers  plusieurs  Ihéorèines  con- 
cernant les  systèmes  ou  les  courbes  algébriques,  dont  on  formera  facilement 
l'énoncé. 

XXU.  Exemples  de  systèmes  de  courbes  transcendantes.  —  Nous  indi- 
querons en  terminant  quelques  systèmes  assez  simples,  formés  de  courbes 
transcendantes  auxquelles  on  appliquera  facilement  les  théorèmes  que  nous 
avons  démontrés  ci-dessus. 

I"  Les  chaînettes  ayant  même  paramètre  et  même  tangente  au  sommet 
forment  un  système  dont  les  caractéristiques  sont  iJ!.  =  2,  v  =  î2. 

2°  Les  cycloïdes  égales  et  de  même  base  forment  un  système  dont  les  ca- 
ractéristiques sont  f/  =  2,  v  =  1. 

Il  en  résulte  que  : 

Les  tangentes  d'une  cyclo'ide,  issues  d'un  même  point,  ont  leurs  points  de 
contact  sur  une  courbe  du  5""^  ordre,  qui  a  pour  point  double  le  point  de  con- 
cours des  tangentes. 

L'une  des  asymptotes  de  cette  courbe  est  parallèle  à  la  base  de  la  cyclo'ide; 
les  deux  autres  sont  inclinées  à  45"  sur  cette  base. 

3"  Les  spirales  d' Archimède  de  même  paramètre  et  de  même  pôle  forment 
un  sy sterne  dont  les  caractéristiques  sont  p.  =  2,  v  =4. 

On  en  conclut  le  théorème  suivant  : 

Les  tangentes  d'une  spirale  d' Archimède,  issues  d'un  point  donné,  ont  leurs 
points  de  contact  sur  une  courbe  du  6'"''  ordre,  qui  a  pour  points  doubles  le 
point  de  concours  des  tangentes  et  le  pôle  de  la  spirale.  Cette  courbe  a  de  plus 
pour  points  triples  les  deux  points  circulaires  à  l'infini. 

4"  Les  spirales  logarithmiques  de  même  pôle,  de  même  sens  et  de  même- 
paramètre,  forment  un  système  dont  les  caractéristiques  sont  ^=1,  v=l. 

Renmrque.  —  Le  système  général  (p  =  1,  v=:  l)  est  composé  de  courbes 
qui  jouissent  de  propriétés  très-remarquables,  sur  lesquelles  nous  revien- 
drons dans  un  autre  travail.  L'équation  différentielle  qui  définit  ce  système 
est  de  la  forme 

l{xdy  —  ijdx)  +  l\dx  +  Mij  =  0, 

L,  M  et  N  désignant  des  fonctions  linéaires  A'x  et  d'?/.  L'inlégration  de  cette 
équation  a  été  donnée  pour  la  première  fois  par  Jacobi. 

Les  propriétés  du  système  qu'elle  définit  nous  a  conduit  à  faire  cette  inté- 
gration par  une  autre  méthode  qui  nous  paraît  présenter  certains  avantages. 
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Sur  la  théorie  des  roulettes  gauches;  par  M.  H.  Laurent. 
(Séance  du  25  février  1874.) 

Une  des  théories  le  plus  étudiées  aujourd'hui,  une  des  mieux  connues,  est 
certainement  la  théorie  des  roulettes  planes,  mais  si  l'on  en  excepte  l'épi- 
cycloïde  sphérique,  il  semble  que  l'on  n'ait  que  des  connaissances  très-im- 
parfaites sur  les  propriétés  des  roulettes  relatives  aux  courbes  gauches. 

Si  l'on  considéra  une  courbe  gauche  fixe  à  laquelle  je  donnerai  le  nom 
de  hase,  une  courbe  mobile  que  j'appellerai  la  roulante  assujettie  à  rouler 
sans  glisser  sur  la  base,  un  point  quelconque  invariablement  lié  à  la  rou- 
lante engendrera  une  certaine  courbe  que  j'appellerai  une  roulette  gauche, 
ou  simplement  la  roulette. 

La  roulette  relative  à  des  courbes  dans  l'espace  est  généralement  indéter- 
minée, et  deux  courbes  données  ont  une  infinité  de  roulettes  ;  en  effet,  le 
mouvement  de  la  roulante  n'est  pas  défini  quand  on  se  contente  de  dire 
qu'elle  roule  sans  glisser  sur  la  base,  il  faut  encore  donner  à  chaque  instant 
l'angle  des  plans  osculateurs  des  deux  courbes,  ou  toute  autre  notion  équi- 
valente; on  pourrait,  par  exemple,  assujettir  la  roulante  à  s'appuyer  sur 
une  courbe  ou  sur  une  surface  directrice  ;  dans  ce  qui  va  suivre,  je  préfère 
me  donner  l'angle  des  plans  osculateurs  à  cause  de  sa  liaison  intime  avec 
les  affections  des  courbes  que  l'on  étudie. 

Nous  rapporterons  la  courbe  fixe  ou  base  à  trois  axes  rectangulaires  fixes. 
Soit  M  le  point  de  contact  de  la  base  et  de  la  roulette  ;  par  ce  point,  menons 
la  tangente  commune,  la  normale  principale  de  chacune  des  deux  courbes 
en  question  et  leurs  binormales.  Soit 

ds  l'élément  commun  à  la  base  et  à  la  roulante,  en  sorte  que  s  désignant 
l'arc  de  roulante  ou  de  roulette  compté  depuis  les  points  m  sur  la  base,  rn^ 
sur  la  roulante,  le  point  m^  coïncide  à  un  certain  moment  avec  m;  ainsi 
m^\  =  m  M  =  s,  quel  que  soit  d'ailleurs  le  point  de  contact  M.  Nous  prendrons 
l'arc  s  pour  variable  indépendante.  Soient,  en  outre 

X,  y,z  les  coordonnés  du  point  de  contact  M, 

R  le  rayon  de  courbure  de  la  base,  Rq  celui  de  la  roulante, 

T  le  rayon  de  torsion  de  la  base,  T,,  celui  de  la  roulante, 

a,  a',  a"  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  commune, 

h,  b',  h"  ceux  de  la  normale  principale  de  la  base, 

&!,  6',,  fc',' ceux  delà  normale  principale  de  la  roulante, 

c,  c',  c"  ceux  de  la  binormale  à  la  base, 

Cl,  c',,  c'[  ceux  de  la  binoi'malç  à  la  roulante, 

X,  Y,  Z  les  coordoiniéetj  d'un  point  0  invariablement  lié  à  la  roulante  ;  ce 
point  décrira  lu  roulette, 


1 
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Xfl,  Yfl,  Zq  les  coordonnées  du  même  point  0  par  rapport  à  des  axes  inva- 
riablement liés  à  la  roulante, 

^o>  Uo^  ^0  les  coordonnées  du  point  M  par  rapport  aux  mêmes  axes, 

«o>  ^o->  %  ^^s  cosinus  directeurs  de  la  tangente  en  Ma  la  roulante  pris  par 
rapport  aux  mêmes  axes, 

6o,  fe'o,  h'^  ceux  de  la  normale  principale, 

Cq,  Cq,  Cq  ceux  de  la  binormale, 

Ç,  13,  ç  les  projections  de  la  ligne  OM  sur  la  tangente,  la  normale  principale 
et  la  binormale  de  la  roulante.  Posons  enfin  OM  =  N  =  v/^^  +  ïj^  +  î;*, 
et  désignons  par  6  l'angle  des  plans  osculateurs  de  la  base  et  delà  roulante 
au  point  M. 

Les  formules  ordinaires  de  la  transformation  des  coordonnées  donnent 
immédiatement  les  relations 

j  l  =  a[\  —  x)  +  a'(Y  -  î/)  -f- a"(Z  -  2), 

(1)  U.=,h,{\-x)  +  h[{X-y)  +  hl{l-z), 

I  X,  =  c,[\-  X)  +  c\[X -y)  +  cl{l-z), 

I  l  =  flolXo  —  x^)  +  a;(Yo  —  J/o)  +  a;(Zo  —  z^), 

(2)  p  =  K{\  -  xo)  +  fc;(Yo  -  yo)  +  ^';(Zo  -  ^o)- 

!  l  =  Co(Xo  —  a^o)  +  c;(Yo  —  ?/o)  +  c;(Zo  —  Zq)- 

Or  &i  et  Cj  peuvent  être  considérés  comme  les  projections  d'un  rayon  vec- 
teur égal  à  l'unité  sur  la  normale  principale  et  sur  la  binormale  de  la  rou- 
lante, et  h,  c  comme  les  projections  du  même  rayon  vecteur  sur  la  normale 
principale  et  la  binormale  de  la  base.  Ces  normales  et  binormales  peuvent 
être  considérées  comme  formant  deux  systèmes  d'axes  de  coordonnés  rec- 
tangulaires dans  un  même  plan  ;  ces  axes  font  alors  entre  eux  l'angle  0  et 
les  formules  de  transformation  donnent 

I  ti  =  fc  cos  6  —  c  sin  6,     h[  =  h'  ces  6  —  c'  sin  9,     h\  =  b"  ces  9  —  c"  sin  9, 
^  '  I  Cl  =  6  sin  9  +  c  cos  9,     Cj  =  b'  sin  9  +  c'  ces  9,     c\  =  b"  sin  9  -f  c"  cos  9, 

Aces  formules,  il  faut  joindre  les  belles  formules  de  M.  Serret  relatives 
aux  courbes  gauches,  à  savoir 


~       l  R"^T 


(4) 

da      b 
ds"^R' 

da'      b'     da"      b" 
ds  ~  R'     ds  "~  R  ' 

(5) 

db 
ds" 

(^ 

c\    db' 

+  t;'  Ts'- 

/a'      c'\     db" 
"       \  R  ^  TJ  '    ds  ~ 

(6) 

dc      b 
ds~r 

de'      b'      de"      b" 
Ts~'T'     Ih"!' 

On 

a  aussi 

Kl) 

dup bp 

ds       Ro' 

da'o       b'o      da';,  _  b[ 
ds  "  Ro'      ds       R, 
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(«)  'i:=- 

Ar^'^To/'      ds-       VHo^V'      ds 

(9) 

dco      ho       dcl,      feû       dco      b'o 
ds  ~  To'      ds  ~  To'      ds       To 

On  peut  déduire  des  formules  (4),  (5),  (6)  les  suivantes,  pourvu  que  l'on 
ait  égard  aux  relations  (5)  dans  lesquelles  on  suppose  l'angle  6  constant  : 

db,  /a       c\        ^        b   .    ^  fa  cos  9       c.\ 

de,  /a      c\    .    ^       b       ^  /asinO      b.\ 

da       b       b,  c,     . 

(12)  ds  =  R  =  i^^^'  +  ¥^'"^'---- 

Différentions  par  rapport  à  s  les  formules  (1),  en  laissant  0  constant,  nous 
aurons,  en  ayant  égard  aux  relations  (10),  (11),  (12),  et  en  observant  que 

dx dy ,  dz „ 

ds  '  ds  '  ds 


1  =  1  [(fc.  cûsô  +  c.  sinô)  (X  -X)  +  ...]+  a  (^g  -  c 
dn  /flcosô       fA  ,  ,    /dX         \ 

iî:  /flsinô      fci\  ..,        .  ,       /dX         \ 


ou  bien,  en  vertu  des  relations  (1)  et  des  relations  qui  lient  entre  eux  les 
neuf  cosinus  a,  a',  a",  hy,  fc',,  fc',',  q,  c',,  c[, 

[  dl      \  „      V   .    „.  dX         dY        „  dZ      , 

l  ds      R  ^  ds  ds  ds 

Ml  U        .       î:        ,    '^X   ,    ,,dY   ,    .„  dZ 

(15)  <d7  =  -h^^'^^'~T+'''d^-^^'ds+^'   d-s' 

d!;  1,   .    ,    ,   ■^.  d\        ,  d\   ,      „dZ 

En  opérant  sur  les  formules  (2)  comme  sur  les  formules  (1),  Xo,  Yo,  Z„  ne 
variant  pas,  on  a 

^^*'  ds-R,,       ''  ds-       VHo       Toy*'  ds       To" 

L'élimination  des  dérivées  -y^.  -^,  -r  «  entre  les  équations  (13)  et  (14), 

ds    ds     ds 

I  ,      r         ,  •     .     .  .  ,  r/X    r/Y    dZ 

donne  df's  formules  qui,  résolues  par  rapport  a       ,    —,  y,  sont 
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ds 


rfX  r    /l       cos9\      ^sinO-j       ,    r.   .  l        cos6\     ,       /1        1X1 

,  r    /  1         1  \       ,  sin  61 


Pour  simplifier  l'écriture,  nous  poserons 

,  P .  1       cos  6  _  1  1       \ 1        sin  6  ^ 

nous  aurons  alors 

Si  l'on  multiplie  la  première  de  ces  équations  par  X  —  a;,  la  seconde  par 
Y  —  y,  h  troisième  par  Z  —  z,  et  si  on  les  ajoute,  on  trouve 

(17)  (l  —  x)dl  +  {Y  —  y)d\  +  iZ—z)dZ=zO, 

en  observant  que  a  (X  —  œ)  -i-a' (Y  —  y)  +a"  (Z  — 2)  est  égal  à  Ç,  etc.,  en 
vertu  des  formules  (1).  L'équation  (17)  montre  que  le  plan  normal  à  la 
trajectoire  du  point  0  passe  par  le  point  M,  ce  que  l'on  pouvait  prévoir  par 
la  théorie  de  l'axe  instantané.  Les  équations  mêmes  de  l'axe  instantané  sont 
les  formules  (16),  dans  lesquelles  on  remplace  les  premiers  membres  par 
zéro.  Ces  équations  peuvent  s'écrire,  en  multipliant  la  première  par  a,  la 
seconde  par  a',  la  troisième  para",  et  en  ajoutant,  etc., 

p  (7  p  T.  ~  <J 

Telles  sont  les  équations  de  l'axe  instantané  par  rapport  aux  coordonnées 
Ç,  Tj,  c.  Il  est  facile  de  voir  d'ailleurs  que  les  équations  précédentes  se  rédui- 
sent en  réalité  à  deux;  il  suffit,  pour  cela,  de  les  ajouter,  après  les  avoir 
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multipliées  respectivement  par  ^,  —  «  et  i;.  Elles  peuvent  encore  être  rem- 
placées par  les  suivantes 

(18)  ^T  =  — r,7=?;p. 

T~',  —  (7~*  etp~*  sont  donc  proportionnels  aux  cosinus  directeurs  de 
l'axe  instantané.  Si  9  =  0,  o-"'  s'annule  en  vertu  de  (15),  et,  par  suite,  dans 
le  cas  où  la  roulante  et  la  base  ont  niôine  plan  osculateur,  l'axe  instantané 
est  perpendiculaire  à  la  normale  principale  commune.  Nous  avons  laissé  6 
constant;  mais,  si  on  le  supposait  variable,  il  suffirait  d'ajouter  aux  valeurs 

trouvées  pour  -j-,  -r-,  -y-  les  dérivées  de  X,  Y,  Z  prises  en  faisant  varier  6 

seul,  et  comme  l'on  a 

\  =  x  +  al-\-bin  +  CiC,.,    .  , 

011  en  conclurait,  en  faisant  varier  9  seul, 

ds       \'  (Is         '  as  )  ds  ' 
OU,  en  vertu  des  formules  (5), 


ds 


=  I  ■«(— fesinô —  ccosô)  -f-!^{tcosO  —  csinfl)    -y  , 


de      , 
c  est-a-dire,  en  posant  —  =  ô, 

(19)  (  ^  =  (-<,  +  !.;qo', 

*n  sorte  que  les  formules  (1 6)  devraient  être  remplacées  par  les  suivantes 


(20) 


ef  l'on  reconnaît  encore  que 

(X  —  a:)  JX -f- (Y  — ?/)  r/V  +  (Z  -  2)  f/Z  =  0. 
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Les  équations  de  l'axe  instantané  s'en  déduisent  sans  difficulté.  Elles  sont 

l      \       \ 
encore  données  par  les  formules  (iS),  pourvu  que  l'on  pose  -=7^  —  ^^ —  6', 

i        i        i 

au  lieu  de  poser  -  =  m  —  m  ;  de  sorte  que,  avec  cette  convention,  les  for- 

T  Iq  1 

mules  (16)  conviendront  encore  au  cas  où  l'angle  6  serait  assujetti  à  varier 
en  même  temps  que  s.  Ce  sera  donc  de  ces  formules  que  nous  ferons  usage, 
mais  nous  poserons 

(21)  l:^i_l_^J. 

^     '  T       To       T       ds 

Elevons  les  équations  (16)  au  carré,  et  ajoutons-les;  nous  aurons,  en  dési- 
gnant par  rfS  l'élément  de  l'arc  de  roulette. 


as-        \p        aj  \p        T/  \t 

ce  qui  peut  s'écrire 

rfS'^      ,,  / 1        l  \  / 1        1  \  /  I        1  \  1  1  1 

ou  bien  encore 

-^:=(.^  +  .^  +  ^)(-,  +  ^^-f-    -)-(-  +  ---). 

On  voit,  par  cette  formule,  que  le  lieu  des  points  qui  décrivent  des  arcs 
égaux  est  un  cylindre  de  révolution.  On  peut  considérer,  si  l'on  vent, 

111  1 

>  -  et  -  comme  les  composantes  d'une  droite  fictive  ^,  et  poser 


11  1      1       „        1       1 

-  =  -  COS  a,        -  =  -  COS  P,  -^='-  n  00s  -V  -, 

TU  5         Ir  0  II 


on  peut  alors  écrire 


d'où  l'on  tire 


dS  =  ds^sin(N,G). 


Dans  cette  hypothèse,  les  formules  (16)  pourraient  s'écrire 
--j-  =  -  (a  ces  A  -f-^i  cosB  4-CiCosC)  sin  (N,G),  .. 
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A,  B,  C  désignant  alors  les  cosinus  directeurs  de  la  perpendiculaire  aux  di- 

t        Y)         K 

rections  ces  a,  cosp,  cosy  et  ^,  ^,  z^'  Or  la  direction  cosa,  cosp,  cosyest 

celle  de  l'axe  inslantané,  la  direction  A,  B,  C  est  celle  d'une  droite  per- 
pendiculaire à  OM  et  à  l'axe  instantané.  Appelons  cette  droite  MI,  nous 
pourrons  écrire 

-r-  =  7;  cosM  sin  (N,G),  T-  =  7T  cosvsin  (N,G),-t-  =  ?;  coswsin  (IV,G); 
as       (j  as      h  as      yj 

u,  V  et  %v  seront  alors  les  angles  que  Ml  fait  avec  les  axes  fixes.  Ajoutons  que 

11  1 

-)  -  et ne  sont  autre  chose  que  les  composantes  de  la  rotation  instan- 
tanée ^. 

Occupons-nous  maintenant  de  la  recherche  du  rayon  de  courbure  de  la 
roulette.  A  cet  effet,  différentions  les  équations  (16)  ;  nous  aurons,  en  ayant 
égard  aux  formules  de  M.  Serret,  ou  aux  formules  (10),  (11),  (12),  que 
l'on  en  déduit  en  laissant  Q  constant, 


t-cl 


T  ds       <r  ds 


\   ds  p         ds  <jj         ^\dsç         ds  tj 


/    d  \       ,  d  1 
■^'^''dS-.  +  ^ds-. 

Remplaçons  les  dérivées  de  Ç,  n,  K  par  leurs  valeurs  (14);  la  seconde  partie 

d^\ 
de  -pg  prend  la  forme 

"  \       P  Ho       ?  'fo        '  To  /  '  V  p  Ho       P        T  l'o/ 

et  la  formule  (21)  devient  alors 

d^^_    /^^_)'£.l      cos  0  £      cos  9  ?:      sin  6  Yi      sin  6  E      1   g       1  C 

^  '  d^—^yds'p    ^dsa'^irp     u  T     K  ;     u  ;    pUo~pTc 

/         d^i         d  l       cos 0  71  __  cas  9^       \  n      \  ^      1ïi       \ 

"*"  •  v~~  f7^ "p ~ ^ iÂs T "^ ir p     îTa'^TT'^fa""^]"?;;'''^ 

/    d  ]  /M       sin  0  Yi       sin  n      M      \  X.       1    Ç        \   X.       i 


ds  -7  '      U    p         K    a  '   T  p  '    T  T       T  H„       T 'i; 


I 
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Cette  formule  et  ses  analogues  peuvent  s'écrire  plus  simplement  ;  il  suffit, 
pour  cela,  de  poser 


1 cos  6       sin  6         i 

>.  ~   Rp          Ra         pRo  ' 

sin  6        1       1       cos  9         1 
Rt          ar'    V  —    Rr            pTo 

1         1        1        cos  6        1 
ï'~Ta'      il'~    Rp    +Tt 

1 

fRo' 

1         \             csO 

tTo'      v'—         ;Ra  ' 

1        1         i         1       sin  6 
X"-Tp       tRo'     [."-   Rp 

1 

"^aRo 

1                111 

'      v"  —       Ra  "^  Tt  ~  tTo' 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

1  _  1         1  _  1         1  _ 

X~Rp'      X'~~<îT'     X"~ 

1 
"Tp 

(25)  1 

1_      2         1  _  1         i 

u.              1(7          a           T-         p- 

1  _ 

a"  ~ 

1           1 

<jp        oRo  ' 

-^"""(i^^^rX^"^  V' 

1 

a\R,        p/   v"—       cR^T= 

Ces  formules  sont  un  peu  plus  simples  que  les  précédentes;  elles  permet- 
tent la  construction  par  la  règle  et  le  compas  de  X,  /z,  v,  V,  yf,  /,  >",  |:^",  •/', 
dès  que  l'on  coimaît  R,  Rq,  T,  T,,,  c'est-à-dire  les  éléments  de  la  figure;  en  d'au- 
tres termes,  il  n'est  pas  nécessaire,  pour  les  obtenir,  de  connaître  la  nature 
de  la  roulante  et  de  la  base.  Les  formules  (22)  deviennent  ainsi 


d'^X         /    d  \  d  \       l      n       a 


,    ,    /      ,  rf  1        ,  rf  1    ,    H         n         l        l 

+^^[-'ds-r'ds-.+7.'^^'+7-^-, 

.  ,        /    d  l  d  \        l         n         l        \\ 

^+^Xv.;-^^5sà  +  i^  +  7'  +  7--a)' 

On  voit  par  cette  formule,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  développer  les 
calculs,  que  le  rayon  de  courbure  de  la  roulette  pourra  se  construire  avec 
la  règle  et  le  compas,  si  l'on  connaît  les  rayons  R,  R^,  T  et  To,  ainsi  que 
leurs  dérivées. 

Si,  à  l'aide  des  équations  (16)  et  des  formules  de  réduction  connues 
a  =  h'c"  —  c'h",  ...,  on  forme  les  quantités  rf^WiY  —  rf*Yf/X,  ...,  qui  sont 
les  coefficients  de  l'équation  du  plan  osculateur,  on  voit  que  ces  expressions 

\  \ 

seront  du  second  degré  en  Ç,  vj,  ç  (et  homogènes,  si  l'on  a  -  =0,  -  =  0). 

5  P 

rfS^  sera  du  degré  -^  ;  en  sorte  que,  si  l'on  chasse  les  radicaux  et  si  l'on 

écrit  que  la  courbure  est  égale  à  un  nombre  donné,  on  obtiendra  une  équa- 
tion qui  sera  du  6«  degré  en  Ç,  n,  !;.  Ainsi  les  points  qui  décrivent  des  rou- 
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lettes  de  même  courbure  se  trouvent  sur  une  courbe  du  sixième  degré.  Les 
points  qui  décrivent  des  roulettes  de  courbure  nulle,  c'est-à-dire  qui  pos- 
sèdent un  point  d'inflexion,  sont  situés  sur  une  courbe  obtenue  en  posant 

d^\dY  —  d^\d\  =  0,..., 
ou 

d\  ~  dY  ~  dZ' 

Cette  courbe  se  trouve  évidemment  sur  deux  surfaces  du  second  ordre, 

1  1  1 

qui  se  réduisent  à  deux  cônes  quand  -  =  0  et  -  =  0.  -  est  nul  pour  0  =  0 

'  p  <T  (7 

\  1 

et  pour  -  =  0,  ce  qui  entraînerait  la  condition  ^  =  0 ,  et    l'on   aurait 

alors  des  droites  pour  base  et  pour  roulante,  ce  qui  est  inadmissible  quel  que 

1  4 

soit  s.  On  peut  avoir  aussi  -  =  0  et  -  =?  0  en  prenant  9  =  0  et  R  =  Ro; 

P  <^ 

alors  on  a  des  courbes  de  même  courbure  et  ne  différant  que  par  leur  tor- 
sion. L'axe  instantané  faisant  partie  de  la  courbe,  celle-ci  est  une  cubique 
gauche. 

On  pourrait  calculer  -;r^,-'  comme  nous  avons  calculé -r^,...,  mais  il 

va  sans  dire  que  les  calculs  seraient  d'une  longueur  rebutante;  quoi  qu'il 

d^\ 
en  soit,  on  peut  observer  que  -y-^  se  ramènerait  à  une  fonction  linéaire  de 

ç,  T],  ç,  et  il  en  serait  certainement  de  même  de  toutes  les  autres  dérivées. 
Supposons  que  l'on  calcule  le  rayon  de  torsion  delaroulelte  et  qu'on  l'égale 
à  une  constante,  on  obtiendra  une  équation  qui  sera  seulement  du  ¥  degré. 
Ainsi  les  points  qui  décrivent  des  roulettes  de  même  torsion  sont  situés  sur 
une  même  surface  du  ¥  ordre,  et  l'on  peut  voir  que  ceux  qui  en  particulier 
décrivent  des  roulettes  de  torsion  nulle  sont  situés  sur  une  surface  qui  n'est 
que  du  7f  ordre  ;  dans  ce  cas,  en  effet,  la  surface  se  décompose  en  deux  par- 
ties, dont  l'une  est  l'axe  instanlané  de  rotation. 

Examinons  maintenant  quelques  cas  particuliers  de  nos  formules  génô- 

raies,  et,  pour  commencer,  supposons  9  =  0.  Alors     est  nul,  et  l'on  a 

v'  ~    '  X"    "~       Tp'  a"  ~    '   v"  "  T*        T,V 

En  effectuant  les  calculs,  on  trouve  que  le  seul  terme  contenant  les  dé- 
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d  i 
rivées  de  o  et  de  t  est  de  la  forme  de  n  {a'%  +  h".-n  •+-  c'X)  -r  — •  De  telle 

1 

sorte  que,  si  le  produit  —  reste  constant,  on  pourra  toujours  construire  le 

rayon  de  courbure  de  la  roulette  à  l'aide  des  seuls  éléments  de  la  figure, 

pourvu  que  l'on  connaisse  R,  R^,  T  et  T,,. 

En  particulier,  lorsque  deux  hélices  ordinaires  roulent  l'une  sur  l'autre 

sans  glisser,  de  manière  à  ce  que  leurs  plans  osculateurs  se  confondent,  on 

peut  toujours  construire,  avec  la  régie  et  le  compas,  le  rayon  de  courbure 

d'une  roulette  quelconque;  on  peut  s'assurer  sur  les  formules  générales  que 

le  théorème  a  encore  lieu  quand  les  plans  osculateurs  font  entre  eux  un  angle 

constant. 

1 
Si  l'on  suppose  T  =  To,  ou  -  =  0  avec  9  =  0,  on  obtient  la  formule  assez 

T 

simple  que  voici,  pour  expression  du  rayon  de  courbure  r  de  la  roulette, 


_T-        T-        V  P         P 

-  m 


Cette  formule  est  applicable,  par  exemple,  au  cas  où  les  deux  courbes 
que  l'on  fait  rouler  l'une  sur  l'aulre  sont  identiques,  et  symétriquement 

placées  par  rapport  à  la  tangente  commune.  Si  l'on  suppose  ^  =  0  et  i;  =  0, 

on  retrouve  la  formule  connue  relative  aux  roulettes  planes;  en  effet,  on  a 

j-^     rs6  V  P 

ou  bien 

L  —  if^ 

r  ~'^' 


-    •fl 

P 


Si  l'on  pose  alors  ïj  =  N  sin  y,  y  désignant  l'angle  que  fait  OM  avec  la  tan- 
gente commune,  on  trouve 

ou  enfin 


N  —  p  sin  tp' 

ce  qui  est  la  formule  connue. 

Signalons  encore  un  cas  particulier  intéressant  :  si  l'on  suppose 
T  =^  Tq,  Ç  :=  0,  R  et  Rq  constants,  on  obtient  des  courbes  dont  le  rayon  de 
courbure  peut  toujours  se  construire  géométriquement,  ainsi  que  le  rayon 
de  torsion  ;  ces  courbes  peuvent  être  utilisées  dans  la  théorie  des  engre- 
nages coniques. 
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Sur  un  point  de  la  théorie  du  contact;  par  M.  Halphen. 
(Séance  du  fi5  mars  1874) 

Quand  deux  surfaces  se  touchent  le  long  d'une  ligne,  il  peut  se  présen- 
ter, en  certains  points  de  cette  ligne,  des  particularités  sur  lesquelles  je  me 
propose  de  dire  quelques  mots.  L'étude  de  ces  particularités  se  fait  aisé- 
ment au  moyen  des  conditions  analytiques  du  contact  supposé. 

Fn  chaque  point  de  la  ligue  de  contact  C,  les  dérivées  partielles  des  di- 
vers ordres  d'une  coordonnée  par  rapport  à  deux  autres,  prises  relativement 
aux  deux  surfaces,  satisfont  à  des  équations  de  condition,  que  l'on  peut 
obtenir  directement,  ainsi  que  je  vais  l'expliquer  brièvement  pour  le  cas  le 
plus  simple  :  celui  où  les  deux  surfaces  S,  S'  ont,  le  long  de  G,  un  contact 
du  1"  ordre. 

Désignons  par  z  et  z'  les  ordonnées  de  S  et  de  S'.  En  chaque  point  deC,  on 
a,  outre  z  —  2'  =0, 

(')  ^^=«.     '^=«- 

Les  dérivées  de  tous  les  ordres  des  premiers  membres  de  ces  deux  équa- 
tions, prises  le  long  de  G,  sont  aussi  nulles  en  chaque  point  de  G.  En  déri- 
vant une  fois,  on  obtient  deux  équations  contenant  -7^.  Éliminant  cette 
quantité,  on  a  une  relation  entre  les  dérivées  partielles  jusqu'au  2"*'  ordre. 
Dérivant  une  seconde  fois,  on  introduit  y-|,  et  l'élimination  conduit  aune 

nouvelle  relation  entre  les  dérivées  partielles  jusqu'au  5™^  ordre.  Gontinuant 
ainsi,  on  obtient,  à  chaque  nouvelle  dérivation,  une  relation  nouvelle  entre 
les  dérivées  partielles  relatives  aux  deux  surfaces; 

Si  les  deux  surfaces  S  et  S'  avaient,  le  long  de  C,  un  contact  d'un  ordre 
plus  élevé,  on  formerait  facilement,  et  d'une  manière  anologue,  les  rela- 
tions nécessaires.  On  peut  aussi,  par  un  autre  procédé,  parvenir  d'un  seul 
coup  iî  ce  résultat  pour  le  cas  général. 

Soient 

s  =  o(.r,y),     z'  =  o'(x.y) 


les  équations  des  deux  surfaces.  Nous  en  concluons 

2  —  3'  =  »(.T,î/)  —  'y{x,y)  =ï  =  {x,y). 


^ 


Il  est  clair  que  V{x,y)=0  est  l'équation  de  la  projection,  sur  le  plan 
des  xy,  de  la  ligne  commune  aux  deux  surfaces  S»  S'.  Une  portion  de  cette 
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projection  est  la  projection  de  la  ligne  C.  Soit  f{x,y)  ==  0  l'équation  de 
cette  projection.  On  a  donc 

(2)  z-z'  =  ?{.r,y)=y,{x,y]{f{x.y)r, 

m  étant  un  nombre  positif,  ei/Jx,y)  ne  contenant  plus  le  facteur  f{x,y).  Si 
l'on  prend  un  point  (.r,?/)  à  distance  infiniment  petite  du  4"  ordre  d'un 
point  M  arbitraire  de  la  courbe  f{.x,y}  =  0,  x.{x,y)  a  une  valeur  finie," 
et  [f{-'^-y)Y  6st  infiniment  petit  de  l'ordre  m.  On  a  donc,  sur  les  surfaces 
S,  S',  deux  points  dont  la  distance  z  —  z'  est  infiniment  petite  d'ordre  m. 
Donc  m  —  1  est  l'ordre  du  contact  des  deux  surfaces  le  long  de  la  ligne  C. 
Donc  : 

Si  deux  surfaces  ont  un  contact  cV ordre  m  —  1  le  long  d'une  ligne  dont 
la  projection  a  pour  équation  f{x,y)  =  0,  leurs  ordonnées  satisfont  à  une  rela- 
tion telle  que  (2). 

Je  n'ai  pas  besoin  d'insister  sur  la  marche  à  suivre  pour  obtenir,  au 
moyen  de  la  relation  (2),  les  équations  dont  il  a  été  parlé  plus  haut,  et  dont 
je  n'ai  pas  à  faire  usage. 

Je  fais  observer  que  l'équation  (2)  s'applique  à  tous  les  cas,  sans  excep- 
ter ceux  où  m  est  fractionnaire,  cas  dans  lesquels  la  ligne  C  est  une  lio-ne 
singulière  sur  l'une  au  moins  des  deux  surfaces.  Je  déduis  maintenant  quel- 
ques conséquences  relatives  au  cas  où  m  est  entier,  et  où  la  ligne  C  est 
une  ligne  simple  de  chacune  des  deux. surfaces. 

Soit  A  un  point  de  la  ligne  C;  je  le  suppose  de  multiplicité  u  sur  cette 
courbe,  et  simple  sur  les  deux  surfaces.  Je  suppose  de  plus  que  la  courbe 
complémentaire  D  d'intersection  des  deux  surfaces  y  passe  aussi,  et  que  v 
soit  la  multiplicité  de  A  sur  D  (je  n'exclus  pas  le  cas  où  v  =  Oj.  Cela  étant, 
l'équation  (2)  montre  immédiatement  qu'au  point  A  les  deux  surfaces  ont 
un  contact  d'ordre  mu-]- m —  1.  Donc  : 

Théorème,  —  Si  deux  surfaces  ont,  tout  le  long  dune  ligne,  simple  sur 
chacune  d'elles,  un  contact  d'ordre  m — 1,  et  qu'un  point  particulier  de 
cette  ligne,  simple  sur  les  deiuv  surfaces,  et  multiple  d'ordre  u  sur  la  ligne 
elle-même,  soit  de  multiplicité  v  sur  la  ligne  complémentaire  d'intersection 
des  deux  surfaces,  le  contact  des  deux  surfaces  est,  en  ce  point,  d'ordre 
mu  +  V  —  1 . 

La  réciproque  est  vraie;  c'est-à-dire  que  si,  en  un  point  A,  les  surfaces 
ont  un  contact  d'ordre  M  —  1 ,  supérieur  à  m  ■ —  1 ,  on  a  nécessairement 
mfA-t-  v=  M.  De  là  résulte  que,  sur  la  courbe  I),  le  point  A  a  une  multipli- 
cité au  moins  égale  au  reste  de  la  division  de  M  par  m,  et,  sur  la  ligne  C, 

une  multiplicité  au  plus  égale  au  plus  crand  entier  contenu  dans  -. 

m 

De  notre  théorème  résulte  ce  corollaire  que  : 

Si  un  point  de  la  ligne  de  contact  des  surfaces  ci-dessus,  simple  sur  les 
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deux  surfaces,  est,  sur  cette  ligne,  de  multiplicité  (i,  le  contact  des  deux  sur- 
faces est,  en  ce  point,  au  moins  d'ordre  niy.  —  1. 

Il  est  entendu  que  tout  ceci  s'applique,  quelle  que  soit  la  nature  des 
points  multiples  considérés.  Ainsi  ce  qui  résulte  du  théorème  pour  le  cas 
d'un  point  double  en  résulte  également  pour  le  cas  d'un  point  de  rebrous- 
sement  ordinaire,  etc. 

Un  exemple  du  contact  de  deux  surfaces  le  long  d'une  ligne  est  offert  par 
la  considération  dune  surface  mobile  et  de  son  enveloppe.  Ces  deux  sur- 
faces se  touchent  le  long  de  la  caractéristique,  qui  est  l'intersection  de  deux 
surfaces  consécutives.  Si  la  caractéristique  a  un  point  multiple  d'ordre  ^a, 
et  d'ailleurs  simple  sur  la  surface  mobile,  c'est  que  les  deux  surfaces  con- 
sécutives ont,  en  ce  point,  un  contact  d'ordre  p — I.  Nous  en  concluons, 
conformément  à  notre  corollaire,  et  en  faisant  m  =  2  : 

Si,  dans  une  série  de  surfaces,  deux  surfaces  consécutives  ont,  en  un  point, 
un  contact  d'ordre  u.  —  \,  la  surface  enveloppée  a,  en  ce  point,  avec  l enve- 
loppe, un  contact  d'ordre  au  moins  égal  à  2f/.  —  1 . 


Sur  les  courbes  planes    transcendantes,   susceptibles  de  faire   partie  d'un 
système  (p.,v)  ;  par  M.  Fouiiet. 

(Séance  du  6  mai  1874) 

I.  Dans  un  précédent  travail  (*),  nous  avons  établi  l'existence  des  systèmes 
de  courbes  transcendantes,  définis  par  deux  caractéristiques  p,v,  qui  sont 
respectivement  les  nombres  des  courbes  du  système  qui  passent  par  un 
point  et  qui  touchent  une  droite,  le  point  el  la  droite  pouvant  d'ailleurs  être 
choisis  arbitrairement.  Le  problème  que  nous  avons  pour  but  de  résoudre 
dans  cette  note  est  le  suivant  : 

A  quelles  conditions  une  courbe  transcendante  doit-elle  satisfaire  pour 
pouvoir  faire  partie  d'un  système?  Ces  conditions  étant  remplies,  quelles  sont 
les  caractéristiques  du  ou  des  systèmes  auxquels  cette  courbe  peut  appar- 
tenir ? 

Supposons  un  instant  qu'une  courbe  transcendante  (C),  prise  au  hasard, 
puisse  faire  partie  d'un  système  (fi,v).  On  sait  que  le  lieu  des  points  de  con- 
tact des  tangentes  aux  courbes  d'un  tel  système,  issues  d'un  point  o  quel- 
conque du  plan,  est  une  courbe  (A)  d'ordre  //-l-v,  ayant  un  point  multiple 
d'ordre  p  en  o  {Loc.  cit.,  art.  V).  Cette  courbe  (A)  passera  en  particulier 

(*)  Mémoire  sur  les  si/slèmcs  (jrnt'raiix  de  courbes  planes,  alr/rhritjuen  ou  triinsccn  ■ 
liantes,  dcfinia  par  deux  carartéristitjues  (Mi'îine  recueil).  Voir,  sur  le  uiéaie  sujet,  une 
noie  insérée  aux  Coniptcs  rendus  (séance  du  '25  mars  1874). 
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par  les  points  de  contact  des  tangentes  à  (C)  issues  du  point  o.  De  là  cette 
conséquence  : 

Pour  qu'une  courbe  transcendante  donnée  puisse  faire  partie  d'un  sys- 
tème (7.,v),  il  faut  que  les  points  de  contact  des  tangentes,  menées  d'un  point  a 
quelconque  à  cette  courbe,  soient  situés  sur  une  courbe  algébrique  d'ordre 
f/  -1-  V,  ayant  un  point  multiple  d'ordre  ^j-en  o. 

11.  Je  dis,  de  plus,  que  cette  condition  est  suffisante.  En  effet,  si  elle  est 
remplie  d'une  manière  générale,  elle  le  sera  en  particulier  lorsque  nous 
prendrons  le  point  o  à  l'infini  dans  la  direction 

(1)  y  =  aa;. 

Soit 

(2)  9(a;,2/,a)L:=0 

l'équation  de  la  courbe  (A)  de  degré  p+v,  qui  contient  les  points  de  con- 
tact des  tangentes  à  (C)  parallèles  à  la  direction  (1).  En  faisant  varier  «dans 
(2),  on  obtiendrait  successivement  toutes  les  courbes  (A)  correspondant  aux 
diverses  directions  de  tangentes.  Par  suite,  l'équalion  (2)  est  une  relation 
entre  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  (C)  et  le  coefficient  angu- 
laire de  la  tangente  en  ce  point,  ce  qui  revient  à  dire  que 

(5)  <-*|)  =  » 

est  une  équation  différentielle  à  laquelle  satisfait  (C).  Mais  cette  équation 
différentielle  définit,  outre  la  courbe  (C),  une  infinité  de  courbes  formant 
un  système  (f/.,v)  [hoc.  cit.,  art.  II].  Il  existe  donc  bien  un  système  (y.,v) 
dont  la  courbe  (C)  fait  partie. 

On  voit  facilement  qu'il  ne  saurait  y  avoir  plusieurs  systèmes  dans  ce  cas; 
car,  s'il  en  existait  un  second  défini  par  l'équation 


.,„|)=.0, 


(4)  ^ 

les  coordonnées  de  (C),  vérifiant  à  la  fois  les  équations  (5)  et  (4),  devraient 

par  suite  satisfaire  à  l'équation  résultant  de  l'élimination  de  j{  entre  (1) 

et  (2).  Or,  celte  dernière  équation  nécessairement  algébrique  ne  saurait 
définir  une  courbe  transcendante  ;  donc,  etc.  Ainsi  : 

Lorsqu' une  courbe  transcendante  satisfait  à  la  condition  ci-dessus  indiquée 
(art.  1),  elle  fait  partie  d'un  système  (f/.,v),  et  ce  système  est  le  seul  auquel 
cette  courbe  puisse  appartenir. 

La  démonstration  qui  précède  établit  même,  en  s'aidantde  l'homographie, 
qu'une  courbe  transcendante  fait  partie  d'un  système,  quand  les  points  de 
II  7 
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(,oiilacl  des  langcntes,  issues  d'un  point  (juclcoiiquo  d'une  même  droite  choi- 
sie arbitrairement,  sont  sur  une  courbe  algébrique, 
m.  Soit 

réquation  d'une  courbe  transcendante  (C)  ;  on  a 

dx       dij  dx 

Le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  à  (C)  parallèlement  à 
la  direction 

y  =^  a.x 

est  par  suite 

dx       '  dij 

L'équation  générale  des  courbes  passant  par  les  points  de  contact  de  ces 
tangentes  est  évidemment 


iyK!/)  +  v(|+»|)=o, 


U  et  V  désignant  deux  fonctions  de  x,  de  y  et  de  a,  assujetties  à  la  seule 
contlition  d'être  continues  et  bien  déterminées. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  ci-dessus,  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  que  (C)  fasse  partie  d'un  système,  est  que  l'on  puisse  choisir  U  et 
V  de  manière  à  rendre  algébrique,  entier  et  rationnel,  le  premier  membre 
de  la  dernière  équation.  Telle  est  la  condition  analytique  à  laquelle  doit  sa- 
tisfaire l'équation  d'une  courbe  transcendante,  pour  que  cette  courbe  puisse 
faire  partie  d'un  système. 

Il  nous  paraît  difficile  de  pousser  plus  loin  la  recherche  générale  des  ca» 
ractéres  que  doit  présenter  une  éiiuation  transcendante  à  deux  variables, 
pour  définir  une  courbe  susceptible  d'appartenir  à  un  système.  Nous  don- 
nerons seulement  quelques  exemples  de  courbes  transcendantes  remplissant 
cette  condition. 

IV.  1°  La  logarithmique 

fait  partie  d'un  système  dans  les 'caractéristiques  sont/ji^l,  v  =  l.  Cela 
résulte  innnédialcmenl  de  ce  (jue  l'on  'A 

dx      x' 


l 
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Le  système  auquel  appartient  la  logarithmique  donnée  est  formé  de  loga- 
rithmiques résultant  toutes  de  la  transhUion  de  cette  dernière  parallèle- 
ment à  l'axe  des  ij.  Leur  équation  générale  est 

y  =  Iv  +  c, 

dans  laquelle  c  désigne  une  constante  arbitraire. 
2°  La  sinussoïde 

y  z=  sin  X 

fait  partie  d'un  système  dont  les  caractéristiques  sont  p.  =2,  v=2.  En  effet, 
on  a 

-^  =  ces  X, 
dx 


et  par  suite 


Hhr-^i- 


Celte  dernière  équation,  mise  sous  la  forme 

\dx  "^  ^^^'V (  J  ~^'°^'7  +i>J  +  si» '^•)(y  —  sin  .r)  =  0,     , 

montre  que  les  fonctions  désignées  ci-dessus  par  U  et  V  sont,  dans  ce  cas, 
respectivement  égales  a  y-'r  sm^r,  j^-\-  cos;ï;. 

Le  système  auquel  appartient  la  sinussoïde  donnée  est  formé  des  diverses 
sinussoides  résultant  du  glissement  de  cette  dernière  le  long  de  l'axe 
des  X. 

Nous  avons  déjà  vu  (Loc.  cit.,  art.  XXII)  que  la  chaînette,  la  cycloïde, 
la  spirale  d'Ârchimède,  la  spirale  logarithmique,  font  partie  de  systèmes 
dont  nous  avons  donné  les  caractéristiques.  Nous  ajouterons  qu'il  en  est 
de  même  des  épicycloïdes  et  de  la  développante  de  cercle. 

Les  épicycloïdes  ou  les  développantes  de  cercle  égales  et  de  même  pôle 
forment  un  système  dont  les  caractéristiques  sont  a=  2,  v=  2. 

V.  Nous  donnerons,  en  terminant,  un  type  assez  général  d'équations  de 
courbes  transcendantes  susceptibles  de  faire  partie  d'un  système.  C'est  le 
suivant 


.    m       .     m'  p  p  H         s' 

a\(/,  siu  — //,  sm  — -  «i, ...»  CCS  -  v,  cos-u,  ...,e      ,  e       , 
''  n  11'  q  q 


=  0, 


F  désignant  une  fonction  algébrique,  entière  .et  rationnelle,  des  quantités 
contenues  dans  la  parenthèse,  m  étant  une  fonction  algébrique  rationnelle 
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de  X  et  do  ij,  m,n,m',n\  ...,p,q,p',q' , ...,  }%s,r',s', ...  des  nombres  entiers 
quelconques. 

En  effet,  eu  se  servant  de  formules  connues,  on  pourra  exprimer  toutes  les 
fonctions  trigonométriques  et  exponentielles  contenues  dans  Y  au  moyen  de 

Il  21 

sin  -,  cos  -T,  S  désignant  le  plus  petit  commun  dénominateur  des  fractions 

1H    lll'  p    J)  T     Y 

-,  —7,  ...,  -,  -7,  ...,—,—,  ....  L'équation  donnée  étant  ramenée  à  la  forme 
n    n  q  q  s    s  ^ 

fU\y,  sin|,  cos|j  =  0, 

en  la  différentiant  par  rapport  à  x,  on  obtiendra  une  équation  telle  que 

tdy    .    u        ul 

et,  en  éliminant  sin     et  cos-  entre  les  deux  dernières  équations  etlare- 

0  d 

lation 

sur  j  +  ces-  ^  =  ï , 

on  arrivera  finalement  à  une  équation  différentielle  algébrique,  ce  qui  est 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  courbe  définie  par  l'équation 
donnée  puisse  faire  partie  d'un  système. 


Mémoire  sur  une  application  de  la  théorie  des  substitutions  à  l'étude 
des  équations  différentielles  linéaires;  par  M.  Camille  Joudan. 

(Séance  du  8  avril  187^^) 


L  Soit 

une  équation  linéaire  d'ordre  n,  dtnt  les  coefficients  soient  des  fonctions 
entières  de  x  (ou  plus  généralement  des  séries  convergentes  dans  toute 
refendue  du  plan). 
Choisissons  à  volonté  la  valeur  initiale  Ç  de  la  variable  imaginaire  x,  en 


I 


—  101  — 
ayant  soin  d'éviter  les  valeurs  a, S,  ...,  qui  annulent  p,  et  donnons-nous  arbi- 
trairement  les  valeurs mitiales  de  y,  -p,  ...,  ,,_^«  A  chaque  système  de  va- 
leurs de  ces  quantités  correspondra,  d'après  Cauchy,  une  intégrale  y,  qui 
variera  avec  x  suivant  une  loi  parfaitement  définie,  pourvu  qu'on  évite  de 
faire  passer  x  par  les  valeurs  a,|3,  .... 

Soient  d'ailleurs  î/^,  ...,?/„  des  intégrales  particulières  choisies  de  telle 
sorte  que  leurs  valeurs  initiales  et  celles  de  leurs  n  —  1  premières  déri- 
vées, (?/i),...,  (?/„),  (  -^j ,  ...  ,  (  -y^l,  ...,  aient  un  déterminant  différent  de 
zéro;  et  soit'?/  une  autre  intégrale  quelconque,  correspondant  aux  valeurs 
initiales  (y),  ij^),  ••••  On  pourra  déterminer  des  constantes  C^, ...,  C„  par 
les  relations 


'''-'•A  =  c.fQ^)  +  ...  +  c/''-V. 


dx"-'/         '  Kdx"-'/ "\djf-' 

On  en  déduira,  en  vertu  de  l'équation  différentielle, 


m='^c^h-^<n 


et  par  suite  on  aura,  d'une  manière  générale,  dans  toute  la  portion  du  plan 
où  les  intégrales  sont  développables  en  série  convergente  suivant  les  puis- 
sances de  X — 2, 

2/  =  Ci»/i  +  ...  +  CnUn- 

II.  Supposons  maintenant  que  x,  après  avoir  varié  suivant  une  loi  déter- 
minée quelconque,  revienne  à  son  point  de  départ,  et  suivons  les  variations 

de  l'intégrale  y^  et  de  ses  dérivées.  Soient  (?/),(  j^j,  ...  ,i  .  „j()  leurs  va- 

leurs  finales.  Nous  aurons  passé,  comme  on  le  voit,  de  l'intégrale  yi  à  l'in- 
tégrale y  =  C^y^^-\-  ...  +  C„?/„.  On  passera  de  même  de  l'intégrale  y,  à  une 
nouvelle  intégrale,  de  la  forme  d^y^  +  ...  H-  D„.y„  ;  etc.  Par  suite,  l'altération 
produite  sur  le  système  des  intégrales  y^,  ...,  2/«  pourra  être  représentée  par 
une  substitution  linéaire  (*) 


A  = 


(*)  Pour  plus  de  détails  sur  ce  sujet,  consulter  un  mémoire  de  M.  Fuchs  [Journal  de 
M.  Borchardt,  t.  LXVI). 
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Si  maintenant  nous  faisons  varier  x  de  toutes  les  manières  possibles,  de 
manière  à  envelopper  successivement  les  divers  points  singuliers  a,|3, ..., 
nous  obtiendrons  un  certain  nombre  de  substitutions  dont  la  combinaison 
formera  un  groupe  G.  Ce  groupe  sera  susceptible  de  diverses  formes,  sui- 
vant le  choix  des  intégrales  particulières  y^, ...,  ?/„.  (Il  est  clair  qu'on  peut 
prendre  pour  intégrales  indépendantes  un  système  de  n  fonctions  linéaires 
quelconques  de  7/1,  ...,  ?/„,  pourvu  que  leur  déterminant  ne  soit  pas  nul.) 

m.  Le  groupe  G  caractérise  dans  ce  qu'il  a  d'essentiel  le  type  de  l'équa- 
tion différentielle  qui  lui  donne  naissance,  et  reflète  ses  principales  pro- 
priétés. 

Ainsi  cherchons  à  quelles  conditions  toutes  les  intégrales  de  l'équation 
P  =  0  satisferont  à  des  é(iuations  algébriques  ayant  pnuf  coefficients  des 
fonctions  synectiques  de  x. 

11  faut  pour  cela  que  les  diverses  fonctions  que  les  substitutions  de  G  font 
succéder  à  chacune  des  fonctions  î/^,  . ..;?/„  soient  en  nombre  limité.  Par 
suite,  G  ne  devra  contenir  qu'un  nombre  limité  de  substitutions.  Et  cette 
condition  sera  évidemment  suffisante. 

IV.  Voyons  en  second  lieu  (*)  comment  on  pourra  reconnaître  si  l'équa- 
tion (1)  a  une  intégrale  commune  avec  une  équation  analogue  d'ordre  infé- 
rieur 

^        d'y    ,       d'—hi  „ 

(en  excluant  la  solution  évidente  y  =  0). 

La  fonction  y  étant  supposée  satisfaire  à  la  fois  aux  équations  P  et  Q,  sa- 
tisfera à  l'équation 

où  Q^'^  désigne  la  p"»"  dérivée  de  Q,  et  où  fi,...,fn-,  sont  des  fonctions  de  x 


choisies  de  manière  à  annuler  les  coefficients 


d       y  d'y 


rf.r«-i'  ■••'  dv 

Toutes  les  intégrales  communes  à  P  =  0  et  à  Q  =  0  satisferont  à  l'équa- 
tion Rz=0,  et  réciproquement.  Donc  si  R  est  nul  identiquement,  toutes  les 
intégrales  de  Q  =  0  satisferont  à  P  =  0.  Dans  le  cas  contraire,  opérons  sur  R 
et  0  comme  nous  l'avons  fait  sur  P  et  Q  ;  nous  obtiendrons  une  nouvelle 
équation  S  =  0,  d'ordre  moindre  que  R  =  0  et  à  laquelle  satisferont  les  in- 
tégrales communes.  Si  S  est  mil  identiquement,  toutes  les  intégrales  de 
R  =  OsatisfcrontàQ  =  0,  et  par  suite  à  P  =  0.  Poursuivant  ainsi,  on  arrivera 

(')  Fiu)m:Nius,  Sur  l'irréductibilité  des  éqxuitioxs  différentielles  linéaires  [Journal  de 
M.  liorchardt,  t.  lAXVI). 


in- 


à  une  équation  dont  toutes  les  intégrales  satisferont  à  P 
on  finirait  par  obtenir  une  équation  de  la  forme 


0;  car,  sans  cela, 


2/?( 


0, 


laquelle  n'a  plus  que  la  solution  y  =  0. 

V.  Supposons  donc  qu'il  existe  une  équation  linéaire  T  =  0,  d'ordre 
vK^n,  dont  toutes  les  intégrales  satisfassent  à  P  =  0.  Soient  Xj,  ...,X^  un 
système  de  m  intégrales  distinctes  de  l'équation  1=^0;  tj  ,  ...,  y„,  d'au- 
tres intégrales  de  l'équation  P  =  0,  qui  forment  avec  les  précédentes  un 
système  de  7i  intégrales  distinctes. 

Si  l'on  fait  varier  x  d'une  manière  arbitraire,  les  intégrales  Xj,...,  X,,^  de 
l'équation  T  =  Oseront  transformées  en  des  fonctions  linéaires  deXi,...,X,„; 
par  suite,  toutes  les  substitutions  du  groupe  de  P  seront  de  la  forme 


Aj,  .  .  . ,  A„[  |^,  ...,  i„i 

?/nn-l,  •••,  y,i     fm  +  l-,  •••■ifti 


où  /"i, ...,/■„,  ne  dépendent  que  de  X,,  ...,X,„,  tandis  que  fm  +  i-'  •••■>fn  pour- 
ront dépendre  de  toutes  les  variables  Xi,  ...,X,„,  y^_^^-,  ...,  y«- 

Réciproquement,  si  l'on  peut  choisir  î/i,  ...,  y,„,  de  telle  sorte  que  G  n'ait 
que  des  substitutions  de  cette  forme,  ces  m  intégrales  satisferont  à  l'équation 


(3) 


•^      dx 


y,> 


dx 


dx„, 


:0, 


OÙ  les  coefficients  de  y  et  de  ses  dérivées  ont  pour  rapporis  des  fonction* 
monodromes  de  x. 

En  effet,  si  l'on  fait  décrire  à  x  un  contour  fermé  quelconque,  de  telle 
sorte  que  ?/!,?/„.. .  soient  changés  en  Ci?/i+...+C,„y,„,  Di?/i-l-...+  D„,?/,„, ..., 
les  coefficients  de  l'équation  (5)  seront  tous  multipliés  par  un  même  fac- 
teur, à  savoir  le  déterminant  de  Ci,  ...,  C,,,,  Dj,  ...,  !),„,  ....  Leurs  rapports 
reprendront  donc  la  même  valeur,  et  seront  par  suite  des  fonctions  mono- 
dromes de  .t. 

YI.  On  voit  par  ces  exemples  que  dans  la  théorie  des  équations  différen- 
tielles linéaires,  comme  dans  celle  des  équations  algébriques,  on  aura 
trois  catégories  de  problèmes  à  résoudre  : 

1°  L'équation  étant  donnée,  déterminer  son  groupe.  Cette  question  est  du 
ressort  du  calcul  intégral  ; 
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2°  Déterminer  les  conditions  auxquelles  le  groupe  doit  satisfaire  pour 
que  l'équation  donnée  jouisse  de  telle  ou  telle  propriété; 

0°  Le  groupe  étant  connu,  vérifier  s'il  satisfait  ou  non  aux  conditions  re- 
quises. Cette  dernière  question  ne  dépend  plus  que  de  la  théorie  des  substi- 
tutions. 

VII.  A  cette  dernière  catégorie  se  rapporte  la  question  suivante,  qui  fait 
l'objet  du  mémoire  actuel  : 

Etant  donné  un  groupe  G,  dérivé  de  substittitions  linéaires  A,  B,  ...  entre  n 
variables,  reconnaître  si  V équation  différentielle  linéaire  qui  a  pour  groupe  G 
est  satisfaite  par  les  intégrales  d'équations  analogues  d'un  ordre  inférieur 
à  w,  et  déterminer  les  groupes  de  ces  équations  réduites. 

D'après  ce  qu'on  a  vu  plus  haut,  ce  problème  revient  au  suivant  : 

Déterminer  de  toutes  les  manières  possibles  un  sijstème  de  fonctions  li- 
néaires \^,  •  •M^m  des  variables  y^,  •..■,y,i  telles  que  chacune  des  siibsti- 
tutions  A,  B,  ...  dont  G  est  dérivé  les  remplace  par  des  fonctions  linéaires  de 

YIII.  On  peut  d'ailleurs  faire  subir  à  cet  énoncé  une  légère  modification, 
que  nous  allons  exposer. 

Soit  Xi, ...,  X,„  un  des  systèmes  de  fonctions  qu'il  s'agit  de  déterminer.  Il 
est  clair  que  chaque  substitution  de  G  transformera  les  unes  dans  les  autres 
les  diverses  fonctions  du  faisceau  (*)  F  formé  par  les  fonctions  linéaires  de 
Xi,  ...,  X,„.  Si  d'ailleurs  on  choisit  dans  ce  faisceau  m  fonctions  quelconques, 
linéairement  distinctes,  toutes  les  autres  pourront  s'exprimer  linéairement 
par  celles-là,  lesquelles  formeront  un  système,  jouissant  évidemment  de  la 
même  propriété  fondamentale  que  X^, ...,  X„,.  En  remplaçant  la  considéra- 
tion du  système  des  fonctions  particulières  Xj,  ...,  X„(  par  celle  du  faisceau  F, 
on  aura  donc  l'avantage  d'un  certain  arbitraire  dans  le  choix  des  fonctions 
dont  on  le  considère  comme  dérivé. 

Dans  cet  ordre  d'idées,  le  problème  pourra  s'énoncer  comme  il  suit  : 

déterminer  tous  les  faisceaux  tels  que  chacune  des  substitutions  A,  B,  ... 
transforme  leurs  fonctions  les  unes  dans  les  autres. 

On  aura  toujours  un  semblable  faisceau,  foi-mé  par  Pensemble  des  fonc- 
tions linéaires  de  7/1,  ...,  ?/„.  S'il  n'y  en  a  pas  d'autre,  le  groupe  G  sera  dit 
primaire,  et  l'équation  différentielle  correspondante  sera  irréductible.  Dans 
le  cas  contraire,  à  chacun  des  autres  faisceaux,  dérivés  de  fonctions  dis- 
tinctes Xj,  ...,  X,„  en  nombre  <;n,  correspondra  une  équation  différentielle 

(')  Nous  (lirons,  suivant  nn  usage  assez  généralemont  admis,  qu'un  système  de  fonctions 
linéaires  forment  un  faisceau,  lorsque  toute  comliinaison  linéaire  de  ces  lonctions  fait 
elle-même  partie  de  ce  système.  Un  faisceau  quelcdnqne  V  contiendra  un  certain  nombre 
de  fonctions  linéairement  distinctes,  en  fonction  linéaire  desquelles  on  pourra  exprimer 
toutes  les  autres,  et  dont  nous  dirons  que  F  c^tdnrivr. 

On  voit  (juc  la  notion  du  faisceau  dans  la  théorie  des  fonctions  linéaires  est  analogue  à 
celle  du  ^oupe  dans  la  tln'nrie  des  substitions. 


—  105  — 

réduite,  dont  le  groupe  sera  formé  par  les  altérations  que  les  substitutions 
de  G  font  subir  à  X^,  ...,  X,„. 

IX.  rs'ous  commencerons  par  indiquer  (§  II  et  111)  un  moyen  de  recon- 
naître avec  certitude  si  G  est  primaire  ou  non,  et  de  déterminer  dans  ce 
dernier  cas  un  faisceau  contenant  moins  de  n  fonctions  linéairement  dis- 
tinctes. Cette  question  résolue,  il  sera  facile  de  déterminer  tous  les  fais- 
ceaux possibles  ;  ce  qui  fera  l'objet  du  §  IV. 


II 


X.  Soit 
(4) 


Cl?/!    -<- 


l'une  quelconque  des  substitutions  A,  B,  G,...  dont  G  est  dérivé.  Nous 
prendrons  pour  variables  indépendantes  au  lieu  de  î/j,?/,,  ...  des  fonctions 
linéaires  de  ces  variables,  choisies  de  manière  à  ramener  A  à  sa  forme  ca- 
nonique. Nous  avons  exposé  avec  détail  dans  notre  Traité  des  substitutions, 
livre  II,  chap.  11,  les  moyens  d'atteindre  ce  résultat.  Nous  nous  bornerons 
ici  à  rappeler  brièvement  les  points  les  plus  indispensables  à  l'intelligence 
de  ce  qui  va  suivre. 

La  question  dépend  essentiellement,  comme  on  sait,  de  la  résolution  de 
l'équation  caractéristique 


(à) 


C,-s       C,     ...C„ 
D,      D,-s...n„ 


=  0. 


Soient  a,  b,  ...  les  racines  distinctes  que  cette  équation  comporte.  A 
chacune  d'elles ,  telle  que  a ,  correspondra  en  général  une  fonction 
?/ j  =  «jT/i -f- . . .  4- -z^î/n  que  A  multiplie  para;  et  les  rapports  des  coeftl- 
cients  a^, ...,  «„  seront  donnés  par  les  équations 


(6) 


(C,-«)a,+C,a, 


Mais  si  a  annule  non-seulement  le  déterminant  (5),  mais  ses  mmeurs 
d'ordre  1,  ...,k^  —  1,  les  équations  (6)  laisseront  indéterminés  /i, —  1  de 
ces  rapports,  et  l'on  aura  I,\  fonctions  distinctes  y\  ,  ...,y\^  que  A  multiplie 
par  a. 

Dans  le  cas  le  plus  général,  on  pourra  choisir  les  nouvelles  variables 


—    lOC.  — 

?/i.  •••,  ?/i",?/l'---'?/2".  •••>  y'p  '  •  M//J^  î'i  ,  •••,  -'i',4  ,  •••,4''  •••  fïc  manière  à 
ramoner  A  à  la  forme 

2/0 ,  •  • . ,  y!"    «(.'/,'  +  2/ ,'),.•• .  «(!/^  +  2/!') 


les  entiers  /h,/!;,,  ...,  /j,/., ...  satisfaisant  aux  inégalités 
Al  >/.■„>...>  A>,  /i  >/„>... ,  . . . , 

Pt  ^-j-t-A:., -+- ... -4-A:p  ,/i  +  /2+...,  ...  étant  les  degrés  de  multiplicité  res- 
pectifs des  racines  a,fe, .... 

Nous  supposerons  dans  cette  section  que  l'équation  (5)  a  plusieurs  ra- 
cines distinctes rt, 6,  .... 

Les  nouvelles  variables  pourront  se  répartir  en  classes  y\  ■,  •••■,'>// ; 
z  , ...,  s'/, ...;  respectivement  correspondantes  aux  racines  a,b,  .... 

XI.  Soit  maintenant  F  un  faisceau  tel  que  les  substitutions  de  G  transfor- 
ment ces  fonctions  les  unes  dans  les  autres.  Nous  allons  montrer  qu'on  peut 
considérer  F  comme  dérivé  d'un  certain  nombre  de  fonctions  distinctes,  ne 
contestant  chacune  que  les  variables  d'une  seule  classe. 

Soit  en  effet 

(7)  /•  =  \  +  Z+... 

l'une  quelconque  des  fonctions  du  faisceau  F,  Y  étant  une  fonction  des  in- 
dices y  de  la  première  classe,  Z  une  fonction  des  indices  z  de  la  seconde 
classe,  etc.;  et  soit  *  le  faisceau  dérivé  de  fel  de  ses  transformées  /',/", ... 
par  les  diverses  puissances  do  A.  Chacune  de  ces  transformées,  et,  par  suite, 
chacune  des  fonctions  de  «l»,  appartiendra  au  faisceau  F. 

Cela  posé,  admettons,  pour  fixer  les  idées,  que  p  soit  le  maximum  des 
indices  de  celles  des  variables  y  qui  figurent  dans  Y  ;  u  le  maximum  des  in- 
dices de  celles  des  variables  3  qui  figurent  dans  Z;  etc.  ;  nous  établirons  lo 
théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Le  faisceau  <l>  contient  chacune  des  fonctions  partielles 
Y,  Z,  ....  //  sera  d'ailleurs  dérivé  de  p  ■+■  t  -\~  ...  fonctions  distinctes,  dont 
p  formées  exclusivement  avec  les  variables  y,  7  formées  exclusivement  avec 
les  variables  z,  etc. 

XII.  Nous  allons  montrer  en  premier  lieu  que  le  nombre  des  fondions 
distinctes  que  contient  «l»  ne  peut  dépasser  p-{-T-\-.... 


I 


I 
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En  effet,  le  faisceau  «p,  dérivé  tics  transformées  de  f  par  les  puissances 
de  A,  est  évidemment  contenu  dans  le  faisceau  <l>'  dérivé  des  transformées 
des  fonctions  partielles  Y,Z, ....  Ce  dernier  s'obtient  en  combinant  ensemble 
les  transformées  de  Y,  lesquelles  ne  contiennent  que  les  y,  celles  de  Z,  qui 
ne  contiennent  que  les  z,  etc. 

Cherchons  donc  combien  les  transformées  de  Y,  par  exemple,  fourniront 
de  fonctions  distinctes.  Le  faisceau  *'  produit  par  ces  transformées  contien- 
dra la  fonction 

où  Yp_i  ne  contient  plus  que  celle  des  variables  y  dont  l'indice  est 
<<  p  —  1.  11  contiendra  de  même  la  transformée  de  Y  par  A,  que  nous  dési- 
gnerons par  Y^^.  Il  contiendra  donc  la  fonction 

(8)  ^'-^^A-Y, 

laquelle  sera,  comme  on  le  voit  aisément,  de  la  forme 

Y'  =-.  1%  _  1  +  A%  _  1  +  . . .  +  Y,_2. 

Yi  ne  contenant  plus  que  celle  des  variables  y  dont  l'indice  est  <^/3 — 2. 
On  voit  de  même  que  l'y  contiendra 

(9)         y"^iY'A-y'=>/y;_2  +  >''y;-2+  ...  +y,--,» 

où  Y3  ne  contient  plus  que  les  variables  dont  l'indice  <<  /> —  7). 
Continuant  ainsi,  on  arrivera  à  une  dernière  fonction 

(10)  t-'  =  iYl-'-r-'=l'y[+l"y;  +  ..  , 

pour  laquelle  on  aura  identiquement 

(H)  U]-'-f-'  =  ^. 

Lesp  fonctions  Y, Y',  ...  sont  évidemment  distinctes,  chacune  d'elles  con- 
tenant des  variables  qui  ne  figurent  pas  dans  les  suivantes.  D'ailleurs  les 
équations  (8),  (9),  (10),  (11)  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

Y^  =  «(Y  +  Y'),  Y;  =«(Y'  +Y"),  ....  Yp  ^  =«Y?  -  '. 

Donc  la  substitution  A  transform  echacune  de  ces  fonctions  en  une  fonction 
linéaire  de  ces  mêmes  fonctions.  Cela  aura  lieu  évidemment  quelque  nom- 
bre de  fois  que  l'on  répète  cette  substitution.  Donc  le  nombre  des  fonctions 
distinctes  dont  <i>'  est  dérivé  est  précisément  égal  à  p. 
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Le  faisceau  ^',  formé  par  les  transformées  de  Z  contiendra  de  même  t  fonc- 
tions distinctes;  etc.  Donc  le  faisceau  *'  dépendra  de  ^o-|-  o-H-  ...  fonctions 
distinctes;  et  le  faisceau  l»,  qui  y  est  contenu,  dépendra  tout  au  plus  de  ce 
nombre  de  fonctions. 

XIII.  Nous  allons  prouver  d'autre  parlque-l»  contient  au  moinsp-h-r  +  ... 
fonctions  distinctes. 

Pour  démontrer  cette  seconde  partie  de  notre  proposition,  nous  remar- 
querons que  <î>  contient  la  fonction 

(12)  /-^xj/^+xy^  +  ...+Y,_^  +  z  +  .... 

II  contiendra  sa  transformée  f^  par  A,  et,  par  suite,  la  fonction 

(•5)  ^-  =  _L(4_V), 

laquelle  est  de  la  forme 

(14)  r  =  >yj  + /.'y;  +  . . .  +  Y;  _i+  . . .  +  Z'  + ..., 

Y'  étant  une  fonction  analogue  à  Y,  et  Z'  une  fonction  analogue  à  Z,  mais  de 
laquelle  ont  disparu  celles  des  variables  z  dont  l'indice  est  égal  au  maxi- 
mum (T. 

De  même  «î»  contiendra  la  fonction 

(is)     f"=â^i  {f'x  -  ''/')  -  -'-y,  +  '■%  +  ■■■+  y:_.,  +  Z"  +  ..., 

où  Z"  ne  contient  plus  celles  des  variables  z  dont  l'indice  dépasse  t  —  2. 
Poursuivant  ainsi,  on  voit  que  «î»  contient  une  fonction  d'où  tous  les  indices  z 
ont  disparu;  s'il  y  a  d'autres  séries  de  variables  u,...,  correspondant  à 
d'autres  racines  c,  ...  de  l'équation  caractéristique  de  A,  on  les  fera  dispa- 
raître de  même.  Donc  «î-  contient  une  fonction  où  ne  figurent  plus  que  les 
indices  y  et  qui  sera  de  la  forme 


;ic) 


o  =  ly,^  +>■'?/;  4-  ...  +    ^',_ 


Ses  transformées  par  les  puissances  de  A,  combinées  entre  elles,  donne- 
ront/) fonctions  distinctes  des  seules  variables  y,  appartenant  à  i»  (voir  la 
première  partie  de  la  démonstration). 

On  verrait  de  môme  que  <!>  contient  t  fonctions  distinctes  des  variables  z; 
etc.;  soit  en  tout  p  +  T-h  ...  fonctions  distinctes. 

XIV.  Le  faisceau  *,  étant  contenu  dans  <!>'  et  dépendant  comme  ce  der- 
nier de  p-\-<T-\-...  fonctions  distinctes,  se  confondra  avec  lui.  Donc  il 
contiendra  les  fonctions  Y,Z,....  'A  fortiori,  ces  fonctions  appartiendront  au 
faisceau  F,  qui  contient  *.  Nous  obtenons  donc  ce  résultat  : 


—  109  — 

Si  le  faisceau  F  contient  la  fonction  f=  Y  H-Z  +  ...,  il  contiendra  les 
fonctions  partielles  Y,Z, .... 

Cela  posé,  soient  Yi,Y2, ...  les  fonctions  linéairement  distinctes  et  ne  dé- 
penrlant  que  des  variables  y  que  contient  le  faisceau  F  ;  Z^jZg,  ...  les  fonc- 
tions distinctes  contenues  dans  ce  faisceau  et  ne  dépendant  que  des  indices 
z  ;  etc.  Le  faisceau  F  sera  dérivé  des  fonctions  YjjYj,  ...jZ^.Z,, ........  En 

effet,  soit  /"=  Y4-Z+  ...  une  quelconque  des  fonctions  de  F.  Ce  faisceau 
contient  Y ,  qui  ne  dépend  que  des  variables  y ,  et  par  suite  sera  une 
fonction  linéaire  de  Yi,Y.,,  ....  De  même  Z  sera  une  fonction  linéaire  de 

La  propriété  du  faisceau  F,  énoncée  au  n*^  XI,  se  trouve  ainsi  démontrée. 

XV.  Kûus  venons  de  voir  que  les  fonctions  distinctes  dont  F  est  dérivé 
peuvent  être  choisies  de  manière  à  ne  contenir  chacune  qu'une  classe  de 
variables.  Il  peut  se  faire  que  certaines  classes  ne  se  trouvent  représentées 
par  aucune  fonction.  Mais,  dans  tous  les  cas,  F  contiendra,  soit  une  fonction 
Y  des  variables  de  la  première  classe,  soit  une  fonction  Z  des  variables  de  la 
seconde  classe,  etc. 

XVI.  Premier  cas.  —  Supposons  que  F  contienne  une  fonction 

(17)  /•=Ày;  +  ay  •;  +  ...=  Y 

des  seules  variables  y.  Il  contiendra  ses  transformées  fs,fc,  •••  par  les  sub- 
stitutions B,C, ...;  ces  nouvelles  fonctions  sont  linéaires,  d'une  part,  relative- 
ment aux  variables  y,z,  ...,  d'autre  part  relativement  aux  coefficients  ),,a, .... 
On  aura  d'ailleurs 

(18)  /3=Y'^  +  Z^+  ...,    /c=yC_^zC  +  ...,     ..., 

Y^,Y^  ...  étant  des  fonctions  des  variables  y,I^,Z'^,...  des  fonctions  des 
variables  2,  etc.  Enfin  F  contiendra  les  faisceaux  dérivés  des  transformées 
de  /b,/'c,  ...  par  les  puissances  de  A,  lesquels  sont,  comme  nous  l'avons  vu 
(n"'  XII  à  XIV),  dérivés  des  fonctions 

/  Y^    y'^  =  -  Y^  —  Y^    y"^  =  -  Y'^  —  y'" 

I  '  a    A  '  a    A  '  ■  ■  ' 

II  ,1      —        X  .  1     ,  ...  ... 

1  a    A 


(19) 


b    A 
b    A 


qui  ne  contiennent  chacune  que  des  variables  d'une  seule  classe. 
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XVll.  Los  fondions  Y^\'^  ...,\^Y^  ...,Z^Z'",  ...,  Z^Z^...  sont,  ainsique 
f,  des  fonctions  linéaires  des  produits  Pi,?,,  ...  obtenus* en  multipliant  suc- 
cessivement les  divers  coefficients  1,'j.,  ...  par  les  ?i  variables  ?/,  3,  ....  Si 
quelques-unes  de  ces  fonctions  peuvent  s'exprimer  linéairement  en  fonc- 
tion des  autres  et  de  f  (ce  qu'on  vérifiera  aisément),  nous  les  effacerons. 
Cette  simplification  faite,  il  nous  restera  un  certain  nombre  de  fonctions 
distinctes  f,f\ ...,/'". 

XYIII.  Transformons  maintenant  la  fonction  /'  successivement  par  B,C, .... 
Les  transformées /"é  ,fi  , ...  seront  de  la  forme 

(20)  f^=C[Ç  +  %^  +  ...,    /-^C^j^V  %%...,     ..., 

où  <1{,^ 'H '■,...  sont  des  fonctions  des  variables  ?/,j:b^  S^ ,  •••   des  fonctions 
des  variables  z,  etc.;  et  F  contiendra  les  fonctions 

(21)  %\i''=\x  -^^  .••/!)''¥', ....  %\%\ ...,  %\.... 

On  déduira  de  même  de  chacune  des  fonctions  /"", ...,/'  une  série  de  fonc- 
tions analogues  à  celles-ci,  et  toutes  contenues  dans  F. 

Les  nouvelles  fonctions  ainsi  obtenues  sont  encore  linéaires,  par  rapport 
aux  produits  Pi,P,,  ....  Si  quelques-unes  d'entre  elles  peuvent  s'exprimer 
linéairement  en  fonction  des  autres  et  de  f,/',  ...,  f,  nous  les  effacerons. 
Soient /■'"'^^  ..., /"Mes  fonctions  restantes  après  cette  simplification.  Opé- 
rons sur  elles  comme  nous  l'avons  fait  d'abord  sur  f,  puis  sur  f,  ...  f;  nous 
obtiendrons  encore  de  nouvelles  fonctions  de  Pj,?,, ...  contenues  dans  F. 
Nous  effacerons  celles  de  ces  nouvelles  fonctions  qui  s'expriment  linéaire- 
ment en  fonction  des  autres  et  de  f,f', ...,  f.  Si,  cette  simplification  faite,  il 
en  subsiste  quelques-unes,  telles  que  f'^^,  ••-,/',  on  opérera  de  même  sur 
elles,  etc.  On  ne  s'arrêtera  que  lorsque  l'on  n'obtiendra  plus  de  fonctions 
nouvelles  distinctes  de  celles  déjà  trouvées,  ce  qui  arrivera  nécessairement, 
le  nombre  total  des  ionctions  linéaires  distinctes  que  l'on  peut  former  avec 
les  variables  Pi,!^, ...  étant  limité. 

MX.  Les  fonctions  /',/"',  ...,/',  obtenues  comme  il  vient  d'être  indiqué, 
jouiront  de  la  propriété  que  chacune  des  substitutions  de  G  les  transforme 
en  fonctions  linéaires  de  f,f',...,p.  11  suffit  évidemment  de  prouver  la 
choïe  pour  les  substitutions  A,B,C, ...  dont  G  est  dérné. 

Soit,  pour  fixer  les  idées,  /"'^Y'^  l'une  de  ces  fonctions.  En  vertu  des 
équations  (il)),  sa  transformée  Y]f  par  A  sera  égale  à  a(Y"'*-i- Y'^j;  d'autre 
part,  ses  transformées  par  B,G,...  sont  respectivement  '■16°-t-5j"  +  ...i 
%^  -h  2>^ -h  •'.,.'..  Or  chacune  des  fondions  partielles  qui  entrent  dans  ces 
expressions  est  une  fonction  linéaire  de  /'./',  ...,  f'. 


1 
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Le  faisceau  T,  dérivé  dos  fonctions  f,f', ...,['  jouira  donc  de  la  propriété 
que  SCS  diverses  foiiclious  soûl  transformées  les  unes  dans  les  autres  par 
les  substitutions  de  G. 

XX.  On  doit  d'ailleurs  remarquer  que,  d'après  la  manière  dont  les  fonc- 
tions/',/'',,..,/' ont  été  obtenues,  chacune  d'elles  ne  contient  que  les  va- 
riables d'une  seule  classe. 

Soient  en  particulier  f,fi,fi>,  ...  celles  de  ces  fonctions  qui  ne  contiennent 
que  les  indices  y  de  la  première  classe. 

Le  faisceau  M'^,  formé  par  celles  des  fonctions  de  T  qui  dépendent  des  in- 
dices ?/,  sera  dérivé  des  fonctions  jf,/!,/"^, ...,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
des  fonctions  /',  yi=/"iH- w/,  <f>i=fî-\-M2f, ...,  où  w^jw,, ...  sont  des  con- 
stantes arbitraires,  que  nous  allons  déterminer  comme  il  suit. 

XXI.  La  fonction  f^  est  de  la  forme 


(?2)  {aij[-^b,j[+  . . .  +  dij:^  +  ...)l  +  {a'y[  +  b'yl 
et  ^1  sera  de  la  forme 


+  d'yl-\-  ...)  u.  + 


(25)     [(a -h  (oj)  yi  +  %;' +  ...  +%;+  -..]>. 

+  [«'y;  +  [b'  +  ",)  ?/;  +  •••+ d'y:  +  ...]<.  +  .... 

Cela  posé,  nous  déterminerons  wj  de  telle  sorte  que  le  déterminant 


m) 


a  +  toi        b 
a'       b'  ■+- 


soil  différent  de  0,  ce  qui  sera  évidemment  possible,  car  ce  déterminant 
égalé  à  zéro  donne  une  équation  en  w^  dont  le  premier  terme  a  l'unité  pour 
coefficient.  Il  suffira  d'éviter  les  racines  de  cette  équation. 

Les  autres  constantes  w,,  ...  se  détermineront  d'une  manière  analogue. 

XXII.  Cela  posé,  la  fonction  f^  s'obtient  en  opérant  sur  la  fonclion 


la  substitution 


(26) 


Â>  = 


f=  '^y'i  +  ['v'i  + 


II',   («  +  "i)yi  +  %i'  + 
y"i    «'i/i  +  (^'  +  "i)2/ï  + 


De  même  les  fonctions  o,., ...  s'obtiendront  en  opérant  sur  /  des  substitu- 
tion 53,.... 

Par  suite,  il  est  clair  que  le  faisceau  T,j  sera  identique  au  faisceau  dérivé 
des  fonctions  transformées  de  /'par  les  substitutions  du  groupe  r  dérivé  des 
substitutions  Jh,3i, .... 
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Nous  supposerons  que  l'on  sache  reconnaître  si  r  est  primaire  ou  non,  et 
que,  dans  ce  dernier  cas,  l'on  sache  y  déterminer  un  faisceau  5'  dérivé  d'un 
nombre  de  fonctions  distinctes  inférieur  à  celui  des  indices  y  (et  tel,  que 
chacune  des  substitutions  Âd,J!>,  ...  remplace  ses  fonctions  les  unes  parles 
autres). 

XXIII.  1°  Si  r  n'est  pas  primaire,  soit  t.  l'une  quelconque  des  fonctions 
de  5';  nous  disposerons  des  coeflîcients  indéterminés  >.,//,  ...  de  manière  à 
poser 

Les  transformées?,^',  ...  de  cette  fonction  par  les  substitutions  dérivées 
deJlojffi,  ...  combinées  ensemble,  formeront  un  faisceau  contenu  dans  3" 
et  dépendant  par  suite  d'un  nombre  p  de  fonctions  distinctes  au  plus  égal  à 
celui  des  fonctions  distinctes  que  contenait  J'.  Cela  posé,  parmi  les  fonctions 
distinctes  dont  T  est  dérivé,  et  qui  ne  contiennent  chacune  qu'une  classe  de 
variables,  il  y  en  aura  o  seulement  qui  contiennent  les  variables  ?/,dontlenom- 
bre  surpasse  p,  par  hypothèse.  Dans  chacune  des  autres  classes,  il  ne  pourra 
y  avoir  plus  de  fonctions  distinctes  dans  Y  qu'il  n'y  a  de  variables  dont  elles 
dépendent.  Donc  M  dépendra  de  moins  de  w  fonctions  distinctes,  que  l'on  ob- 
tiendra sans  peine  en  substituant  dans  /",/',  ...,/"' les  valeurs  particulières 
de  \,u,...  et  effaçant  celles  des  fonctions  de  la  suite  qui  peuvent  s'exprimer 
linéairement  parles  autres,  une  fois  la  substitution  effectuée. 

Ainsi,  dans  ce  cas,  G  ne  sera  pas  primaire,  et  nous  aurons  déterminé, 
comme  on  le  demandait,  un  faisceau  T  contenant  moins  de  n  fonctions 
distinctes. 

XXIV.  2"^  Si  r  est  primaire,  quelque  système  de  valeurs  que  l'on  donne 
aux  coefficients  /,y.,...,  le  faisceau  T^,  obtenu  en  transformant  lij\  H-.t/y',  H-... 
par  les  substitutions  de  r,  dépendra  d'un  nombre  de  fonctions  dislincles 
égal  à  celui  des  variables  //.  Donc  il  contiendra  au  nombre  de  ses  fonctions 
toutes  celles  que  l'on  peut  former  avec  ces  variables,  et  notamment  y\. 

Donc,  dans  ce  cas,  F  contiendra  nécessairement  la  fonction  y\.  On  pourra 
donc,  sans  nuire  à  la  généralité  delà  question,  poser  >=l,pi  =  ...  =  0,  et 
vérifier  si  le  faisceau  Y,  formé  dans  cette  hypothèse,  dépend  de  ?i  fonctions 
distinctes,  ou  d'un  moindre  nombre.  Dans  le  premier  cas,  F,  qui  contient  Y, 
dépendra  nécessairement  de  n  fonctions  distinctes.  Dans  le  second  cas,  G  ne 
sera  pas  primaire,  et  les  fonctions  distinctes  dont  Y  dépend  formeront  un 
système  de  fonctions  tel  qu'on  demandait  de  le  déterminer. 

XXV.  Second  eau.  —  Supposons  que  F  ne  contienne  aucune  fonction  des 
variables?/. 

Si  F  contient  une  l'onction  Z  des  variables  i  de  la  seconde  classe,  on  opé- 
rera absolument  de  même  que  dans  l'examen  du  premier  cas,  et  l'on  déter- 


—  Hu- 
miliera, s'il  y  a  lieu,  un  faisceau  T  contenu  clans  F  et  dépendant  de  monis  dt 
n  fonctions  distinctes. 

De  même  si  F  ne  contient  aucune  fonction  des  variables  y,  ni  des  varia- 
bles z,  mais  une  fonction  U  des  variables  de  la  troisième  classe. 

Continuant  ainsi,  on  voit  qu'on  pourra  toujours  déterminer  un  faisceau  T 
dépendant  de  n  fonctions  distinctes,  à  moins  que  F  ne  contienne  nécessai- 
rement et  dans  toute  hypothèse  n  fonctions  distinctes,  auquel  cas  G  sera 
primaire  par  définition. 

XXVI.  La  solution  précédente  suppose  que  l'on  sache  résoudre  pour  le 
groupe  r  (etses  analogues)  la  question  posée  pour  le  groupe  G.  Mais  le  nom- 
bre des  variables  est  moindre  dans  r  que  dans  G,  puisque  r  ne  contient  que 
les  variables  d'une  seule  classe.  Le  problème  est  donc  réduit,  et  pourra 
être  considéré  comme  résolu,  lorsque  nous  aurons  examiné  le  cas  que  nous 
avons  négligé  jusqu'à  présent,  à  savoir  celui  où  l'équation  caractéristique 
de  la  substitution  A  n'a  qu'une  seule  racine. 

XXVII.  Admettons  maintenant  que  l'équation  caractéristique  de  A  n'ait 
qu'une  seule  racine  a.  Si,  parmi  les  substitutions  de  G,  on  peut  en  détermi- 
ner une  S  dont  l'équation  caractéristique  ait  plusieurs  racines  distinctes,  on 
pourra  évidemment  considérer  G  comme  dérivé  des  substitutions  S,A,B,  ...; 
et  raisonnant  sur  S  comme  nous  l'avons  fait  précédemment  sur  A,  on  ob- 
tiendra la  même  réduction  que  tout  à  l'heure. 

XXVIII.  Nous  supposerons  d'abord  que  G  ne  contient  aucune  substitution 
telle  que  S.  En  suivant  les  conséquences  de  cette  hypothèse,  nous  montre- 
rons que  G  n'est  pas  primaire,  et  nous  mettrons  ses  substitutions  sous  une 
forme-type  qui  mette  celte  propriété  en  évidence. 

Cette  étude  préliminaire  achevée,  nous  montrerons  comment  on  peut  vé- 
rifier immédiatement  si  l'hypothèse  admise  est  satisfaite,  et,  dans  ce  cas, 
ramener  les  substitutions  de  G  à  leur  forme-type. 

Dans  le  cas  contraire,  nous  ferons  voir  par  quelle  série  d'opérations  on 
pourra  obtenir,  soit  la  détermination  directe  d'un  faisceau  T  contenant  moins 
de  n  fonctions  distinctes,  soit  une  substitution  S  dont  l'équation  caractéris- 
tique ait  plusieurs  racines  distinctes  ;  ce  qui  fournira  par  suite  la  solution, 
ou  tout  au  moins  la  réduction  du  problème  proposé. 

XXIX.  Admettons  que  G  ne  contienne  aucune  substitution  dont  l'équation 
caractéristique  ait  plusieurs  racines  distinctes,  et  voyons  ce  qui  résulte  de 
cette  hypothèse. 

Soient  a  la  racine  unique  de  l'équation  caractéristique  de  A,  b  la  racine 
unique  de  l'équation  caractéristique  de  B,  etc.  On  pourra  poser 

(27)  A=:aA,,  B  =  ft.^,  ..., 
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fl,  b,  ...  représentant  des  substitutions  qui  multiplient  toutes  les  varia- 
bles par  a,  par  b,  etc.,  et  Â),^),...  des  substitutions  de  déterminant  1  et 
dont  l'équation  caractéristique  se  réduira  à  (s  —  1)"  =  0. 
Soit  T  =  A"B•^..=a"è^..  jb"S^..  une  substitution  quelconque  de  G;  et 

considérons  la  substitution  o  =  Jl)"iB^ ....  Soit 


(28) 


A  = 


X —  S 


son  équation  caractéristique  ;  l'équation  caractéristique  de  T  aura  évidem- 
ment pour  racines  celles  de  l'équalion  A=  0  respectivement  multipliées 
par  le  facteur  constant  {a^b^ ...)".  Mais,  par  hypothèse,  elle  n'a  qu'une  ra- 
cine distincte;  donc  il  en  est  de  même  de  l'équation  A=  0. 

XXX.  La  racine  unique  de  V équation  A=:  0  se  réduit  à  V unité. 

Nous  allons  démontrer  que  si  cela  est  vrai  pour  deux  substitutions  8  et  C 
du  groupe  G,  cela  sera  vrai  pour  leur  produit  Su.  Comme  cela  est  vrai  pour 
Jb,33,  ...,  cela  sera  vrai  pour  leurs  produits  deux  à  deux,  trois  à  trois, 
etc.,  et  par  suite  pour  toutes  les  substitutions  de  (|. 

XXXI.  Supposons  les  variables  indépendantes  choisies  de  manière  à  ra- 
mener 8  à  sa  forme  canonique 


(29) 


et  soit 


8  = 


(30)  <^  = 


W/     diifi  +  ...  +  ^iSi  -f-  .  .  .  +  /"iMi  +  .  . 


on  aura 


(51)  8'^  = 


4-(t,H-Ci>.+  ...)2,+  ...  +  (c, -f-...)Hi-r     .. 

»,    (  (h  +  c,>.  4- A  '-^^^^  +  ...^  y,+  ... 

+  (e, -t- A> .+  ...)i,  +  ...  +  (/;-+-.- ■)"!+••• 


-  llù  ~ 

et  son  équation  caractéristique  sera  de  la  forme 

(52)  A  =  5"  +  os«-i  4-OiS«-2  +  . . .  =0, 

y,yi,  ...  désignant  des  fonctions  entières  de  >. 

La  racine  (unique  par  hypothèse)  de  celte  équation  sera  une  racine  n™*^  de 
l'unité.  En  effet,  cette  racine  a  pour  puissance  n'^^  (au  signe  près,  si  n  est 
impair)  le  dernier  terme  de  l'équation  (32)  lequel  est  égal  à  ( —  1)"  D,  D  étant 
le  déterminant  deS'u  ;  lequel  est  égal  à  l'unité,  car  8  et  G  sont  des  pro- 
duits formés  avec  les  substitutions  Â),S^j,.,.,  qui  toutes  ont  l'unité  pour 
déterminant.  On  aura  donc 


(35) 

ô  étant  une  racine  de  l'unité. 
On  devra  avoir 


A  =  (s— 0)«==0, 


(34) 

et,  par  suite, 
(35) 


o  =  —  hO 


n-i  n{n—l)n-î 

•^=      1.2      ^       ' 


Ces  équations  sont  satisfaites,  par  hypothèse,  pour  toute  valeur  de  1  ; 
comme  elles  sont  d'ailleurs  un  degré  fini  en  ï,  elles  doivent  se  réduire  à 
des  identités.  Donc  (f,ff^, ...  sont  des  constantes,  et  A  sera  indépendant  de  >. 
Or,  en  posant  >=:  0,  on  a,  par  hypothèse,  A  =  (s  —  d)".  Donc  les  substitu- 
tions 8b,  ...,  8'S,-.-  auront  toutes  la  même  équation  caractéristique 
(s  — 1)"  =  0. 

XXXII.  Cela  posé,  choisissons  les  variables  de  manière  à  ramener  Jb  à  sa 
forme  canonique;  et,  pour  rendre  le  raisonnement  plus  facile  à  suivre,  fai- 
sons une  hypothèse  particulière.  Soit 


(36)  Jb  = 

Soit  d'autre  part 


iji>y^i^y-o,yi      ?/n        y-.,       y-o^    2/4 

Zl,  h,  Z-  «i  +  i/l,   2i  +  2/2,   S3  +  2/5 


(57)  ^ 


y,  «ji  y,  +  • 

•  •  +  "0,  h  +  ^n  \  +  • 

•    +  ^5   \ 

z      c    11    -\- . 

P4  -'i      '       PI     1  ^^ 

■    +  'h:  -5 
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une  subslilulion  quelcoiiquo  de  Cj.  On  aura 


(58)  Jb^^= 


y,  Kl + ^1  >■).'/,+  •  •  •  +  («e3 + ^-/)  y, + «fi  ^4 + ^l  ^ + 

c      (c    +  f/    ).)?/  +  ...  +  (c    +  (/    ).)  y  +  f     /;   +(l     z  + 


et  son  équation  caractéristique 


(59) 


aura,  comme  on  vient  de  le  voir,  ses  coefficients  indépendants  de  )>.  Mais  il 
est  aisé  de  voir  que  cette  équation  contient  les  termes 


(40) 


/'a  l'A       /'ojX — s      b.2-^X 


bu      ^2 

+ 

fco2      '',5 
''ô2      ''33 

4- 

''53      ''31 
''15      ''il 

^11      ''12      ''15 

fc,i    ^22    /;,5 

=  0. 

''31      ''32      '' 

53 

lesquels  ne  se  réduiront  avec  aucun  autre,  et  par  suite  devront  s'aunuler 
identiquement,  quels  que  soient  s  et  1. 
Égalant  séparément  à  zéro  les  termes  en  >s^  )h^,  lh\  il  viendra 

(41)  ''11+  ''-  +  ''33  =  0, 

(42)  I  ?'•    !'^    +  I  ^   ['-'    +  1  ^    î^'     =  0, 
(45) 

XXXIII.  Nous  remarquerons  maintenant  que  l'on  peut,  sans  altérer  l'ex- 
Dression  du  la  substitution  Jb,  prendre  pour  variables  indépendantes,  nu 
lieu  de  iji^yi,])-^,  des  fonctions  linéaires  quelconques  de  ces  variables,  pourvu 
qu'on  opère  un  changement  analogue  sur  les  variables  21,22,3..  Nous  allons 
profiter  de  celte  latitude  pour  simplifier  l'expression  de  "b. 

XXXIV.  L'équation  {k7i)  nous  montre  qu'on  peut  déterminer  des  nombres 
/i,/^,/^  satisfaisant  à  l'équation 

(44)      /,(t,,  z,  +  b,^z,  +  b,,z,,)+l,{bn  ^,  +  ''«'2  +  ''25-3) 

+ '5(''3i^i  + ''32^2 +''55=5)=  0- 

Si  donc  on  prend  pour  l'une  des  nouvelles  variables  l'expression 
'li/i  +  ^îî/î  +  ^sî/s)  l'expression  que  G  lui  fait  succéder  ne  contiendra  plus 
les  variables  z.  On  aura  donc,  par  celte  transformation,  fait  disparaître  de 
l'expression  de  G  les  coefficients  h.,^,b..^,lK.y 
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Supposons  cette  opération  faite;  l'équalion  (42)  prendra  Ja  forme  plus 
simple 


(45) 


=  0, 


On  pourra  déterminer  deux  constantes  m^,m.,,  telles  que  l'on  ait 

(46)  m,{b,i  2i  +  ^12  2,)  +  jn.(&2,  2^  +  h.Jz^  =  0, 

et  si  l'on  prend  pour  nouvelle  variable  ?7!j?/i  -\-  ni.,2j.,,  on  fora  disparaître  de 
'5  les  coefficients  fc,i,&22.  Cela  fait,  l'équation  (il)  se  réduira  à  bn  =  0.  On 
voit  donc  qu'on  peut  supposer 


(47) 


?»1,  =  b,i  =  ^22=  ^31  =  ^32  =  ^33  =  0. 


XXXV.  Nous  allons  montrer  en  outre  que  si  l'un  des  coefficients  b^^^b^-  est 
nul,  on  peut  admettre  que  l'autre  l'est  également. 

Soit  d'abord  b^^  =  0.  On  pourra  déterminer  deux  entiers  /j,/,  tels  qu'on  ait 
^^13+  4^25=  0.  Si  &i3>-  ou  <C0,  /j  ne  sera  pas  nul,  et  l'on  pourra  prendre 
pour  variables  indépendantes,  au  lieu  de  î/,,^,»  ï^s  suivantes  liy^  +  hy,, 
h^i  +  4^2»  ce  qui  n'altérera  pas  l'expression  de  Jlo,  et  transformera  G  enune 
expression  analogue,  mais  où  le  coefficient  analogue  à  b.y.  aura  disparu.  Si 
^23  =  0,  on  arrivera  au  même  résultat  en  permutant  les  variables  yi,z^  avec 
les  variables  y^^^^ 

Soit  en  second  lieu  ^23=^  0.  Si  Z>i.>>  ou  <<  0,  on  fera  disparaître  le  coeffi- 
cient analogue  à  b^^  en  prenant  pour  nouvelles  variables  bi^y.^  +  b^.jj., 
^12^2  +^15^3  à  la  place  de  y:i,z..  Si  b^.  était  nul,  on  obtiendrait  le  même  ré- 
sultat en  permulant  y.2,z.2  avec y.,z.. 

XXXVI.  Soit  maintenant 


m  %  = 


une  substitution  quelconque  du  groupe  G. 

La  substitution  b^ff  ^l(i,  où  f>i  est  un  entier  indéterminé,  sera  de  la  forme 


y, 

a    y  +  . 

•+V2/.+  ^'a^+- 

•  +  K_  z. 

^ 

c    y  -h  . 

■  +  V.  +  '^n\+- 

•+<3-. 

(49)      XP 


y, 

V2/i+- 

..+rtjj/^  +  /'^ 

.^+- 

•  ■+K,'^, 

~? 

<iyi+-- 

•+<iy.+^';. 

\+- 

■  +  'Ç,  '; 
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en  posant  pour  abréger 

(50)  b"  ={a    +h'    i'-)b  ,  +  {ai  +b'i>.)h^^  +  {a[_+b^_i>.)h 

\       I  fff  >    Çl  .    fi  1'  f 2  f2      '     2'  fô  fô'   '     3' 

+  d   b     +b'   d     +b'   (1     +b'  d ,, 

et  de  même  pour  les  autres  coefficients. 

Les  coefficients  t','j,  ...,  b"..  doivent  satisfaire,  quel  que  soit  p,  aux  équations 
(41),  (42),  (45).  On  aura  donc  en  particulier 

(51)  ^;'i  +  ^;,+^;3=o- 

Substituons  dans  cette  équation  les  valeurs  de  ^u.^âî'^ss' ^'^  égalons  séparé- 
ment à  zéro  les  ternies  qui  multiplient  /7.  ;  il  viendra,  en  tenant  compte  des 
équations  (47), 

(52)  Ki^i^.  +  Ki^i-o  +  ^':^-.hô  =  ^- 

XXXVII.  Cette  équationdoit  être  satisfaite  quelle  que  soit  la  substitution  % 
que  l'on  considère  dans  le  groupe  G.  Donc  elle  aura  encore  lieu  en  rempla- 
çantes coefficients  b'.^^,  è'-j,  b'.^_  de  "^  par  les  coefficients  correspondants  de 'P, 
On  aura  donc,  quel  que  soit  a, 

(55)  '^21^12  +  ^31^13  +  ^32^23  =  0. 

Remplaçons  dans  cette  équation  bl^^,  bl^,  t'sapar  leurs  valeurs,  et  égalons 
séparément  à  zéro  les  termes  multipliés  par  u.  Il  viendra,  en  tenant  compte 
des  équations  (47), 

(54)  Kih-oKi  =  (i' 

XXXVIII.  On  peut  satisfaire  à  cette  équation:  !•*  en  posant 

(55)  b'.^z=0; 

2°  en  posant  bi^  b^_-=0,  d'où  l'on  déduira  (35) 

(56)  ^2=0,  fc2j=0, 
puis,  en  vertu  de  l'équation  (52), 

(57)  ^13  =  0. 

XXXIX.  Il  est  maintenant  aisé  de  voir  que  (|  ne  peut  être  primaire. 

En  effet,  supposons  d'abord  ({u'on  puisse  choisir  '^l!)  de  telle  sorte  que 
l'on  ait  /''-,>  ou  <0.  On  aura  les  équations  (47), (56)  et  (57),  desquelles  il 
résulte  que  o  remplace  //p/y.,//^  par  des  fonctions  de  yi,y.î,[h,y,^  seulement; 
^  désignant  d'ailleurs  une  substitution  quelcun/jue  du  groupe  ^j. 

Cela  posé,  soient  S,  G',...  les  diverses  substitutions  de  ce  groupe;  Y,Y', ... 


-  HO  - 

les  fonctions  qu'elles  font  succéder  à  î/i.  Chacune  de  ces  fonctions  ne  dé- 
pendra que  des  variables  î/j, y,, î/,,?/^.  Donc,  le  faisceau  formé  par  les  fonctions 
linéaires  delà  forme  aY +  «'¥'  +  ...  contiendra  un  nombre  de  fonctions  li- 
néairement distinctes  au  plus  égal   à  4.  Soient  Yj,  ...,  Y/^ces  fonctions. 

D'autre  part,  chacune  des  substitutions  de  C^  transforme  les  unes  dans  les 
autres  les  fonctions  Y, Y',  ...;  car  supposons  que  l'une  d'elles '5 j  transforme 
Y  en  Yi  ;  soit  ^  la  substitution  qui  transforme  i/i  en  Y;  Yj  étant  la  transfor- 
mée de  î/i  par'b  'G^  appartiendra  à  la  suite  Y, Y', .... 

Donc  les  substitutions  de  Ç  transformeront  les  unes  dans  les  autres  les 

fonctions  du  faisceau  aY+a'Y'H- Le  nombre  des  fonctions  distinctes 

Yj,  ...,Y;j  contenues  dans  ce  faisceau,  étant  inférieur  à  celui  des  variables, 
G  ne  sera  pas  primaire  ;  et  si  l'on  prend  pour  variables  indépendantes  les  fonc- 
tions Yi, ...,  Y;^,  avec  d'autres  fonctions  quelconques  Yj.^i,  ...,  les  substitu- 
tions de  &  seront  de  la  forme  générale 


(58) 


Yft+i,  ...      YiYj  +  . . .  -f  ^k^k  +  ^fi  +  i^h  +  i-^  ••  •'  • 


Supposons  maintenant  que  l'on  ait  h.y  =  0  quel  que  soit  ^^  ;  on  arrivera  à 
la  même  conséquence.  En  effet,  soient  Y, Y',  ...  les  fonctions  que  les  sub- 
stitutions de  G  font  succéder  à  y.  ;  aucune  d'elles  ne  contiendra  z^.  Donc  le 
faisceau  formé  par  les  fonctions  Y,Y', ...  contiendra  un  nombre  de  fonctions 
distinctes  Yj, ...,  Yj.  inférieur  d'une  unité  au  moins  au  nombre  total  des  ya- 
riah\esyi,...,y^,Zi,...,z-.  Cela  posé,  on  achèvera  le  raisonnement  comme 
dans  l'autre  hypothèse. 

XL.  Supposons  donc  les  substitutions  de  Ç  ramenées  à  la  forme  (58).  Le 
premier  membre  de  l'équation  caractéristique  d'une  substitution  de  cette 
forme  est  évidemment  divisible  par  celui  de  l'équation  caractéristique  de  la 
substitution  à  k  variables 

(59)         I  Y.,...,y;  «, Y,-f-. ..-+-«,¥„. ..,pj,-f...+p, Y,  |. 

Mais,  par  hypothèse,  toutes  les  substitutions  de  Ç  ont  pour  premier  mem- 
bre de  leur  équation  caractéristique  une  puissance  des — 1.  Donc  il  en 
doit  être  de  même  des  substitutions  partielles  (59);  donc  le  groupe  G  formé 
par  ces  substitutions  ne  sera  pas  primaire  si  /1>>1  ;  et  ses  substitutions 
pourront  se  mettre  par  un  choix  convenable  des  variables  indépendantes 
sous  la  forme 


(GO) 

Yi,  .. 

Y^.i'- 

•.Y,         ?.(¥„.. 
••'Y,    T,^,(Y- 

,Y,),  .. 
•-Y,),. 

•,?.(Y.. 
.■,?,{Y.. 

-Y,) 

Z  étant  <^k. 
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Si  />!,  cnpotirra  do  même  choisir  les  variables  \\,  ...,T,,  de  manière  à 
mettre  les  substitutions  partielles 

(61)  I  Y...... Y,  :9.(Y.,...,Y,),  ...,9,(Y,,...,Y,)  ) 

sous  la  forme  plus  simple 


(62) 


Y. Y„      ^i(Yi,  ...,YJ,  ...,UYi.---,Y,) 

\^P---'Y,    ^,,,(Y.,...,Y,) <!^,(Y.,...,Y,) 


Continuant  ainsi,  on  voit  que  l'on  pourra  choisir  les  variables  indépen- 
dantes de  telle  sorte  que  la  première  de  ces  variables,  Y'i,  soit  multipliée  par 
un  simple  facteur  constant  dans  chacune  des  substitutions  de  G.  D'ailleurs, 
ce  ficteur  constant  doit  se  réduire  à  l'unité  ;  car,  s'il  était  égal  à  a  dans  une 
des  substitutions  de  C^,  le  premier  membre  de  l'équation  caractéristique  de 
cette  substitution  serait  divisible  par  s —  a;  or, il  se  réduit  à  une  puissance 
de  s  — 1,  par  hypothèse.  Donc«=l. 

Nous  avons  donc  ce  théorème  : 

Si  toutes  les  substitutions  de  (^  ont  pour équationcaractéristique  [s  —  1)"  =  0, 
il  existe  une  fonction  au  moisis  des  variables  y^^, . . . ,  y,^  qui  n'est  altérée  par  au- 
cune substitution  de  Cj . 

XLI.  Il  peut  d'ailleurs  exister  plusieurs  semblables  fonctions.  Supposons 
qu'il  en  existe  p  distinctes.  On  pourra,  en  les  prenant  pour  variables  indé- 
pendantes, mettre  les  substitutions  de  G  sous  la  forme 


(65) 


Yi,...,Yp  Y.,...,Yp 

Yp4.i, . .  .,Y„    a,Y,  4-. .  .+à„Y„,. .  .,p,Y,+  . . .  +[BJ„ 


Or,  le  premier  mombre  de  l'équation  caractéristique  d'une  semblable  sub- 
stitution est  égal  au  produit  de  {s — 1)''  par  le  premier  membre  de  l'équation 
caractéristique  de  la  substitution 

(64)  i  Yp+i,  . . . ,  Y„    a^  +  Jp  +1  +  . . .  +  a„Y„,  . .  ■ ,  Pp  +  iYi  H-  •  ■  •  -f-  P„Y„  |. 

Donc  les  substitutions  de  celte  forme,  correspondantes  aux  diverses  sub- 
stitutions de  Ç,  auront  toutes  pour  équationcaractéristique  (s  —  i)"~''  =  0. 
On  en  conclut  qu'on  pourra  choisir  bs  variables  de  manière  à  les  mettre 
sous  la  forme 


(c:.) 


Y  Y  Y  Y 

'p-t-i'  •  •  •'  'p+ij  *p+l' •  •  ■  ' 'p  +  (/ 

Yp+q  +  i Y„     a'p^  lYp+i  +•  •  ■+  9-„Y„,  . .  .,  fip  +  iYp  +  i-l-  ..  .  +  P„Y„ 
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Yi,  .. 

•'Yp 

Y.,... 

'Yp 

Yp... 

...Y, 

Yp  +  i 

+  /p  +  i' 

'Y,  +  /-, 

Y,..  . 

..,Y, 

Y,.i 

+  /■</+!' 

Y.  +  /-. 

Continuant  ainsi,  on  voit  que  les  substitutions  de  C  pourront  se  mettre  sous 
la  forme  générale 


(66) 


où  fp^i,  ...,  fq  sont  des  fonctions  de  Yj,  ...,Yp;  f^_^^, ...,/).  des  fonctions  de 

''l»  •••>  *q5  ^^^' 

En  particulier,  les  substitutions  Jlo3, ...  dont  C|  est  dérivé,  seront  de 
cette  forme.  Cela  est  d'ailleurs  suffisant,  car  le  produit  de  deux  substitutions 
de  la  forme  (66)  est  évidemment  de  cette  même  forme. 

XLII.Rien  n'est  maintenant  plus  simple  que  de  vérifier  si  les  substitutions 
JlîjîB,...  sont  ou  non  susceptibles  d'être  réduites  à  la  forme  (66).  On  clier- 
cbera,  par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés,  s'il  existe  ou  non  des 
fonctions  des  variables  initiales t/i,  ..•,y,i  qui  ne  soient  altérées  par  aucunes 
des  substitutions  Â},di,  ....  On  aura,  pour  déterminer  les  coefficients 
d'une  semblable  fonction,  des  équations  linéaires  homogènes,  en  nombre 
surabondant.  Si  ces  équations  peuvent  néanmoins  être  satisfaites,  soit  p  le 
nombre  des  coefficients  inconnus  qui  restent  arbitraires  ;  on  aura  p  fonc- 
tions distinctes  Yi,  ...,  Y^  jouissant  de  la  propriété  cherchée.  On  cherchera 
ensuite  s'il  existe  des  fonctions  Y^,  ...,  Y^  que  J\d,S,  ...  accroissent  simple- 
ment de  fonctions  linéaires  Yj, ...,  Yp  :  ce  qui  conduira  à  résoudre  un  autre 
système  d'équations  du  premier  degré,  et  ainsi  de  suite.  Si  l'on  ne  se  heurte 
chemin  faisant  à  aucun  système  d'équations  incompatible,  il  suffira  de  pren- 
dre pour  variables  Yj, ...,  Yp,  Yp^  i,  ...,  Y^, ...  pour  ramener  Jfc,fB, ...  et  par 
suite  les  autres  substitutions  défi  à  la  forme  (66).  Quant  aux  substitutions 
correspondantes  k  =  aS\D,  B  =  &^, ...  du  groupe  G,  elles  se  déduiront  de 
Jl9,$B, ...  en  multipliant  toutes  les  fonctions  qui  forment  le  second  nombre  de 
leurs  expressions  par  a,  par  b,  — 

Chacune  des  substitutions  de  G  multipliera  donc  par  un  simple  facteur 
constant  chacune  des  variables  Yi, ...,  Yp.  On  aura  déterminé,  par  suite,  dep 
manières  différentes,  un  système  d'une  seule  fonction  que  les  substitutions 
de  G  remplacent  par  des  fonctions  linéaires  de  cette  même  fonction;  ce  qui 
résout  le  problème  que  nous  nous  étions  proposé. 

XLllI.  Supposons  maintenant  qu'en  suivant  la  marche  indiquée  aun°  XLII 
nous  ayons  abouti  à  une  impossibilité;  ce  qui  indiquera  que  C|  contient  une 
substitution,  dont  l'équation  caractéristique  a  plusieurs  racines  distinctes. 
Pour  résoudre  le  problème  dans  ce  dernier  cas,  on  opérera  comme  il  suit: 

Prenons,  comme  précédemment,  pour  variables  indépendantes,  celles  qui 
ramènent  Jlo  à  sa  forme  canonique,  et  supposons,  pour  fixer  les  idées,  que 
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ceflo  forme  canonique  soit  celle  que  donne  la  formule  (ô6).  Nous  détermi- 
nerons ensuite  les  transformées  de  la  fonction  ijy  par  les  substitutions 
^l),;B,  ....Si,  parmi  ces  transformées,  il  en  existe  qui  s'expriment  linéairement 
en  fonction  des  autres  et  de  y^,  on  les  effacera  :  soient  if\  , . . . ,  y[  celles  qui  res- 
tent. En  les  transformant  par  ^fb.fB, ...,  on  obtiendra  de  nouvelles  fonctions, 
parmi  lesquelles  on  effacera  toutes  celles  qui  s'expriment  linéairement  en 
fonction  des  autres  et  des  fonctions  î/^,  y\  ,  ...,  y[  .  S'il  en  reste  encore  quel- 
ques-unes ?/','*'  \  ...,  î/j ,  on  les  transformera  par  Jb.fB, ...,  et  ainsi  de  suite, 
jusqu'à  ce  qu'on  n'obtienne  plus  de  fonctions  nouvelles,  ce  qui  arrivera 
nécessairement,  car  le  nombre  total  des  fonctions  distinctes  que  Ton  peut 
obtenir  ne  saurait  dépasser  le  nombre  des  variables  ?/,,  ...,7/4. 

Les  fonctions  ?/,,  y\, ...  ainsi  obtenues  jouiront  évidemment  de  la  propriété 
que  les  substitutions  Jlo, S,  ...  (et  par  suite  toutes  les  substitutions  de  Cj)  rem- 
placent chacune  d'elles  par  une  fonction  linéaire  de  yi,y[, Cela  posé, 

deux  cas  pourront  se  présenter. 

XLIV.  1"  Si  aucune  de  ces  fonctions  ne  contient  les  variables  Zi,Z2,z-,  leur 
nombre  sera  au  plus  égal  à  celui  des  variables  yi^y^yy^^y^;  et, sans  aller  plus 
loin,  on  aura  obtenu  un  système  de  moins  de  n  fonctions  tel,  que  les  substitu- 
tions de  C,  et  par  suite  celles  de  G  qui  n'en  différent  que  par  des  facteurs 
constants,  les  remplacent  par  des  fonctions  linéaires  les  unes  des  autres. 
Le  faisceau  W  dérivé  de  ces  fonctions  satisfera  à  notre  problème. 

XLV.  S**  Si,  parmi  les  fonctions //i,?y'j,  ...  il  en  est  une  ?/i  qui  contienne 
2i,22,%  on  arrêtera  la  série  des  opérations  précédentes  au  moment  où  l'on 
arrivera  à  ?/?  ;  et,  en  repassant  la  suite  des  transformations  par  laquelle  on  a 
passé  de  y^  à  ?/• ,  on  déterminera  aisément  la  substitution  "bqui  transforme  y^  en 
ijI  .  Cette  substitution  sera  de  la  forme  (57),  et  les  coefficients  bu,.,.,  b..  sa- 
tisferont ou  non  aux  équations  (41),  (42),  (45). 

S'ils  n'y  satisfont  pas,  on  pourra  détermiuer  une  substitution  de  la  forme 
À)'-'t>  dont  l'éciuation  caractéristique  ait  plusieurs  racines  distinctes.  Pour 
cela,  on  développera  le  déterminant  (59),  qui  forme  le  premier  membre  de 
l'équation  caractéristique  de  Â)''B  ;  soit 

Ar=s"  +  <ps"-'+c?i5"-    +...=0 

ce  déterminant.  On  n'aura  qu'à  assigner  à  1  une  valeur  qui  ne  satisfasse  pas 
aux  équations  (55).  On  y  arrivera  par  une  suite  d'essais  en  nombre  au  plus 

égal  à  ?ïT,  T  étant  le  degré  en  >  de  l'un  des  coefficients  ^,^1, On  pourra 

alors  traiter  le  problème  comme  il  est  indiqué  au  n^XXVlI. 

XLVl.  Si  les  équations  (41),  (42),  (45)  sont  satisfaites,  on  pourra  choisir  les 
variables  indépendantes  de  telle  sorte  que  les  équations  (47)  le  soient 
(XXXill-XXXIV).  Si  en  outre  on  a  bi.J)2.=iO,  on  pourra  faire  en  sorte  queè,, 
et  6,3  soient  nuls  séparément  (XXXV).  Mais  ^i,  sera  différent  de  0. 
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XLVII.  Cela  posé,  déterminons  les  transformées  de  y.  par  les  substitutions 
Jbî.'^B, ..,  .  Effaçons  celles  de  ces  transformées,  s'il  y  en  a,  qui  s'expriment 
linéairement  en  fonction  des  autres  et  de  y..  Transformons  de  nouveau 
celles  qui  restent  par  Jb,S,  •••,  et  ainsi  de  suite.  Nous  obtiendrons  une  suite 
nécessairement  limitée  de  fonctions  distinctes  2/3, yl  , ...,  que  les  substitu- 
tions de  G  transformeront  en  fonctions  linéaires  de  t/^,?/'.  , 

Si  aucune  des  fonctions  y.,y'- ,  ...  ne  contient  la  variable  z^,  leur  nombre 
sera  au  plus  égala  n  —  1,  puisqu'elles  ne  dépendent  que  des  n —  \  variables 
autres  que  ^i;  et  l'on  aura  ainsi  un  système  de  moins  de  n  fonctions,  que 
les  substitutions  de  G  remplacent  par  des  fonctions  linéaires  de  ces  mêmes 
fonctions.  Le  problème  se  trouve  ainsi  résolu. 

XLVIII.  Supposons  au  contraire  que  l'une  de  ces  fonctions,  ï/3,  contienne 
la  variable  z^.  La  substitution  %,  qui  remplace  y.  par  y!,  sera  de  la  forme 
(48),  et  le  coefficient  ^j^y  sera  différent  de  0.  Par  suite,  les  équations  (52) 
et  (54)  ne  pourrront  être  satisfaites  à  la  fois  (XXXVIII). 

Si  %  ne  satisfait  pas  à  l'équation  (52),  la  substitution  V  =  'îSÀ)^%  aura 
laforme  (49),  et  l'on  pourra  déterminer  p  de  telle  sorte  que  l'équation  (51) 
ne  soit  pas  satisfaite  (XXXVI).  On  pourra  ensuite  déterminera  de  telle  sorte 
que  la  substitution  Jlo^X?  ait  une  équation  caractéristique  autre  que 
(s  — d)«=0. 

Si  c'est  l'équation  (54)  qui  n'est  pas  satisfaite,  on  déterminera  f^  de  telle 
sorte  que  V  ne  satisfasse  pas  à  l'équation  (55),  analogue  à  (52).  On  raison- 
nera ensuite  sur  V  comme  on  vient  de  lefairesurlG  dans  le  cas  précédent. 


IV 

XLIX.  Nous  avons  vu,  dans  ce  qui  précède,  comment  on  peut  reconnaître 
si  le  groupe  G  est  primaire  ;  et,  s'il  ne  l'est  pas,  comment  on  peut  choisir 
ses  variables  de  manière  à  mettre  ses  subsitutions  sous  la  forme 


(67) 


Yn...,Y,      ^,(Y„...,Y,),  . ..,.,(¥„...,¥,) 
Y,^,,  ...,Y„    ?^^i(Y„...,Y„),...,cp„(Y„...,yj 

Si  le  groupe  formé  par  ces  substitutions  partielles 

(68)  I  Y„...,Y,    cp,(Y„...,Y,),  ...,cp,(Y,    ..,Y,)  | 

n'est  pas  primaire,  on  pourra  choisir  les  variables  de  manière  à  mettre  ces 
substitutions  sous  la  forme 


(69) 


Yi,...,Y,        i(Y„...,Y;),  ...,^;(Yj,...,Y,) 
¥,  +  ,,...,¥,    +;^,(Y„...,Y,),...,^,(Y,,...,Y, 
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Si  le  groupe  formé  par  les  substitutions  partielles 
(70)  I  Y.,  ...,Y,    ^i(Y„...,Y,l,...,<^,(Yi,  ...,¥,)  |. 

n'était  pas  primaire,  on  pourrait  simplifier  d'une  manière  analogue  l'expres- 
sion de  ces  substitutions.  Continuant  ainsi,  on  voit  qu'on  pourra  mettre  les 
substitutions  de  G  sous  la  forme 


f 


(71) 


Yi ,  .  .  . ,  Y„        aj,  +  .  .  .  +  a,  J,„, .  .  . ,  p  Ji  + .  .  .  +  p„  J,„ 
Ym  + 1 Y„     7, Y,  +  ...'+  -i'„Y„,  . .  ,  S^Y^  +  . . .  +  ^„Y„ 


le  groupe  formé  par  les  substitutions  partielles 

(72)  I  Y„  . . . ,  Y„,     «Ji  -f  . . .  +  a,J,„,  . . . ,  PiY,  +  . . .  +  p„.Y,„  I 

étant  primaire. 

L.  Cela  posé,  si  le  groupe  formé  par  les  substitutions 

(75)  I  Y,„^i,  . . .,  Y„    7.»  + J.»4-i  +  -  •  •  +7kY„,  .  •  •,  ^m  +  iY,„^i  +  . .  .+  \\\  \ 

n'est  pas  primaire,  on  pourra  choisir  les  variables  Y,„^j,  ...,  Y„  de  ma- 
nière à  mettre  ces  substitutions  sous  la  forme 

',„  +  1.  •  •  • .  im'      '•m+lMn+  1"^  •  •  •  ~r  "'m'  'm''  •  •  •  '  Pm  +  l^m  +  1+'  •  •  +  Pm'^in' 
*m'  +  l»   -  •  •  '  l«      Tm-i-l'm+  i+  •  ■  •  +  7»   ^n'    •  •  •  •>  "m+l'm -i- l  +  •  •  •  +  "«^n 

les  substitutions  partielles 

(75)  ]  Y„,  ^  1 , . . . ,  Y,„.    a,„  ^  ,\,„  + 1  +  . . .  +  a^,\ „j,,  . . . ,  p,,„  ^  jY,,,  ^ ,  +  . . .  +  3^^j,y^^|,  I 

formant  un  groupe  primaire. 

Les  substitutions  de  G  prendront  alors  la  foime 

Y„  .  .  .,  Y„  a,\\  +  .  .  .  +  a,J,„,  .  .  .,  [ÎJi+  .  .  .  H-  p„Y„ 

Yffi  +  1'  •  •  •'  ^m'        "m  +  l^m  +  1  "^  •  •  •  "^  ^nf'm'  +  /hh-i('-!'  •  •  •>  ''m)>  ■  •  -i 

t^m  -4-  Jm  +  1  +  ■  •  •  +  Pm' Y,,!'  +  /"mVi,  •  ■  •  i  Y„) 
Y„,^, Y„  ?m'+l(Yi.  •  ■  •»  Y„),  .  .  . ,  o„(Y,,  .  .  .,  Y„) 

Continuant  ainsi,  on  voit  qu'on  pourra  mettre  les  substitutions  de  G  sous 
la  forme 

Y,.  • . .,  Y„  aj,  -+-...  +  «,J,„,  . . . ,  P.Y,  +  . . .  +p„.Y„ 

^m4-l»  •  •  •'  'm'      Si  4- lYm+ l  +  •  •  •  +  *m'*m'^" 'm4-l('i'  •  •  •' ^m)'      ••» 
,^    .  Pm+  rm+l  +  •  •  •  +  i''v^m''+'/m'(Yi,  •  •  -,  im) 

■m'  +  l'   •  •  •>  Y»!"      Si'  -4-l'm'  tl  +  •  ■  •  "^  'm" 'm""^~ /m'+ll 'l  '  •  •  •''m')'*  •  •> 
f'm'  H-  l  Y,,,'  -t- 1  H  -  •  •  •  +  ("^m"  ^m"  +/'hi'V  1  '  •  •    '  ^tn') 


I 

I 


1 


—   12Ô  — 
les  substitutions  partielles 

(77)  I  Yi,  .  .  . ,  V,„    a,Yi  +  .  • .  +  a.J,,.,  .  • . ,  [^>iY,  +  . . .  +  P,J,„  I 

\'°)    1    Y^i+i,  ...,  Y„j.      *m4-l^m  +  H'' •  •  +  '-m'^ttî''   "  •  •  '  Pm-t- l^m  4-1  +  •  ••  +  f'ni'^m'   1 

formant  autant  de  groupes  primitifs. 

LI.  Voyons  maintenant  comment  on  pourra  déterminer  tous  les  faisceaux 
tels,  que  les  substitutions  de  G  transforment  leurs  fonctions  les  unes  dans 
les  autres. 

Soit  F  un  semblable  faisceau.  Nous  dirons  qu'il  est  de  la  première  classe, 
si  les  fonctions  qui  le  composent  ne  dépendent  que  des  variables  Yj, ...,  Y^; 
de  la  seconde  classe,  si  quelques-unes  de  ces  fonctions  dépendent  des  va- 
riables Y,„^.  p  ...,  Y^.,sans  qu'aucune  d'elles  dépende  des  variables  suivantes; 
et  ainsi  de  suite. 

Le  groupe  formé  par  les  substitutions  (77)  étant  primaire,  par  hypothèse, 
il  n'existera  évidemment  qu'un  seul  faisceau  de  première  classe,  lequel 
sera  formé  de  toutes  les  combinaisons  linéaires  des  variables  Y^,  ...,  Y^. 

Nous  allons  donner  d'autre  part  un  moyen  de  déterminer  les  faisceaux  de 
la  classe  k,  lorsqu'on  connaîtra  les  faisceaux  des  classes  inférieures  à  k. 
Connaissant  le  seul  faisceau  qui  entre  dans  la  première  classe,  on  pourra 
s'élever  ainsi  progressivement  à  la  connaissance  de  tous  les  faisceaux  pos- 
sibles. 

LU.  Soit  pour  fixer  les  idéesA;  =  3.  Désignons  par  F, F',  ...  les  divers  fais- 
ceaux de  première  et  de  seconde  classe,  par  <t>  l'un  des  faisceaux  inconnus 
de  la  troisième  classe.  Les  diverses  fonctions  de  ^  seront  de  la  forme  P  +Q, 
Pi  +  Qi, ...,  en  désignant  par  P,Pi,  ...  des  fonctions  de  Y^.^j, ...,  Y,„„  et 
par  QîQn  •••  des  fonctions  de  Y^,  ...,  Y^,.  D'ailleurs  les  substitutions  de  G, 
que  nous  avons  mises  sous  la  forme  (76),  transforment  les  unes  dans  les 
autres  les  fonctions  P  +  Q,Pi+  Qj, ....  Il  faudra  évidemment  pour  cela  que 
les  substitutions 

I  ^m'  +  l'   •  •  •  '  '^m"      "111'+  i^tii'  +  l  +  •  •  •  +  '^m"'-n,">   •  •  •  '  \'m'  -+-l''m'  +  l  -+"•••+  \'m"^m"  \ 

transforment  les  unes  dans  les  autres  les  fonctions  partielles  P,Pp  ....  Mais, 
par  hypothèse,  ces  substitutions  forment  un  groupe  primaire  r;  donc  le 
faisceau  formé  par  les  fonctions  P,Pi,  ...  contiendra  toutes  les  fonctions  li- 
néaires des  variables  Y^,  ^j, ...,  Y^„.  En  particulier,  il  contiendra  Y^,^^.  Par 
suite,  'l»  contiendra  une  fonction  de  la  forme 

/■=  Y„,+i  +  Q  =Y^,^,  +  hY,  +  ...+  i„.\,. 

LUI.  Formons  les  transformées  Z"',...  de  la  fonction /"par  les  substitu- 
tions A,B, ...,  en  considérant  >i,  ...,>^,  comme  des  indéterminées.  Si,  parmi 
ces  transforn^ées,  il  en  est  qui  s'expriment  linéairement  en  fonction  des  au- 


très  et  de/;  nous  les  supprimerons.  Soient  f,  ...,f''  celles  qui  restent.  Trans- 
formons-los  par  A,B»"-  c^  supprimons  encore  celles  de  ces  transformées 
qui  s'expriment  linéairement  en  fonction  des  autres  et  de  f,  f,  ...,/'^ 
Soient /■'■'^ \  ...,/'^  celles  qui  restent;  nous  les  transformerons  encore  par 
A,B, ...  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  n'obtienne  plus  de  nouvelles  trans- 
formées, linéairement  distinctes  des  précédentes.  Cela  arrivera  forcément, 
car  les  transformées  successivement  obtenues,  dépendant  linéairement  de 
Y,„.+i,--.,Y„„et  des  ?7i'«  produits  >Ji,).J,,  ...,),,„,¥„,„ il  ne  peut  y  en  avoir 
plus  de  m" — m'  -^m'-  ({ui  soient  linéairement  distinctes. 

Soient  f,...if  les  fonctions  ainsi  obtenues.  En  les  combinant  linéairement, 
on  obtiendra  nn  faisceau  de  fonctions,  que  les  substitutions  de  G  transforment 
les  unes  dans  les  autres.  Ces  fonctions  sont  respectivement  de  la  forme 
p+Q,  P'-I-0',...,P'4-Q',P,P', ...,  P' étant  des  fonctions  de  Y^,^i,...,Y,„..  et 
Q,Q',  •••»Q'  des  fonctions  de  Y^,  ...,  Y,,j,.  D'ailleurs  les  substitutions  de  r  per- 
muteront évidemment  les  unes  dans  les  autres  les  fonctions  du  faisceau  formé 
par  la  combinaison linéàiredesfonclions partielles P,P',...,  P'.  Maisr  est  pri- 
maire, par  hypothèse;  donc,  parmi  les  fonctions  P,P',  ...,P',  toutes  formées 
avec  les  m"  —  m'  variables  Y,^,^^,  ...,  Y„j„,  il  y  en  aura  m"  —  m'  de  dis- 
tinctes. 

LIV.  Supposons,  par  exemple,  que  P,P',...,P"'"~"''~^  soient  distinctes. 
Soit  y=:  â?+2.  une  quelconque  des  fonctions  du  faisceau  *.  La  fonction  ^ 

des  indices  Y,„,^i,  ...,Y„„  pourra  s'exprimer  linéairement  en  fonction  des 
m"  —  m' fonctions  distinctes  P, ...,  P""'■'"'~^  Soit,  par  exemple, 

On  aura  évidemment 

cp =(//•+...  4-  f/'""  -  '"' -  '  r"  -  '"'  -  *  +  El, 

2-1  ne  dépendant  plus  que  des  variables  Yj, ...,  Y^,.  Donc  *  s'obtiendra  en 
combinant  les  m" — m' fonctionsP,  ...,P"'"~'"'~*  avec  des  fonctions  âj, 2-2, ... 
des  seuls  indices  Y^, ...,  Y^,. 

LV.  Il  peut  se  faire  que  %,'ài,  ...  se  réduisent  toutes  à  zéro.  Dans  le 
cas  contraire,  elles  formeront  un  faisceau  de  fonctions  que  les  substitutions 
de  G  permuteront  évidemment  les  unes  dans  les  autres.  Ce  sera  donc  un 
des  faisceaux  F, F', ...  déjà  déterminés. 

LYI.  Parmi  ces  fonctions  2i,2j, ...,  il  en  est  qu'il  est  aiséde  déterminer. 
Ce  sont  colles  qui  apjjartiennenl  au  faisceau  dérivé  de  f,  ...,/■',  lequel  est 
évidemment  contenu  dans*.  Pourlosoblenir,  onremarquera  que  les  fonctions 
/""""*', ...,/"'  se  réduiront  respectivement,  par  la  soustraction  de  fonctions 
linéaires  convenables  de/", ...,  /■'«"-'"-^  à  des  fonctions  £'""'", ... ,  E'^gs 
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seules  variables  Y^, ...,  Y^„  D'ailleurs  les  coefficients  des  variables  dans  ces 
fonctions  seront  évidemment  linéaires  par  rapport  à  ).i,  ...,  \^,. 

LVll.  Si  l'on  veut  que  S-i.â.^,...  se  réduisent  à  zéro,  il  faudra  a  fortiori 
que  les  fonctions  2,"""'"', ...,  â'  qui  font  partie  de  cette  suite  s'annulent.  Il 
faudra  pour  cela  que  les  coefficients  de  Yi,  ...,  Y,,^  s'annulent  tous  dans  cha- 
cune de  ces  fonctions,  ce  qui  donnera  pour  >p  ...,  >„j,  un  système  d'équations 
linéaires,  en  général  surabondant.  Si  ces  équations  ne  sont  pas  incompa- 
tibles, à  chaque  système  de  valeurs  qui  y  satisfait,  correspondra  un  faisceau 
^j  dérivé  des  seules  fonctions  f, ...,  ^"'"-"''-\ 

LVIII.  Si  l'on  veut  que  ^1,2-,,  ...  forment  par  leur  réunion  l'un  des 
faisceaux  F, F',  ...  déjà  trouvés,  par  exemple  le  faisceau  F,  il  faudra  que 
â'"  "'"',...,  2.'  appartiennent  à  ce  faisceau.  Or,  soient  x,y' ,  ...  les  fonctions 
distinctes  que  contient  le  faisceau  F  ;  les  diverses  fonctions  de  F  seront  de  la 
forme  f*x  +  f^'z'+  •••  ;  et  l'on  aura  à  satisfaire  aux  conditions 

Remplaçant  dans  ces  équations  2.'"  ~"',  ...,  2-,  yy/,  ...  par  leurs  va- 
leurs en  Yi,  •••,  Y^  et  égalant  séparément  à  zéro  les  coefficients  de  chaque 
variable,  on  aura  pour  déterminer  >j,  ...,>,,j,,  p!.,y/,  ...,p.i,u.p  .......  un  sys- 
tème d'équations  linéaires.  Si  ces  équations  sont  incompatibles,  il  n'exis- 
tera aucun  faisceau  «î»  de  troisième  classe  et  contenant  F.  Sinon,  à  chaque 
système  de  solutions  correspondra  un  faisceau  *. 

On  remarquera  cependant  que  si,  dans  l'expression 

/■=  1,11'+ 1  "t"  ''■Al  +  •  •  •  +  'iiAm'i 

2j,  ...,>„i  ont  reçu  un  système  de  valeurs  permettant  de  déterminer  un 
faisceau  *  qui  contienne  F,  on  obtiendra  une  infinité  de  systèmes  de  valeurs 
qui  engendrent  le  même  faisceau,  en  considérant  les  fonctions  de  la 
forme 

f  -{-  v/,  +v'x,'  +  ••'1 

où  v,v'  sont  des  constantes  quelconques. 


Détermination  du  nombre  exact  des  solutions  d'un  système  de  n  équa- 
tions algébriques  à  n  inconnues;  par  M.  Fouret. 

(Séance  du  28  janvier  1874) 

1.  D'après  un  théorème  bien  connu,  dû  à  Bezout,  le  nombre  des  solutions 
d'un  système  de  n  équations  algébriques  de  degrés  quelconques  à  n  inconnues 
est,  en  général  et  au  plus,  égal  au  produit  des  degrés  de  ces  équations. 

Ce  nombre  de  solutions  est  rigoureusement  atteint,  lorsque  les  équations 
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sont  complètes  et  que  leurs  divers  coefficients  sont  indépendants  les  uns  dos 
autres;  mais,  en  dehors  de  ce  cas  général,  le  nombre  des  solutions  est  fré- 
quemment au-dessous  de  la  limite  donnée  par  le  théorème  de  Bezout. 

Je  me  propose,  dans  cette  note,  premièrement  de  donner  une  démonstra- 
tion nouvelle  et  fort  simple  de  ce  théorème;  secondement  de  le  compléter, 
en  faisant  voir  comment  les  particularités  présentées  par  les  équations 
peuvent  amener,  dans  certains  cas,  une  diminution  dans  le  nombre  des  so- 
lutions. 

Ces  recherches  m'ont  été  inspirées  par  deux  intéressantes  communica- 
tions faites,  il  y  a  quelques  mois,  à  l'Académie,  par  M.  Chasles,  louchant  la 
détermination,  par  le  principe  de  correspondance,  du  nombre  des  points 
d'intersection  de  deux  courbes  algébriques,  situés  à  distance  finie  {Comptes- 
7'endiis,  t.  LXXV,  p.  756,  et  t.  LXXVl,  p.  126).  En  me  basant  sur  les  mêmes 
considérations,  j'ai  traité,  dans  une  première  note  présentée  à  la  Société 
mathématique,  le  cas  de  trois  surfaces  ou  autrement  dit  de  trois  équations 
{Bulletin  de  la  Société  mathématique,  1. 1,  p.  i22)(*).  Enfin,  en  généralisant 
le  même  mode  de  démonstration  et  lui  donnant  une  forme  analytique,  je  suis 
parvenu  à  l'appliquer  au  cas  général  d'un  nombre  quelconque  d'équations. 
C'est  ce  résultat  que  je  me  propose  de  développer  ici. 

II.  Soit 

/•,(.r,î/,z,...,s,<).-=0. 


(1) 


^_l(a;,^/,^,  ...,s,<)  =  0, 
/;,(a;,j/,2,  ...,s,<)=0, 


un  système  de  n  équations  algébriques  à  n  inconnues,  et  de  degrés  respec- 
tivement égaux  à  7)i,  p,,  ...,  ;j„_i,  p„. 

Nous  supposerons  que  cos  équations  ne  manquent  d'aucun  terme  et  que 
leurs  coefficients  soient  indépendants  les  uns  des  autres.  Je  dis  que  le  nom- 
bre des  solutions  de  ce  système  d'équations  est  égal  à  p^p^  ...  p„^iP,r 

Pour  démontrer  ce  tbéoréme  dans  toute  sa  généralité,  il  nous  suffira  d'é- 
tablir (juc,  supposé  vrai  dans  le  casden  — 1  équations  à  n  —  i  inconnues,  il 
l'est  également  dans  le  cas  de  n  équations  à  n  inconnues;  car,  delà  pro- 
priété dont  jouit  toute  équation  algébrique  à  une  inconnue  d'admettre  un 
nombre  de  racines  égal  à  son  degré,  on  pourra  dès  lors  conclure  qu'un 
système  de  deux  équations  à  deux  inconnues  admet  un  nombre  de  solutions 
égal  au  produit  de  leurs  degrés,  et  ainsi  de  suite,  de  proche  en  proche, 

(•)  J'ni  communiqué  le  9  juillet  dernier,  à  la  Société  mathématique,  une  seconde  démon- 
stralion  du  Uiéorènic  rclatil  à  rinlerscclion  de  trois  surfaces,  dont  Innidogue  cm  géométrie 
à  deux  dimensions  comprend,  comme  cas  particuliers,  les  diverses  démonstrations  données 
par  M.  Chasles  {Comptes  rendus,  t.  LXXV,  p.  736,  et  t.  l.XXVF,  p.  120\ 
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jusqu'au  cas  d'un  système  formé  d'un  nombre  quelconque  d'équations  à  pai 
rcil  nombre  d'inconnues. 

III.  Cela  posé,  considérons  le  système  formé  par  les  n — 1  premières  équa- 
(ions  [\)  et  les  suivantes  : 

(2)  /•„(l,^,C,...,.,T)  =  n, 

qui  n'est  autre  que  la  dernière  des  équations  (1)  dans  laquelle  l,ri;c,  .-.jo-,-: 
sont  substitués  respectivement  à  x,  y,  z,  ...,  s,  t, 

(5\  ^  +  a -fi  +  fe  _  ^  +  c  _.      <î  +  f/ T  +  /t  _ 

x  +  a      y  +  b      z  +  c~'  s-i-(j        t-i-li       '■ 

(4)  Aa;  +  By  +  C2+ ... +  Gs  +  n<=^, 

(5)  A?  +  Br, -f  C!:+...  +  Ga  +  IlT  =  x, 

a,b,c,  ...,(/,/t,  A,B,G,  ...,G,  H  étant  des  coefficients  quelconques,?,/;,!;,  .,., 
(7,  T,  p,  /  L't  ï  étant  des  variables  qui,  jointes  à  x,  y,  z, ...,  s,  t,  forment  un 
nombre  tolal  de  2^  +  5  variables  liées  entre  elles  par  2w  +  2  équations. 

En  éliminant  entre  ces  équations  les  2n  +  1  variables  aulres  que  /  et  1, 
on  obticndrnit  une  cerlaine  équation 

(0)  <P(/,X)  =  0. 

Cberchons  quel  serait  le  degré  de  l  dans  cette  équation.  Pour  cela,  sup- 
posons donnée  à /une  certaine  valeur  prise  d'ailleurs  arbitrairement.  En 
vei  ludutbéorèmedeBezout,  admis  provisoirement  dans  le  cas  dew  —  1  équa- 
tions, le  système  formé  des  n  —  1  premières  équations  (1)  et  de  l'équation  (4) 
déterminera piPa  ...  p„_i  systèmes  de  valeurs  de  x,y,z,  ...,s,t.  D'un  autre 
côté,  en  tirant  des  équations  (5) 

ï  =  ox+a(p  — 1),  r,=zpy  +  i(p  — 1),  ...,z=zçt  +  h{^  —  ]), 

et  substituant  ces  expressions  dans  (2),  on  formera  une  équation  en 
x,y,z,  ...,s,t  et  p,  de  degré  p,^  en  p,  qui,  pour  chaque  système  de  valeurs 
de  x,y,z,  ...,  s,  «,  fournira  ;?„  valeurs  de  p.,  dont  on  déduira,  en  vertu  des 
équations  (5)  et  (5), p„  systèmes  de  valeurs  de  Ç,  vj,  <;,  ...,  a-,  t  et  >.  D'où  il 
résulte  qu'à  une  valeur  de  /  choisie  arbitrairement  correspondra  un  nom- 
bre de  valeurs  de  1  égal  à  pj;.^  ...  /J„_iP„.  Autrement  dit,  le  degré  de  l  dans 
l'équation  (6)  sera  égal  à  Pip^  ••■Pn-iPn- 

En  donnant  hl  une  valeur  quelconque,  on  tirerait  du  système  d'équations 
ci-dessus  défini  un  certain  nombre  rr  de  solutions  de  x,y,  z, ...,  s,  t,  et,  par 
suite,  ■K  valeurs  de  /.  Par  suite,  en  faisant  dans  (0)  1  =  1,  on  aurait  une 
équation  en  /  ou  X,  d'un  degré  égal  à  p^p.^ ...  p,^  +  7r  (*). 

(*)  Nous  Hémoniroiu  plus  loin  que  le  terme  en  ),''*P5-p«  r-  existe  dans  l'équation  (0), 
ce  qui  est  ni'cessoire  pour  complcler  notre  raisonnement. 

"  9 
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IV.  Pour  p=:l,  le  système  formé  des  n  —  4  premières  équations  (i)  et 
des  équations  (2),  (3),  (4)  et  (5),  est  satisfeit  par  tout  système  de  valeurs 
de  .r,  y,  z,  ...,  s,  t,  délonniné  par  le  système  des  n  équations  (1).  D'autre 
part,  à  chacune  de  ces  solutions  correspond  une  valeur  de  /  =  X.  Par  suite, 
les  solutions  du  système  (1)  sont  comprises  parmi  les  systèmes  de  valeurs  de 
a:,y,z, ..., s, f,  qui  dérivent  de  la  condition  /  =  >  introduite  dans  le  système 
formé  des  n  —  1  premières  équations  (1)  et  des  équations  (2),  (5),  (4) 
et  {.'i).  Or,  il  est  facile  de  trouver  quels  sont  les  divers  systèmes  de  valeurs 
de  .r,  y,z,  ...,s,t,  qui  dérivent  de  cette  condition.  En  effet,  en  ayant  égard 
aux  relations  (5),  on  peut  écrire  l'équaiion  (5)  sous  la  forme  suivante  : 

(7)  Arc  +  By   '  Cz  +  ... +Gs  +  Iiïr=  i:Z-lf— UZ^ 

en  posant 

Aa  +  Bfc  +  Ce  +  ...  +  Gy  +  Wi  =  k. 

En  comparant  cette  équation  avec  l'équation  (4),  on  voit  qu'elles  ne  sont 
compatibles  qu'autant  que  l'on  a,  soit  p  =  4,  soit  X= — k. 

Or,  à  la  valeur  \-= — k,  comme  à  toute  valeur  de  l,  correspondent 
TT  systèmes  de  valeurs  de  x,y,z, ...,  s,  t,  qui,  dans  le  cas  général  où  nous 
nous  plaçons  ici,  ne  sauraient  être  identiques  respectivement  à  des  systèmes 
correspondants  de  valeurs  de  Ç,  n,  Ç, . .  • ,  o-,  t.  Donc,  parmi  \espyPi...  p„_iP„+7r 
valeurs  de  /=:  >,  il  n'y  en  a  que  p^^p.2 ...  Pn-vVn  M^i  correspondent  à  p  =  1  ; 
et  les  P1P2  ...;;„ _i/)„  systèmes  de  valeurs  correspondantes  àe  x,y,z,...,s,t 
étant,  comme  nous  l'avons  vu,  les  solutions  du  système  (1),  le  théorème  de 
Bezout  se  trouve  démontré. 

V.  Dans  la  démoubtration  précédente,  nous  avons  admis  que  l'équation  (fi) 
était  du  degré  ;;i;>2  •••/'«-i/'n"H^»  c'est-à-dire  qu'elle  contenait  un  terme  en 
)ihPi-  Pni-  Cherchons  dans  quels  cas  le  degré  de  l'équation  (6)  pourra  s'a- 
baisser, et  quelles  consi'quences  il  en  résultera  pour  le  nombre  des  solutions 
du  système  des  équations  (1). 

11  est  facile  de  voii"  que  le  degré  de  l'équation  (fi)  s'abaissera  si,  aune  va- 
leur de  /  infiniment  grande,  coirespond  un  nombre  de  valeurs  de  \  inférieur 
à  pxP^.-.Pn-  Oi'>  pour  que  /  soit  infiniment  grand,  il  faut,  d'après  l'équa- 
iion 14),  qu'une  ou  plusieurs  des  variables  .T,y,z,  ...,s^t  prennent  des  va- 
leurs infiniment  grandes.  En  les  supposant  toutes  dans  ce  cas,  les  n  —  i 
premières  équations  (1)  qui  déterminent  ces  valeurs  peuvent  être  réduites 
chacune  à  leurs  termes  du  degré  le  plus  élevé,  et  devieinuMit  par  ce  fait  ho- 
mogènes. Elles  sont,  en  couisécpKince,  satisfaites  jiar  une  infinité  de  systèmes 
de  valeurs  de  J-,  i/,z, ...,  .s,  f  ;  mais  les  rapports  de  n — i  de  ces  variables 
à  la  n"'"''  sont  déterminés  et  doivent  satisfaire  à  un  système  de  n — i  équa- 
tions, dont  les  degrés  respectifs  sont  Pi,Pi,  ■•■■,Pn  i- 
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Soit  x=:x\  y=^y',  z-=.z' ,  ...,s  =  s',  t  =  t^  un  système  de  va  leurs  des  va- 
riables qui  satisfasse  à  l'ensemble  de  ces  équations.  En  désignant  par  r  un 
paramètre  quelconque,  les  valeurs 

,g.  ^_^  ^  _?/ ri       s_!l  ^_*' 

satisferont  également  tui  système  des  n — 1  équations,  et,  en  faisant  r  in- 
finiment petit,  on  aura  une  solution  correspondant  à  une  valeur  infin  ;;icnt 
grande  de  /.  Il  y  aura  ainsi,  d'après  le  théorème  de  Bezout,  admis  dans  le  cas 
de  n —  1  équations,  Pi,]h---,Pn_i  systèmes  distincts  de  valeurs  inliiiiment 
grandes  des  variables  qui  satisferont  au  système  desn  —  1  premières  équa- 
tions (i). 

En  substituant  dans  (2)  les  valeurs  de  t,  r,,'ç,...,  g,  t,  déduites  de  (8),  au 
moyen  des  équations  (5),  c'est-à-dire 

i,=  tx'  +  a  (?  -  n,  T.  =  °  y'  +  h  {:  -  I),  ^=  P  2'  +  c  (o  -  t),  ..., 
r  ^  '  r  ^  '  r  ^'         ' 

nous  formerons  une  équation  en  p,  qui  sera  du  degré  p„,  et  fournira  pour  - 

p^  valeurs  finies,  lorsque  l'on  supposera  que  r  et  p  deviennent  ensemble 
infiniment  petits. 

Chacune  de  ces  racines  fournissant  une  solution  en E,  y;,!;,  ...,  o-,  t,  on  aura 
au  total  un  nombre  de  solutions  en  t,  v,^,...,  (T,t  égal  kp^p,  ...  p,^,  donnant 
un  pareil  nombre  de  valeurs  de  "X. 

Le  nombre  des  valeurs  de  \  correspondant  à  une  valeur  infiniment 
grande  est  donc,  en  général,  égal  à  pj)^_... p^^:  ce  qui  complète  la  démons- 
t  rai  ion  du  théorème  de  Bezout,  tel  que  nous  l'avons  énoncé  en  commen- 
çant. 

VI.  Il  en  serait  autrement  dans  le  cas  où  le  degré  de  l'équation  en  p,  ou 

en-  (p  et  r  étant  supposés  infiniment  petits),  viendrait  à  s'abaisser.  Or,  il 

faudrait  pour  cela  que  le  coefficient  du  terme  en  (  -  )     fût  nul,  c'est-à-dire 

que  les  valeurs 

^=^oc',  r,  =  î/',  ^=12',  ...,n  =  s',  r  =  r 

annulassent  le  polynôme  formé  par  l'ensemble  des  termes  du  degré  le  plus 
élevé  dans  l'équation  (2);  ou  autrement  dit  que  le  système  des  équations  (1), 
réduites  chacune  à  leurs  termes  du  degré  le  plus  élevé,  eussent  une  ou  plu- 
sieurs solutions  communes  (en  dehors,  bien  entendu,  de  la  solution  x  =  0, 
y=:0,...,s  =  0,t=0). 
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Cette  circonstance  exige  qu'un  certain  déterminant,  qui  n'est  autre  que 
le  résultant  des  équations  (1)  réduites  chacune  à  leurs  termes  du  degré  le 
plus  élevé,  soit  nul. 

On  peut  donc  dire  que  le  nombre  des  solutions  d'un  système  d'équations 
algébriques  à  pareil  nombre  d'inconnues  est  égal  au  produit  des  degrés  de  ces 
équations,  toutes  les  fois  que  ces  équations  sont  complètes  et  qu'il  n  existe  au- 
cune relation  entre  les  coefficients  des  termes  du  plus  haut  degré  dans  chaque 
équation.  Le  nombre  des  solutions  est  moindre,  lorsque  le  résultant  des  équa- 
tions, réduites  chacune  à  leurs  termes  du  plus  haut  degré,  est  nul. 

VII.  En  outre,  dans  ce  dernier  cas,  si  w  désigne  le  nombre  des  systèmes 

u     z  s     t 

de  valeurs  de  -,-,•••>-.- .  qui  satisfont  à  l'ensemble  des  équations  (1) 

réduites  chacune  à  leurs  termes  du  plus  haut  degré,  chaque  solution  étant 
d'ailleurs  comptée  dans  oj  avec  son  degré  de  multiplicité,  il  est  facile  de  voir 
que  le  nombre  des  solutions  (en  valeurs  finies)  du  système  des  équations  (1) 
sera  égal  à 

Il  suffit,  pour  cela,  de  considérer  w  solutions  du  système  des  équations  (  I  )  sup- 
posées générales,  c'est-à-dire  exemptes  de  toute  particularité,  et  d'imaginer 
que  les  coefficients  de  ces  équations  varient  de  telle  sorte  que  les  valeurs  de 
x,y,z, ...,  s,  t,  composant  chacune  des  w  solutions,  deviennent  infinies. 
Ces  w  solutions  se  trouveront  perdues  pour  le  système  ^1),  mais  elles 

ti   z  s    t 

donneront  lieu  en  même  temps  à  w  solutions  en  -,  -,..-,  -,  -,    qui   seront 

communes  aux  équations  (1)  réduites  chacune  à  leurs  termes  du  plus  haut 
degré. 

VIII.  11  est  un  cas  où,  au  seul  aspect  des  équations,  on  reconnaît  immé- 
dialemont  des  réductions  à  faire  au  nombie  de  solutions  indiqué  par  le 
théorème  de  Bezout.  C'est  lorsque,  dans  les  diverses  équations,  les  degrés 
d'une  des  inconnues  sont  respectivement  inférieurs  aux  degrés  de  ces  équa- 

,       ,        .  y    z  s    t      ,     ,,     ^    .       , 

lions.  Dans  ce  cas,  les  equaimns  en-,  -,  ...,  -,  -,  résultant  des  équa- 
tions (1)  réduites  respectivement  à  leurs  termes  du  plus  haut  degré, 
admettent  la  solution  commune—  =  0,  -  =  0,  •••,  -  =0,  -  =  0. 

X  X  X  X 

Supposons  par  exemple  que  x  entre  aux  degrés  mj,  m^,  m.,  ...,  m„_i,  m^ 
dans  les  équations  (!),  m^^,  m^,  m.,  ...,  nl,^^^,  r/i„  étant  d'ailleurs  respective- 
ment moindres  que  pj,  po,Ps)  •'•■)Pn-\iPn-  "  ^'^^  fa(;ile  de  démontrer  que  le 
nonil)i'e  des  solutions  en  valeurs  finies  du  système  (1)  sera  au  plus  égal  à 

l>,]i^...l>n  -  iPn  —  (Pl  —  »h)  iP'i  —  "'2)  ••■  [Pn  -  1  —  '«h-  l)  [Pn  -  »0 
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Nous  \  parviendrons  en  établissant  tout  d'abord  la  proposition  suivante  : 
IX.  Supposons  que  les  équations  (1)  n'aient  respeclivement  aucun  terme 
d'un  de^'ré  inférieur  à  ^/i  pour  la  première,  à  q,  pour  la  seconde,  etc.,  à  q„ 
pour  la  w^"®,  et  qu'elles  soient  d'ailleurs  exemptes  de  toute  autre  particu- 
larité. Nous  allons  démontrer  que  la  solution 

Xz=zO,    lj  =  0,    Z=:0,  ...,S  =  0,    t=zO 

qui  satisfait  à  ces  équations  doit  être  comptée  avec  un  degré  de  multiplicité 
égal  à  9i92...fy„ _!</„. 

Pour  cela,  considérons  le  système  formé  par  l'ensemble  des  n —  1  pre- 
mières équations  (I)  jointes  à  l'équation  (4),  et  éliminons  une  des  variables, 
t  par  exemple,  entre  ces  n  équations.  Nous  formerons  ainsi  un  système  de 
n — i  équations  an  —  1  inconnues,    de  degrés  respectivement  égaux  à 

ViiPii  •••'  Pn-l» 

w,{x,y,z,...,s)T={), 
'¥,(x,ij,z,  ...,s)  =  0, 


(^) 


»î-„_i(.r.(/,z,  ...,s)  =  0. 


En  faisant  /  =  0,  les  termes  de  degrés  supérieurs  hq^^q^,  ...,9„_i  dispa- 
raîtront respectivement  de  ces  équations,  et  l'on  obtiendra  par  suite  un  .'•ys- 
tème  remplissant  les  mêmes  conditions  que  le  système  (1),  mais  contenant 
une  équation  et  une  inconnue  de  moins. 

Admettons  provisoirement  comme  vraie,  pour  le  cas  de»  —  1  équations, 
la  proposition  à  établir,  c'est-à-dire  admettons  que  la  solution 

a;=:0,  y  =  0,  :=:0,...,  s=0,  ^  =  0 

doive  être  comptée  avec  un  degré  de  multiplicité  égal  à  9i72--.7„_i-  Il 
nous  suffira  d'en  déduire  que  le  même  fait  sera  encore  vrai  dans  le  cas  d'un 
système  de  n  équations,  tel  que  le  système  (1),  remplissant  les  mêmes  con- 
ditions. 

En  effet,  si,  au  lieu  de  supposer  /  =  0  dans  le  système  ("9),  nous  le  sup- 
posons infiniment  petit,  il  résnlte  de  notre  hypothèse  que  ce  système  admet 
un  nombre  de  solutions  en  valeurs  infiniment  petites,  qui  est  égal  à 
îiîa  •••  1n-i-  Si  l'on  considère  l'équation  en  p  résultant  de  la  sub:;titution, 
dans  l'équation  (2),  des  valeurs  de  ?,ï3,(;,  ...,3-,  t,  tirées  des  équations  (5),  il 
est  facile  de  voir  que,  pour  tout  système  de  valeurs  infiniment  petites  de 
x,y,z,  ...,s,t,  cette  équation  en  p  admets/,,  racines  infiniment  peu  différentes 
de  l'unité.  Par  suite,  aux  q^q^  ••■<Jn-i  ri'oupes  de  valeurs  infiniment  petites  de 
.V,  y,  z,  ...,  s,  t,  donnés  par  l'ensemble  dt'S  équations  (i)  et  (9),  correspon- 
dent ^//j ...  q„  i7„  valeurs  de  p  infiniment  peu  diiforontes  de  l'imité,  et,  en 


—  154  — 

vertu  des  relations  (5)  et  (5),  '/i92.-.</«-i'7n  groupes  de  valeurs  infniiment 
petites  de  ?,  tj,?:,  ...,  (7,Tet>. 

Va\  outre,  dans  l'hypothèse  où  nous  raisonnons,  d'équations  ne  présen- 
tant pas  d'autres  particularités  que  de  manquer  respectivement  des  termes 
de  degrés  inférieurs  à  q^,  g,,  q-^,  ■■■■,q,i,  il  est  facile  de  voir  que  les  valeurs 
correspondantes  tie  /  et  ),  sont  du  même  ordre  infinitésimal. 

En  effet,  des  équations  (5),  (4)  et  (5),  on  tire  immédiatement 

).  =  pi  +  /t(p-t), 
d'où 

X  ,  p  —  1 

Le  rapport  -  aura  une  valeur  finie,  et,  par  suite,  \  et  /  seront  du  même 

ordre  infinitésimal,  si  le  rapport  ' — -. —  est  infiniment  petit,  ou  bien  s'il 

1 

a  une  valeur  finie,  mais  différente  de  —  y-. 

k 

Or,  en  vertu  de  l'équation  (4),  x,y,z,  ...,s,t  ne  peuvent  être  tontes  en- 
semble d'un  ordre  infinitésimal  inférieur  ou  supérieur  à  celui  de  /,  et, 
comme  aucune  particularité  ne  distingue  ces  variables  les  unes  des  autres 
dans  les  n  —  1  premières  équations  (1),  nous  sommes  certains  qu'elles  se- 
ront toutes  du  même  ordre  infinitésimal  que  /. 

Cela  posé,  après  avoir  substitué  dans  (2)  les  valeurs  de  H,  n,  ç,  ...,  o-,t  ré- 
sultant des  équations  (5),  divisons  par  /*«  :  nous  obtenons  une  équation  de 

p 1  /o i\^n 

degré  ç„  en  *— ^ —  dans  laquelle  le  coefficient  de  l- — -. —  est,  kiin  infini- 
ment petit  près,  égal  au  résultat  de  la  substitution  de  a  h  x,  b  à  y,  etc., 
g  à  s,  h  h  t,  dans  l'ensemble  des  teimes  de  degré  q^  de  la  n"™  équation  (1). 
Comme  a,  b,  c,  ...,g,h  peuvent  être  choisis  arbitrairement,  on  pourra 
toujours  faire  en  sorte  que  ce  coefficient  ne  soit  pas  nul  :  l'équation  en 

—, —  aura,  par  suite,  q,^  racines  finies.  De  plus,  k  pouvant  être  quelconque 

i 

et  n'avoir  aucune  relation  avec  les  coefficients  de  l'équation  en  ■ — - — ,   il 

est  évident  qu'aucune  des  racines  de  cette  équation  ne  sera  égale  à  —  r- 

Nous  pouvons  donc  affirmer  que,  dans  l'hypothèse  admise  au  début  de 
cette  démonstration,  à  une  valeur  infiniment  petite    de  /  correspondent 

7i7i  •••  9n  valeurs  finies  de  j,  et,  j)ar  suite,  que  les  valeurs  correspondantes 

de  "k  et  /  sont  du  môme  ordre  infiniU'simal. 
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Cela  posé,  en  considérant  respectivement  /  et  À  comme  l'abscisse  et  l'or- 
donnée d'une  courbe  définie  par  l'équation  (6),  on  déduit  immédiatement 
de  ce  qui  précède  que  cette  courbe  a  un  point  multiple  d'ordre  q^q.,  ...7„_iî, 
à  l'origine  des  coordonnées.  D'où  il  suit  que  la  droite  /  =  ),  rencontrant  ia 
courbe  à  l'origine  en  un  nombre  de  points  au  moins  égal  à  ciiq^---  9„,  ne  la 
rencontre  plus  en  dehors  de  l'origine  qu'en  un  nombre  de  points  au  plus 
égal  à 

Pi/'i---P«  — '7.9-.  ••• '?«  +  -. 

■K  ayant  d'ailleurs  la  signification  donnée  précédemment  (art.  111).  En  dé- 
duisant de  ce  nombre  le  nombre  tv  des  valeurs  égales  de  /  et  )i  auxquelles 
ne  correspondent  pas  des  valeurs  égales  de  x  eil,y  et  r.,  z  et  ç,  etc  ,  s  et  c-, 
tel  t,  c'est-à-dire  des  solutions  du  système  (1),  on  voit  finalement  que  le 
nombre  de  ces  soUitions,  abstraction  faite  de  la  solution  (xz=0,  ?/  =  0,  ..., 
s  =  0,t^=0),  est  au  plus  égal  à 

X.  Revenons  maintenant  au  tbéorème  que  nous  avons  énoncé  ci-dessus 
(art.  IX),  et  supposons  que  x  entre  dans  les  équations  (1)  à  des  degrés 
my,m,,  ...,?«„,  respectivement  moindies  que  Pi,P2>---,Pn'  ^^s  équations  n'of- 
frant d'ailleurs  aucune  autre  paiticularité.  Prenons  7i  nouvelles  variables 
x',7j',z\  . .  ,  s',  i'  liées  à  x,  y,z,  ...,s,t,  par  les  relations 

(10)  x=z  —,  y  —  --^^,  z  =  —,  .  ,s  =  —,t  =  —. 

X  X  x'  X  X 

Par  la  subslifution  de  ces  expressions  dans  les  équations  (1  (,  on  obtien- 
dra un  nouveau  système  d'équations  à  n  inconnues,  dont  les  degrés  seront 
respectivement  égaux  à  ceux  des  équations  dont  elles  dérivent,  c'est-à-dire 
à  Pi,Pi,  '--yPn,  et  dans  lesquelles  manqueront  les  termes  de  degré  inférieur 
àpi  —  nii  pour  la  première,  ja^  —  m^  poiu'  la  seconde,  etc.,  p„  —  m„  pour 
la  w^"^'^('*).  D'après  ce  que  nous  avons  vu  ci-dessus  (art.  IXj,  ce  système 
d'équations  admettra  la  solution 

x'—O,  y'=0,  ...,  s'=0,  l'  =  Q 

à  un  degré  de  multiplicité  au  inoins  égal  à 

{Pi  —  »h){Pi  —  >'ii}  •••  (P«-i ---'««- i)(p« -'»„). 

Or,  d'après  la  première  des  relations  (lOj,  à  chaque  valeur  infiniment 
petite  de  x'  correspond  une  valeur  infiniment  grande  de  x  et  réciproque- 

{*)  Voir  la  note  I  à  la  fin  du  mémoire. 

(**)  Voir  la  démonstration  de  ce  fait  à  la  note  II,  à  la  fin  du  mémoire. 
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ment.  11  y  aura  donc  une  solution  du  système  (I)  d'un  degré  de  multiplicité 
au  moins  égal  à 

qui  correspondra  à  une  valeur  infiniment  grande  de  x  ;  et  le  nombre  indi- 
quant ce  degré  de  multiplicité  devra  être  déduit  de  j^iPa--- /'n-iPn»  si  l'on 
veut  avoir  le  nombre  des  solutions,  en  valeurs  finies,  du  système  (1). 

XI.  Les  i)ropositions  que  nous  avons  démontrées  ci-dessus  peuvent  se  ré- 
sumer de  la  manière  suivante  : 

Si  l'on  désigne  par  Pi,p,,  ■■■,p„-i<Pn  ^^^  degrés  respectifs  de  n  équations  al- 
gébriques à  pareil  nombre  d' inconnues ,  par  m^,  m^,  ...,m,^_i,ni^les  degrés  les 
plus  élevés  auxquelsVune  quelconque  de  ces  inconnues  entre  dans  ces  diverses 
équations,  par  w  le  nombre  des  solutions  en  valeurs  finies  communes  à  ces 
équations  réduites  chacune  à  leurs  termes  du  degré  le  plus  élevé,  et  dans  les- 
quelles l'une  de  ces  inconnues  est  remplacée  par  l'unité,  le  nombre  des  solu- 
tions, en  valeurs  finies,  du  système  des  équations  ainsi  définies  est  égal  à 

p^p.^  ...  pn-iPn  -   y]|  (Pi  — '»i)(/'-2  — "'i)  •■•  (P«-i-»!«--i)(p«-"'«)J— ". 

\]  désignant  la  somme  des  produits  analogues  à  (/>,    -m^){p^  —  m,)  ...  qui 

se  rapportent  aux  diverses  inconnues  x,y,z, ...,  s,  t. 

L'expression  ci-dessus  est  en  même  temps  une  limite  supérieure  du  degré 
de  l'équation  finale  que  Ton  obtiendrait,  en  éliminant,  entre  les  équations  don- 
nées, toutes  les  inconnues  moins  une. 

Si  l'on  suppose  de  plus  que  les  n  équations  données  manquent  respective- 
ment des  termes  de  degré  inférieurs  à  q^,  q, ,<7„_i,  7,;,  le  degré  de  l'équa- 
tion finale  est  susceptible  de  s'abaisser  à 


(Pn—^>h)\ 


p^p,  .../;«_,/),(—  2^  \(p,  — m,)(/;.,  -m.,}  ...  (p„_i  — m„_i) 

—  r/,7,   ...    (In-iqn  —  «■ 


NOTE 


Au  sujet  du  point  mnltij)le  de  la  courbe 

qui  coïncide  avec  l'origine  des  coordonnées,  on   peut  remarquer  que  le 
nombre  des  points  d'intersection  de  cette  couibe  cl  de  la  dioile 


à 
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qui  sont  réunis  à  l'origine,  pourra,  dans  certains  cas,  être  supérieur  à 
à  (Ji^ji  ■•■  fjn-  ^6  fait  se  présentera  lorsqu'une  ou  plusieurs  branches  de  la 
courbe  auront  avec  la  droite,  à  l'origine,  un  contact  d'un  ordre  plus  ou 

moins  élevé;  ou,  autrement  dit,  lorsqu'une  ou  plusieurs  valeurs  de  — — 

seront  infiniment  petites  en  même  temps  que  /. 

En  s'appuyant  sur  un  théorème  dû  à  M.  Halphen  {Bulletin  de  la  Société 
mathématique,  t.  I,  p.  152),  on  peut  même  voir  immédiatement  que  le 
nombre  des  points  d' intersection  de  la  courbe  et  de  la  droite  l=:y.,et  par  suite 
le  nombre  des  solutions,  en  valeurs  infiniment  petites,  du  système  (i),  sera 
égal  à  la  somme  des  ordres  des  valeurs  de  >.  —  /,  correspondant  à  une  va- 
leur infiniment  petite  de  l  considéré  comme  infiniment  petit  principal. 

Cela  posé,  de  la  relation 

on  déduit 

A—  /  .  .p  —  1 


=  ^-\+k- 


Il  -'  '      '      "  /         • 

-    /  (.    I 

Cette  dernière  équation  nous  montre  que  — ^ —  et  '-— —  ne  différent  que 

d'une  quantité  infiniment  petite  par  rapport  à  euj,  ou,  autrement  dit,  sont 
du  même  ordre  infinitésimal. 

Par  suite,  on  peut  dire  que  le  nombre  des  solutions,  en  valeurs  infiniment 
petites,  du  système  (I  ),  est  égal  à  la  somme  des  ordres  des  valeurs  de  p  —  1, 
correspondant  à  une  valeur  infiniment  petite  de  l,  pris  pour  infiniment  petit 
principal. 

L'équation  en  |5  —  \  peut  s'écrire 

f^[,x  +  a[o—\),'Aj  +  h{'.-~\),   ...,  pi  +  /t(?  — 1)]=0. 

Du  développement  par  la  formule  de  Taylor,  il  résulte  que  le  produit  des 
racines  de  cette  équation  en  p  —  1,  qui  correspondent  à  un  système  quel- 
conque de  valeurs  de  x,y,  z,  ...,s,  t,  ed,  à  un  facteur  constant  près, 

fn{?X,?y^9Z.    ...,   çS,ot), 

OU,  plus  simplement, 

/•„(x,y,2,   ...,  s,t), 

en  remarquant  que  p  tend  vers  1,  lorsque  /  tend  vers  0. 

Le  produit  V  des  valeurs  de  o  —  i,  correspondant  aux  diverses  solutions 
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en  X,  y,  z,  ...,s,l,  du  système  formé  des  n  —  1  premières  équations  (1)  et 
de  l'équation  (4),  sera 


V  =  n;i'[/;Mi-,.  •••^Mj]' 


P  désignant  le  nombre  des  solutions  de  ce  système  d'équations 

Or,  cette  dernière  expression  est,  à  un  facteur  constant  près,  égal  au 
premier  membre  de  la  résultante  du  système  formé  des  équations  (l)  et  de 
l'équation  (4). 

Cette  résultante,  une  fois  formée,  donnera  la  valeur  de  V  en  fonction  de 
/;  et,  en  considérant  ce  paramètre  comme  infiniment  petit  principal,  le  de- 
gré le  moins  élevé  de  /  dans  V  sera  égal  à  l'ordre  infinitésimal  de  V,  c'est-à- 
dire,  d'après  ce  qui  précède,  au  nombre  des  solutions,  en  valeurs  infiniment 
petites,  du  système  (1). 

A  la  vérité,  le  problème  ayant  pour  objet  la  recherche  de  l'ordre  infinité- 
simal de  V  semble,  au  premier  aspect,  aussi  compliqué  que  cehii  qui  con- 
sisterait à  former  l'équation  finale  du  système  (1).  Mais  il  est  facile  de  voir 
qu'il  se  simplifie  notablement  par  suite  de  la  faculté  que  l'on  a  de  négliger, 
dans  les  équations  (1),  un  certain  nombre  de  termes. 

Kn  effet,  soit  (.r.,  y.,  z.,  ...,s.,  t.]  une  solution  du  système  formé  desn  — 1 
premières  équations  (I)  et  de  l'équalioii  (4),  pour  une  valeur  infiniment  pe- 
tite de  /.  Il  est  bien  clair  que,  quels  que  soient  les  ordres  infinitésimaux  res- 
pectifs de  X.,  y  ,  2  ,  ...,s.^  t.,  un  terme  tel  que 

appartenant  à  l'une  quelconque  des  équations  (i),  sera  d'un  ordre  infinité- 
simal moindre  que  le  terme 

R'4'  yf  H  ■■■  ^f  n 

appartenant  à  la  même  équation,  et  pour  lequel  on  aurait 
a'  >  a,  f/  >  p,  7'  >  7,  ...,  ;---'  >  y,-''  >  ■', 

un  ou  plusieurs  de  ces  exposants  pouvant  d'ailleurs  être  nuls. 

Pour  le  but  (jue  l'on  se  propose,  on  pouira  négliger  ce  dernier  terme  et 
tous  ceux  d'une  même  é(juation  qui  se  ti'ouveront  dans  le  même  cas. 

Cette  simple  remarque  permettra  de  supprimer  un  assez  grand  nombre 
de  termes  dans  les  é(pmtions  proposées  et  d'arriver  assez  frè(|uemment  dans 
la  pratique  à  la  détermination  exacte  et  com|ilète  du  nombre  des  sol  tions, 
en  valeurs  infiniment  petites,  d'un  système  d'équations  données. 
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NOTE  II 


Considérons  une  équation  do  degré  pan  variables  ,r,  y,  z,  ...,  s,  t,  dans 
laquelle  x  n'entre  qu'au  degré  m<ip,  et  supposons-la  ordonnée  par  rapport 
aux  puissances  croissantes  de  .r.  Elle  sera  de  la  foinie 

(10)  Xp  {y,z,  .■..si)+xx^__^+xhp_,+  .-.+-v\_„=0, 

Xp.  Xp_i.  •••»  Xp^rn  désignant  des  polynômes  en  y,z,  ...,s,  t,  de  degrés  res- 
pectivement égaux  à  p,p  —  1 ,  ...,p  —  m. 

Remplaçons  dans  (10)  les  variables  x,  y,  z,  ...,.s,  ï,par  d'autres  .r'.î/', 
z', ...,  s',  t',  liées  aux  premières  par  les  relations 

1  if  ^      V 

X  X  X 

et  multiplions  par  x^ . 

Il  est  facile  de  voir  qu'un  groupe  quelconque  de  l'équation  (10),  le  groupe 
.r^Xp-(î  P^^' 6^^"^pl6' d^""*^''^  'i*^^  ^  "'^  polynôme  de  degré  p  —  q,  homo- 
gène par  rapport  h  x^y,z,  ...,s,  t;  car 

deviendra,  par  suite  de  la  substitution  des  nouvelles  variables, 

1  /(/'  z'  s'   t'\ 

^i'^'"-'  V'^''.ï''  •••'7''</' 

ou  bien,  en  multipliant  par  x^, 

,v-<i  /.'/'    -'  s'    l'\ 

^     '  \x    X  x'  x'J 

polynôme  homogène  de  degré  p  —  q  en  x',y',  z',...,s',  t',  et  complet  comme 
celui  dont  il  dérive. 

On  voit  donc  qu'au  moyen  de  la  transformation  employée,  l'équation  (10) 
sera  devenue  une  nouvelle  équation  de  degrép  en  r',  y',  z',  ...,s',  t',  dont  la 
seule  particularité  consistera  à  n'avoir  aucun  terme  d'un  degré  inférieur  a 
p  —  m. 
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Construire  la  sphère  osculatrice  en  un  point  de  la  courbe  d'intersection  de 

deux  surfaces  données  ;  par  Nf.  A.  Maknheim. 

(Séance  du  G  mai  1874) 

En  faisant  usage  du  théorème  de  Meusnier,  on  arrive,  comme  l'on  sait,  à 
déterminer  Irés-simpleinent  le  plan  oscillateur  en  un  point  de  la  courbe 
d'intersection  de  deux  surfaces  données.  De  même,  pour  répondre  à  laques- 
lion  que  nous  venons  de  poser,  nous  allons  employer  une  généralisation  du 
théorème  de  Meusnier. 

Voici  cette  généralisation  telle  que  je  l'ai  énoncée  dans  les  Comptes  ren- 
dus de  r Académie  des  sciences  (séance  du  5  fév.  1872). 

Lorsque,  par  le  cercle  osculateur  en  a  d'une  courbe  E  tracée  sur  une  surface 
(S),  on  fait  passer  des  sphères,  celles-ci  coupent  (S)  suivant  des  courbes  dont 
on  obtient  les  centres  de  courbure  de  leurs  développées  sphériques  en  proje- 
tant un  point  fixe  p  sur  ces  sphères. 

Parmi  toutes  ces  sphères,  celle  dont  le  rayon  est  infini  se  réduit  au  plan 
osculateur  de  la  courbe  E,  Si  l'on  élève  à  ce  plan  une  perpendiculaire  du 
centre  de  courbure  de  la  développée  de  cette  courbe,  on  a  une  droite  qui 
contient  le  point  p;  ce  point  est,  du  reste,  dans  le  plan  normal  à  (S)  qui  est 
tangent  en  a  à  la  courbe  E  :  il  est  donc  immédiatement  déterminé. 

Supposons  maintenant  que  la  courbe  E  résulte  de  l'intersection  de  (S)  et 
d'une  surface  (S');  nous  pourrons  déterminer  pour  (S';  un  point  ^'  analogue 
à  p.  Prenons  la  sphère  osculatrice  en  a  à  la  courbe  E,  et  appliquons  le  théo- 
rème précédent.  Il  faut  joindre  le  centre  de  celte  sphère  soit  à  S,  soit  à  /3', 
pour  avoir  le  centre  de  courbure  de  la  développée  sphérique  de  la  courbe 
E  :  donc  le  centre  de  la  sphère  osculatrice  est  sur  la  droite  /3  /5'.  Gomme 
ce  centre  est  aussi  dans  le  plan  normal  en  a  à  la  courbe  E,  il  se  trouve  déter- 
miné à  l'intersection  d'une  droite  et  d'un  plan. 

Cette  solution  exige,  comme  l'on  voit,  que  l'on  sache  construire  les  cen- 
tres de  courbure  des  développées  des  sections  feiles  dans  (S)  et  (S')  par  le 
plan  osculateur  en  a  de  la  courbe  E. 

Le  problème  qui  consiste  à  construire  le  centre  de  courbure  de  la  déve- 
loppée de  la  section  faite  dans  une  surface  par  un  plan  quelconque  se  ré- 
sout comme  je  l'ai  fait  voir  à  la  Société  philomathique  dans  la  séance  du 
27  juin  1874. 
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EXTRAITS   DES   PROCÈS-VERBAUX 


SEANCE  DU  MEHGREDI  6  MAI  1874 

PRKSIDÉE    PAR    M.    RESAL 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 

Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 

MM.  de  Reinach,  banquier,  à  Paris;  R.  Lefébure  de  Fourcy,  à  Paris. 

L'élection  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  fait  à  la  Société  une  communication  Sw 
l'adpulsion  universelle. 

M.  Fouret  communique  à  la  Société  une  note  Sur  les  caractéristiques  des 
courbes  transcendantes. 

M.  R.  Lefébui  e  de  Fourcy  fait  à  la  Société  une  comuumication  Sur  di- 
vers prohlènies  concernant  les  coniques. 

M.  de  la  Gournerie  piésente  à  ce  sujet  quelques  observations. 

M.  Mannheim  fait  à  la  Sociélé  une  connnunication  Sur  la  construction 
directe  des  rayons  de  courbure  de  la  courbe  de  contour  apparent  d'une  sur- 
face qii  on  projette  orthogonalement  sur  un  plan. 


SEANCE  DU  MERCREDI  20  MAI  1874 

PRÉSIDÉE    PAU    M.    RESAL 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 

M.  Laurent,  ayant  donné  sa  démission  de  vice-secrétaire,  la  Sociélé  pro- 
cède, par  la  voie  du  scrutin,  à  son  remplacement.  M.  Fouret,  ayant  obtenu 
la  majorité  des  suffrages,  est  nommé  vice-secrétaire. 

M.  Darboux  fait  à  la  Société  une  communication  Sur  le  choc  des  corps. 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  fait  hommage  à  la  Soi  iété  de  son  Introduction 
à  la  géométrie  descriptive  des  cristalloïdes. 
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SÉANCE  DU  MERCREDI  5  JUIN  1874 

PRÉSIDÉE    PAR    M.    RESAL 

M.  Rienaymé.  communique  à  la  Société  une  note  Sur  une  question  de  pro- 
babilités, et  lui  fait  hommage  de  son  opuscule  intitulé  :  Considérations  à 
l'appui  de  la  découverte  de  Laplace  sur  la  loi  de  probabilité  dans  la  méthode 
des  moindres  carrés. 

M.  Darboux  fait  à  la  Société  une  communication  Sur  la  surface  lien  des 
centres  de  courbure  de  Vellipso'ide. 

M.  Resal,  communique  à  la  Société,  de  la  part  de  M.  Poincaré,  élève  à 
l'École  polytechniijue,  une  note  Sur  la  théorie  du  pendide  conique. 

M.  Darboux  présente  à  ce  sujet  quelques  observations. 

M.  Halphen  communique  à  la  Société  Quelques  conséquences  d'un  théorème 
de  M.  Broch  sur  la,  sommation  de  certaines  intégrales. 

M.  Fouret  communique  à  la  Société  un  théorème  Sur  une  propriété anhar- 
monique  du  triangle. 


SEANCE  DU  MERCREDI  17  JUIN  1874 

PRÉSIDÉE   PAR    M.    ANDRÉ 

Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 

M.  Brio.sclii,  professeur  à  l'Université  de  Pavie. 

L'élection  auia  lieu  dans  la  prochaine  séance. 

M.  dePolignac  fait  hommage  à  la  Société,  de  la  part  de  M.  Sylvoster,  du 
résumé  d'une  conférence  qu'il  a  faite  récemment  à  Londres,  sur  les  systèmes 
articulés  de  M.  Peaucellier. 

M.  Mannheim  présente  à  la  Société  quelques  développements  sur  celte 
question. 

M.  Halphen  expose  à  la  Société  un  théorème  de  M.  Weyr  Sur  les  lignes  de 
courbure  des  surfaces  gauches. 

M.  Fouret  coinnui nique  à  la  So(nélé  la  Démonstration  d'un  théorème  sur 
les  systèmes  (p.  =  I). 

M.  Mannheim  coinnnmiqiic  à  la  Sociélé  une  note  Sur  le  déplacement  d'un 
faisceau  de  plans. 
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SÉANCE  DU  MERCREDI  1"  JUILLET  187-4 

PRÉSIDÉE    PAR    M.    RESAL 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 

Madame  Poncelet  fait  hommage  à  la  Société  des  numéros  de  septembre 
1875  à  mars  1874  des  Monatsberichte  de  l'Académie  de  Berlin.  La  Société 
charge  M.  le  Président  de  vouloir  bien  offrir  ses  remerciements  à  ma- 
dame Poncelet. 

M.  Fouret  communique  à  la  Société  Une  méthode  géométrique  pour  inté- 
grer un  certain  type  d'équation  différentielle. 

M.  Darboux  présente  à  ce  sujet  quelques  observations. 

M.  Darboux  communique  à  la  Société  un  mémoire  Sur  des  propriétés  mé- 
triques nouvelles  des  surfaces  du  second  degré. 

M.  Jordan  fait  à  la  Société  une  communication  Sur  la  transformation  des 
polynômes  bilinéaires. 

M.  Darboux  présente  à  ce  sujet  quelques  observations. 

M.  Halphen  communique  à  la  Société,  de  la  part  de  M.  Mannheim,  une 
note  Sur  la  construction  de  la  splière  osculatrice  en  un  point  de  la  courbe 
d'intersection  de  deux  surfaces. 

M.  Halphen  communique  à  la  Sociélé  Quelques  résultats  relatifs  au  genre 
des  courbes  et  aux  fonctions  abéliennes. 


SEANCE  DU  MERCREDI  29  JUILLET  1874 

PRÉSIDÉE    PAR    M.    DE    LA    GOURNERIE 

Le  secrétaire  annonce  que  l'Académie  royale  des  sciences  d'Amsterdam 
accepte  le  Bulletin  en  échange  de  ses  Publications. 

Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 

M.  Adolphe  Benoist,  docteur  en  droit,  à  Chalon-sur-Saône. 

La  Société  décide  que  l'élection  aura  lieu  immédiatement,  cette  séance 
étant  la  dernière  avant  les  vacances. 

M.  Adolphe  Benoist  est  élu. 

M.  Fouret  communique  à  la  Société  une  note  Sur  certains  groupes  de 
surfaces  définies  par  deux  caractéristiques. 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  fait  à  la  Société  une  communication  Sur  les 
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figures  systématiques  des  dix  chiffres  usités  en  Angleterre  dons  la  typographie 
en  relief,  et  dépose  sur  le  Bureau  un  exemplaire  de  la  Statistique  des  che 
mins  de  fer,  dont  il  fait  hommage  à  la  Société. 


1 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS 


Sur  les  propriétés  métriques  des  surfaces  du  second  degré;  par  M.  G.  Darboux. 

(Séance  du  1"  juillet  1874) 

I.  On  sait  qu'étant  donnée  une  conique  sphérique,  il  existe  trois  séries  de 
petits  cercles  doublement  tangents  à  la  conique.  Les  cercles  d'une  même 
série  ont  leurs  centres  sur  le  même  axe  de  la  conique.  Un  calcul  facile  con- 
duit aux  propositions  suiv;intes  : 

Théorème  1.  —  Pour  toutjmnl  de  la  conique,  il  existe  un  rapport  constant 
entre  le  sinus  de  l'arc  tangent  mené  de  ce  point  à  un  petit  cercle  fixe  double- 
ment tangent  à  la  conique  et  le  sinus  de  l'arc  perpendiculaire  abaissé  de  ce 
point  sur  l'arc  de  contact  du  petit  cercle  et  de  la  conique. 

Théorème  H.  —  La  somme  ou  la  différence  des  arcs  tangents  qu'on  peut 
mener  d'un  point  d'une  conique  sphérique  à  deuv  petits  cercles  doublement 
tangents  d'une  même  série  est  constante. 

Ces  propositions  transformées  par  la  théorie  des  figures  supplémentaires 
conduisent  aux  deux  suivantes  : 

Théorème  m.  —  Étant  donnés  une  conique  sphérique  et  un  cercle  doublement 
tanqcnt,  il  existe  un  rapport  constant  entre  le  sinus  de  l'angle  sous  lequel  un 
arc  de  qrand  cercle  tangent  à  la  conique  est  coupé  par  le  petit  cercle,  et  le  si- 
nus de  l'arc  perpendiculaire,  abaissé  du  pôle  de  l'arc  de  contact  par  rapport 
à  ta  conique,  sur  l'arc  tangent. 

Théorème  IV.  —  La  somme  ou  la  différence  des  angles  sous  lesquels  un  arc 
de  grand  cercle  tangent  à  la  conique  sphérique  coupe  deux  petits  cercles  dou- 
blement tangents  d'une  même  série  est  constante. 

Ces  propositions,  qui  comprennent  couime  cas  particulier  les  propriétés 
des  arcs  cycliques,  s'étendent  sans  ditliculté  aux  coniques  planes,  et  l'on 
obtient  alors  les  théorèmes  suivants  : 

Théorème  V.  —  Étant  donnés  une  conique  plane  et  un  cercle  doublement 
tangent,  il  existe  un  rapport  constant  entre  la  perpendiculaire  abaissée  du  pôle 
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de  la  corde  de  contact  de  ce  cercle  et  de  la  conique  sur  une  tangente  quel- 
conque et  le  sinus  de  V angle  sous  lequel  cette  tangente  coupe  le  cercle. 

Théorème  VI.  —  La  somme  ou  la  différence  des  anfjles  sous  lesquels  une 
tangente  à  la  conique  coupe  deux  cercles  doublement  tangents  d'une  même 
série  a  une  valeur  constante. 

Nous  nous  proposons  de  démontrer  des  propositions  analogues  relatives 
aux  surfaces  du  second  ordie. 

II.  Soit 

(1)  ^+f;+?=i 

^  '  a-      0'      c' 

'équation  d'une  quadrique.  Une  sphère  doublement  tangente  à  la  surface  et 
ayant  son  centre  dans  le  plan  des  zij  aura  pour  équation 

(2)  x"-  +  {ij-7jr-+{z-zr-=7^% 

où 


b'^  —  a-      c-  — 
et  l'équation  de  la  surface  pourra  s'écrire 

Prenons  sur  la  surface  un  point  quelconque  {Xy,yi^,z^)ei  cherchons  l'angle 
sous  lequel  le  plan  tangent  en  ce  point  coupe  la  sphère  représentée  par 
l'équation  (2).  Cet  angle,  que  nous  appellerons  V,  sera  donné  par  la  formule 


.(,2      "I"      /.2 

ces  V  : 


yvi 


\/i-^î^î\/^{'-b^ 


qui  exprime  que  cos  V  est  le  quotient  de  la  distance  du  centre  de  la  sphère 
au  plan  par  le  rayon  de  la  sphère.  Gela  posé,  exprimons  x^,  y^,^^  en  fonc- 
tion des  coordonnées  y,  z  du  point  où  la  normale  en  (^i,î/i,2i)  rencontre  le 
plan  des  yz.  On  a 

_     b-y        ^  _      cH         x\  _  bhf-  c"-z^ 

J/l  —  r-:  z,     ^,  —  -:; \i     —  —  1 


t^  —  a-'    ^^       c-  —  a-'    a^  [b'-—a-^Y      (c-— o*)^ 

En  substituant  ces  valeurs  dans  cos  V,  on  trouve 

yy'      ,     ^^'        I 

t'-*  —  a  '       c-*  —  rt- 

{1^\        cos  V  = 


»/i_    y'     •    "    A  A      y" 

y  '       fcï  _  a'      c-  -  a"-  V  ?'«  —  a^ 


a- 
10 
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La  symétrie  de  celte  formule  conduit  à  la  remarque  suivante  :  Étant  don- 
nés deux  points  M, M'  de  la  quadrique,  et  les  sphères  tangentes  en  M,. M', 
ayant  leurs  centres  dans  le  même  plan  principal,  l'angle  sous  lequel  le  plan 
tangent  en  M  coupe  la  sphère  tangente  en  M'  est  égal  à  celui  sous  lequel  le 
plan  tangent  en  M'  coupe  la  sphère  tangente  en  M.  Mais  la  forme  de  l'expres- 
sion précédente  nous  conduite  un  théorème  plus  important. 

Faisons  correspondre  à  un  point  quelconque  M  de  l'ellipsoïde  un  plan  va- 
riable, 

mX  +  «Y4-pZ  =  0, 

de  la  manière  suivante.  Désignons,  comme  nous  l'avons  déjà  fait,  par  y,  z  les 
coordonnées  du  point  où  la  normale  en  M  vient  couper  le  plan  principal,  et 
posons 

m=l,    n=  =1    /)= 


y/a-  —  b-  v'a*  —  c-  ' 

alors  à  un  autre  point  M',  pour  lequel  y,z  seront  remplacés  par  y',  s',  cor- 
respondra un  nouveau  plan  tel  que  l'on  ait 

et  la  formule  (5)  deviendra 

mm'  +  7in'  4-  pp' 


cos  V  = 


y/m*  4-  ?i*  +  P'  \Jm'-  ■+-  7i'^  +  p'* 


Donc  V  seia  é^i;al  à  l'angle  des  deux  plans  correspondants  aux  deux  points 
M, M'.  Nous  avons  donc  le  résultat  suivant  : 

Soient  M,  A, B,C  quatre  points  de  la  quadrique  ;  (M),  (A),  (B),  (C)  les  qua- 
tre plans  correspondants  tels  que  nous  venons  de  les  définir;  Sj,,  S^,  Sg,  Se 
les  quatre  sphères  tangentes  en  M,A,B,G  à  la  quadrique  et  ayant  leurs  centres 
dans  le  plan  des  ?/i.  Les  angles  du  plan  tangent  en  M  à  la  quadrique  avec  les 
trois  sphères  S^,Sb,  S,,  sont  égaux  anx  angles  que  fait  le  plan  variable  (M) 
avec  les  trois  plans  (A),  (B),  (C).  Donc  : 

Thkorkme  vil.  —  Élanl  données  une  quadrif/ue  et  trois  sphères  doiihlemenl 
lamjentes  d'une  même  série,  il  y  a  entre  les  (nujles  que  fait  un  plan  tangent 
variable  avec  ces  trois  sphères  la  même  relation  ([11  entre  les  angles  d'un 
plan  variable  avec  les  trois  faces  d'un  trièdrc  ji.re. 

Aulrcnienl  :  les  angles  (pie  fait  le  [dan  lani:entavec  les  trois  sphères  sont 
ég.uix  aux  angles  (pie  fait  un  plan  variable  .ivec  les  trois  faces  d'un  trièdre 
fixe  ronvcuablenient  choisi. 
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III.  La  relation  entre  les  angles  que  fait  un  plan  variable  (M)  avec  trois 
plans  fixes  (Aj,  (B),  (C)  est  bien  connue.  Elle  se  met  sous  la  forme  suivante  : 


(4) 


1       cosAM  cosBM  ces  CM 

ces  MA        1  cos  BA  cos  CA 

CCS  MB    cos  AB  1  cos  CB 

cos  MC    cos  AC  cos  BG       1 


=  0. 


On  peut  déduire  de  cette  relation  une  équation  entre  les  distances  de  trois 
points  d'un  plan  principal  d'une  quadrique  à  un  plan  tangent  quelconque. 
Soient  (Pi,vi),  (Pa.ya),  {p-^,%)  les  coordonnées  des  centres  des  sphères  S^.Sjj, 
S(,.  Appelons  d^^,  cU,  d.  les  distances  de  ces  centres  au  plan  tangent  en  M,  et 
posons 


^i 


im 


b'^  —  a^ 


Soient  en  outre  R^,  Pi2,Pi3  les  rayons  des  sphères  Sa,Sb,Sc.  D'après  les  for- 
mules déjà  données,  on  aura 


cos  AB  =-. 


v/Pi.P».. 

On  a  d'ailleurs  évidemment 


,  cos  AC  : 


R:=:a^P33, 


Pl3 


V^li  f-o3 


,  cos  BC  : 


h 


VP2.  P53 


cosAM  =  ^,  cosBM  =  =r--,  cosCM=rp. 
ri  1  Ko  i\~ 


L'équation  (4)  prendra  donc  la  forme 


(5) 


a*  rf,  d,  ^3 

ai  Pu  P.2  P.3 

rf,  P21  p..  P25 

d-.  P3i  P32  P35 


Telle  est  la  relation  entre  les  distances  de  trois  points  fixes  du  plan  des 
yz  à  un  plan  tangent  variable. 

Examinons  quelques  cas  particuliers. 

Supposons  d'abord  que  les  centres  des  trois  sphères  S^^^,  8^,8^  forment  un 
triangle  conjugué  par  rapport  à  la  focale  F^  de  la  surface,  qui  se  trouve  dans 
le  plan  des  yz.  On  aura 

^,,  =  ^,,  =  ^,,  =  0, 


et  l'équation  (5)  deviendra 


1  =--i  + 
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c'est-à-dire,  la  somme  des  carrés  des  cosinus  des  angles  que  fait  le  plan 
tangent  variable  avec  les  trois  sphères  fixes  ainsi  choisies  est  constante. 

Supposons  maintenant  que  les  trois  points  soient  pris  sur  la  focale  Y^.  On 
aura 

•     fi,,  =?.,,-=  ^,,  =  0, 

et,  en  faisant 

pj,  =  B,     6,3=  B',     1^,2  =r.B", 

l'équation  (5)  devient  alors 

(6)    BB'B"a-  =  -  B'-d-'  —  ^'H"^  -  B"'rf"-  +  2B'B"rf'rf"  +  2BB"dd"  +  2BB'c/rf'; 

c'est  la  relation  qui  existe  entre  les  distances  de  trois  foyers  fixes  à  un 
plan  tangent.  Soit 

l'équation  (6)  exprime  que  la  surface  du  triangle  ayant  pour  côtés  a,  a',  ci" 
est  constante.  D'où  cette  proposition  : 

Théorème  Vlll.  —  Si,  de  trois  foyers  pris  sur  une  même  focale,  on  abaisse 
des  perpendiculaii'es  sur  un  plan  UuKjent  quelconque,  la  surface  du  triangle 
construit  avec  les  moyennes  proportionnelles  à  ces  trois  distances  et  à  trois 
nombres  fixes  est  constante. 

Cette  propriété  des  foyers  est  caractéristique.  Elle  peut  être  considérée 
comme  la  généralisation  de  l'équation 

dd'  =  b\ 

qui  exprime  que  le  produit  des  distances  des  deux  foyers  d'une  conique  à 
une  tangente  est  constant. 

Pour  que  les  éléments  de  l'énoncé  soient  réels,  il  faut  que  les  foyers  soient 
pris  sur  la  focale  elliptique. 

Quant  au  théorème  VII,  il  est  clair  qu'il  est  la  généralisation  du  théo- 
rème VI  relatif  auxconicjues,  qu'on  peut  énoncer  ainsi  : 

Il  y  a  la  même  relation  entre  les  angles  que  fait  une  tangente  variable 
à  la  conique  avec  deux  cercles  doublement  tangents  d'une  même  série, 
qu'entre  les  angles  d'une  droite  variable  avec  deux  droites  fixes. 

IV.  Le  théorème  Vil  constitue  un  nouveau  mode  de  génération  des  sur- 
faces du  second  degré.  On  peut  en  indiquer  plusieurs  autres.  Citons  les  pro- 
positions suivantes  : 

TiiLoiiÈME  IX. —  Eta7it  donnés  deux  cercles  fixes  (C),  (C)  sur  une  sphère,  si 
un  petit  cercle  variable  se  meut  sur  celte  sphère  de  telle  manière  que  le  sinus 
de  l'anijle  qu'il  fait  avec  le  cercle  (C)  soit  proportionnel  au  cosinus  de  l'amjle 
qu'il  fait  avec  le  cercle  (C),  son  plan  enveloppe  une  quadrique. 
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Réciproquement  :  Étant  donnés  une  surface  quelconque  du  second  ordre  et 
une  sphère  doublement  tangente,  soit  (C)  un  cercle  d'intersection  de  la  sphère 
et  de  la  quadrique,  soit  (C)  le  cercle  de  la  sphère  qui  se  trouve  dans  le  plan 
polaire  par  rapport  à  la  sphère  du  pôle  du  plan  du  cercle  (C)  par  rapport  à  la 
quadrique  ;  le  plan  tangent  à  la  quadrique  coupe  la  sphère  suivant  un  cercle 
tel  que  le  simis  de  V angle  qiiil  fait  avec  le  cercle  (C)  soit  proportionnel  au 
cosinus  de  l'angle  qu'il  fait  avec  le  cercle  (C). 

Voilà  un  premier  exemple  d'une  relation  à  deux  éléments  seulement,  pro- 
pre à  définir  toute  quadrique.  En  voici  un  autre  plus  élégant  : 

Théorème  X.  —  V  enveloppe  du  plan  d'un  cercle  (U),  coupant  deux  cercles 
fixes  (C),  (C)  d'une  même  sphère  sous  des  angles  dont  la  somme  soit  constante, 
est  une  quadrique  doublement  tangente  à  la  sphère. 

Soit  en  effet 

X'-  4-  y»-  +  2»  _  R2  =  0 

l'équation  de  la  sphère,  et  soient  («,8,7),  (a',^','/)  les  pôles  des  deux  cercles 
(C),  (C).  Soient  x,  j/,z\es  coordonnées  du  pôle  du  cercle  variable  (U).  L'an- 
gle e  des  deux  cercles  (U),  (C)  sera  donné  par  la  formule 

COS  9  =  •' — ,'  =  -73, 

V'a^  +  P2  +  f  —  R'^    y/^2  +  ,/+22_R2        y^S 


OÙ  l'on  a  posé 

p  — 

De  même,  en  posant 


P  =  f^^±|L±^^^,  S  =  x^-  +  f  +  z'^-R''. 


on  aura,  pour  l'angle  6'  de  (U)  et  de  (C),  la  formule 

0 
cos6'=-. 

L'équation 

t 

qui  prend  la  forme 

cos-9  +  cos*6'  —  2  cos6  cos6'  cosi{'  =:  sin-ij', 
nous  donnera  donc 

pï  +  02  —  2PQ  COS  «j>  =  S  sin2  <\). 
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Celte  équation,  qui  contient  x,  y,  z,  représente  par  conséquent  le  lieu  du  pôle 
du  cercle  variable  (U).  Comme  elle  est  du  second  degré,  on  voit  que  le  plan 
du  cercle  variable  enveloppera  une  quadrique,  ce  qui  démontre  notre  pro- 
position. On  établira  sans  difficulté  la  réciproque  suivante: 

Théorème  XI.  —  Eta7it  données  une  quadrique  quelconque  et  une  sphère 
doublement  tangente  coupant  la  quadrique  suivant  deux  cercles  (C),  (C),  un 
plan  variable  tangent  à  la  quadrique  coupera  la  sphère  suivant  un  cercle  qui 
fera  avec  les  cercles  fixes  (C),  (C)  des  angles  dont  la  somme  sera  constante. 

Malheureusement  les  éléments  qui  figurent  dans  cette  proposition  ne  sont 
tous  réels  que  si  la  quadrique  est  réglée  et  si  l'on  prend  une  quelconque  des 
sphères  la  coupant  suivant  deux  cercles  réels. 

V.  On  peut  généraliser  la  proposition  précédente  en  considérant  au 
lieu  d'une  sphère  doublement  tangente  à  la  quadrique  une  sphère  quel- 
conque. 

Soit 

a;*  +  y*  +  s-  —  2occ  ~  2p7/  —  2f 2  4-  5  =  Kx'-  +  B?/2  +  Cz- 

réquation  d'une  quadrique  (Q)  passant  par  l'intersection  d'une  sphère  (S) 

a;*  +  y2  +  2^— 2aa;  — 2Pî/  — 27Z  +  <^  =  0, 
et  du  cône 

Soit  M(.r,î/,2)  un  point  de  la  surface,  k{x'  ,y\%')w\\  point  quelconque.  L'an- 
gle V  suivant  lequel  se  coupent  les  cercles  situés  dans  les  plans  polaires  de 
A  et  de  M  par  rapport  à  la  sphère  est  donné  par  la  formule 

^^gY x[^  —  g)  +  y[y'  —  P)  4-  ^[z'—i)  +  ^  —  ox'  —  ^Af  -  -^z' 


\Jx--\-  y-+z^  —  2aa;  —  2pî/  —  'liz-^-S \Jaf'^+  y'-^^z"^—  Iclx'—  'l^y'—  2^;'  +  S 
Assujettissons  le  point  A  {x',y',z')  aux  conditions  suivantes  : 

B  —  ajc'—fjy'—^z'  =  0, 
(£JZ^  +  il^^  +  K"")^)'  =  S'=x'-^+y"^  +  z''-  -  lax'—  2Py'- 2-^2'  -^  ^. 

» 

Alors  le  point  A  pourra  occuper  toutes  les  positions  sur  une  conique  fixe  re- 
présenté»' par  les  deux  équations  précédentes,  et  qu'on  reconnaîtra  facilement 
être  la  ligne  doubl^  de  ladéveloppable  circonscrite  à  (S)  et  à  ((J)  située  dans 
le  plan  polaire  de  Torigne  qui  est  le  même  par  rapport  à  ces  deux  surfaces. 
En  tenant  compte  des  relations  précédentes,  on  pourra  poser 


=  m'  v^  ,    ^^-^■-  =n'  v'S',     ^—yr^-  =  P'  v'S', 


V^À  v^B  v/C 
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et  cos  V  prendra  la  forme 

m' xsjh.  +  n'  7/^B  +  p'  z\/C 


cos  V  := 


sjm'^  +  n'-  +  p'-  sjkx-  +  B^'-^  +  Ca« 
Si,  au  point  [x,y,z)  M  delà  surface,  on  fait  correspondre  le  plan 

îiX-f-vY+   'i'Zr=0, 

par  les  relations 

la  formule  précédente  prendra  la  forme 
cos  V  =  - 


mu -f- nv  -f- piv 


v/m'^  +  n'-  +/?'-  \/u'  +  «'^  +  î<;- 

Tseradonc  l'angle  des  deux  plans 

m'X  +  n'Y  +  /)'Z  =  0, 

définis  par  ce  qui  précède.  On  a  donc  la  proposition  suivante  : 

Étant  données  une  quadrique  (Q)  et  une  sphère  (S),  si  l'on  prend  trois 
points  quelconques  A,  B,  C  sur  une  des  lignes  doubles  de  la  développal)le 
circonscrite  à  (S)  et  à  (Q),  et  que  l'on  considère  les  cercles  (A),  (B),  (C),  (M) 
situés  dans  les  plans  polaires  des  points  A,  B,  C,  M  par  rapport  à  la  sphère, 
quand  le  point  M  décrira  la  quadrique  (Q)  le  cercle  correspondant  (M)  Fera 
avec  les  trois  cercles  fixes  (A),  (B),  (G)  les  mêmes  angles  qu'un  plan  va- 
riable avec  les  trois  faces  d'mi  trièdre. 

En  transformant  par  la  méthode  des  polaires  réciproques,  nous  obtenons 
le  résultat  suivant  : 

Théorème  Xll.  —  Étant  données  une  quadrique  et  une  sphère,  7in  plan  tan- 
gent à  la  quadrique  coupe  la  sphère  suivant  un  cercle  variable  (U).  Adjoi- 
gnons à  ce  cercle  variable  trois  cercles  fixes,  intersections  de  la  sphère  et  de 
trois  plans  tançfknts  quelconques  à  l'un  des  cônes  qui  passent  par  i intersec- 
tion de  la  sphère  et  de  la  quadrique.  Le  cercle  variable  (U)  fera  avec  ces 
trois  cercles  fixes  les  mêmes  angles  qu'un  plan  variable  avec  les  trois  faces 
d'un  trièdre. 

VI.  Nous  terminerons  en  indiquant  une  dernière  propriété  générale  des 
quadriques. 

Proposons-nous  de  trouver  le  lieu  des  centres  des  sphères  coupant  trois 
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sphères  données  sous  des  angles  dont  les  différences  soient  connues. 
Soient 

S=rd»— Rî  =  0,     S'  =  fi'2— R'^=0,    S"  =  rf''^  -  R"*  =  0 

les  équations  des  trois  sphères,  d,d\d"  désignant  les  distances  à  leurs  cen- 
tres, R,R',R",  leurs  rayons.  Soit  p  le  rayon  de  l'une  dos  sphères  cherchées; 
elle  coupera  d'après  les  conditionsdu  problème  les  trois  sphères  (S),(S'),fS") 
sous  des  angles  qu'on  pourra  représenter  par  a+w,  a'  +w,  a"  -t-w,  a, a', a" 
étant  des  nombres  fixes,  oj  une  inconnue.  Appelons  d,d',d"  les  distances  du 
centre  de  cette  sphère  à  ceux  des  trois  sphères  (S),  (S'),  (S").  On  devra  avoir 
les  équations 

d«  -  R-  -  P«          ,         ,      rf'*  —  R'-  —  ç'-  ,  ,  ' 
^j^=cos(a  +  co),     — =cosK-i-<o), 

— =cos  {*"  +  .), 

entre  lesquelles  il  faudra  éliminer  p  et  w.  Posons 

—  pcos  (ù=:u,     p sin  w :=  y, 
elles  prendront  la  forme 

d-=:{u  —  Rcosa)-+(j)  —  Rsina)-, 

d'2  =  [u  —  R'  CCS  a')*  -f  (j;  —  R'  sin  y.')-, 

d"*  =  {u—  R"  CCS  a")2  +  (y  —  R"  sin  a")^, 

équations  entre  lesquelles  il  faudrait  éliminer  ii,v.  Or  cette  élimination  est 
inutile,  car  CCS  équations  expriment  que  les  distances  d'un  point  variable  du 
lieu  aux  centres  des  sphères  (S),  (S'),  (S")  sont  respectivement  égales  aux 
distances  d'un  point  variable  d'un  certain  plan  {u,v)  à  trois  points  fixes 
(R  cosa,  Rsina),  (R'cosa,  R'siua),  (R"cosa",  R"sina")  de  ce  plan.  Donc, 
d'après  le  théorème  de  Jacobi,  le  lieu  décrit  par  le  centre  sera  une  qua- 
drique  ayant  pour  fovers  situés  sur  la  même  focale  les  centres  des  sphères 

(S),  (S').  (S"). 

On  démontrera  sans  peine  la  réciproque  suivante,  remarquable  par  sa 
généralité  : 

TiiKORÏiME  Xlll.  —  Étant  données  vne  quadrique  quelconque  et  une  sphère 
(S)  doublement  tangente  à  celte  surface,  construisons  toutes  les  sphères  (S'), 
(S"),...  ayant  pour  centres  les  foyei'S  situes  dans  le  même  plan  principal  que 
le  centre  de  la  sphère  (S)  et  passant  par  les  deux  points  de  contact  de  cette  || 
sphère  et  de  la  quadrique.  Une  sphère  variable  aijant  son  centre  sur  la  sur-  ' 
face  et  coupant  à  amjle  droit  ta  sphère  (S)  coupera  les  sphères  (S'),  (S"),  ... 
sous  des  amjles  dont  les  différences  seront  constantes. 
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CoROLLMRE.  —  La  quacliiquo  peut  être  considérée  comme  le  lieu  des 
centres  des  sphères  coupant  sous  dos  angles  dont  les  différences  soient 
constantes,  trois  sphèrts  ayant  pour  centres  trois  foyers  quelconques  pris 
sur  la  même  focale  et  se  coupant  en  un  point  de  la  surface. 

On  peut  aussi  la  définir  comme  le  lieu  des  centres  des  sphères  coupant  à 
angle  droit  une  sphère  fixe  et  coupant  deux  des  sphères  précédentes  sous 
des  angles  dont  la  différence  soit  constante. 

Je  terminerai  en  énonçant  la  proposition  suivante,  qui  se  rattache  à  ce 
sujet  d'études  : 

Théorème  X1\  .  —  Etant  donnée  une  quadrique,  il  existe  trois  couples  de 
deux  sphères  fixes  telles  que  les  plans  tangents  en  tous  les  points  d'une  ligne  de 
courbure  [asseoit  avec  deux  sphères  de  l'un  des  couples  des  angles  dont  la 
somme  soit  constante. 

Ces  sphères  sont  celles  qui  coupent  la  surface  suivant  quatre  droites  et 
qui  ont  déjà  été  considérées  dans  d'autres  relations  métriques.  Ainsi,  dans 
le  cas  de  l'ellipsoïde,  deux  couples  de  sphères  sont  réels. 

Il  y  a  d'abord  les  deux  sphères  ayant  leurs  centres  sur  le  grand  axe  et 
intérieures  à  lellipsoïde,  La  somme  ou  la  différence  des  tangentes  menées 
d'un  point  d'une  ligne  de  courbure  à  ces  deux  sphères  est  constante. 

Il  y  a  ensuite  les  deux  sphères  conjuguées  ayant  leurs  centres  sur  le  petit 
axe  ;  les  deux  sphères  étant  extérieures  à  l'ellipsoïde  seront  coupées  par  les 
plans  tangents  en  tous  les  points  d'une  ligne  de  courbure  sous  des  angles 
dont  la  somme  ou  la  différence  sera  constante. 


Sur  une  question  de  probabilite's ;  par  M.  Bienaymé. 

(Séance  du  3  juin  1874) 

Soit  n  observations  consécutives  données  en  grandeur  numérique  ;  si  on 
les  représente  par  des  droites  placées  à  côté  les  unes  des  autres,  et  qu'on 
joigne  les  extrémités  de  ces  droites  par  une  ligne  brisée,  le  nombre  des 
maxinia  et  des  minima  sera  probablement  égal  à 


2?i— 1         .  .   /l(j/i  — 29 


^t\J. 


45 

a  probabilité  correspondant  à  t  étant  donnée  approximativement  par  l'inté- 
grale bien  connue 

-r:    Ç   e-^-dx- 
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II  ost  bien  entendu  que  ce  résultat  se  rapporte  au  cas  très-général  qui  ne 

comprend  que  des  valeurs  possibles  à  probabilité  infiniment  petite,  ou  des 

valeurs  à  probabilité  finie,  non  susceptibles  de  répétition.  Le  nombre  des 

niaxima  serait  différent  dans  le  cas  de  répétition.  Ainsi,  pour  deux  valeurs 

Il  — |—  i 
reproduites  indéfîniinent,  le  résultat  moyen  serait  seulement  — 3—- 


FIN     DD     TOME    DEUXIEME 


1 


TABLE  DES  MATIÈRES 


État  de  la  Société  au  51  janvier  1874 5 

EXTRAITS   DES    P ROC  ES- VE R B A U X 

Séance  du  mercredi  5  novembre  1873 9 

Séance  du  mercredi  19  novenilire  1873.  . 9 

Séance  du  mercredi  3  décembre  1875 , ^.    .  10 

Séance  du  mercredi  17  décembre  1873 10 

Séance  du  mercredi  14  janvier  1874 64 

Séance  du  mercredi  28  janvier  1874 66 

Séance  du  mercredi  11  lévrier  1874 66 

Séance  du  mercredi  25  février  1874 67 

Séance  du  mercredi  11  mars  1874.  ...           67 

Séance  du  mercredi  25  mars  1874 67 

Séance  du  mercredi  8  avril  1874 68 

Séance  du  mei'credi  22  avril  1874 68 

Séance  du  mercredi  6  mai  1874 141 

Séance  du  mercredi  20  mai  1874 141 

Séance  du  mercredi  5  juin  1874 142 

Séance  du  mercredi  17  juin  1874 142 

Séance  du  mercredi  1°' juillet  187  i 145 

Séance  du  mercredi  29  juillet  1874 145 

MÉMOIRES   ET  COMMUNICATIONS 

Mémoire  sur  la  détermination  des  coniques  et  des  surfaces  du  second  ordre;  par  M.  Hal- 
phen   11 

Recherches  de  géométrie  à  h  dimensions;  par  M.  Halphen 34 

Sur  la  détermination  des   caractéristiques  dans   les    courbes  de  degré   supérieur;  p;u- 

M.  Saltel 52 

Sur  la  durée  des  oscillations  du  pendule  composé;  par  M.  de  Saint-Germain 54 

Sur  le  déplacement  d'un  solide  invariable;  par  M.  Halphen .  56 

Du  facteur  constant  dans  l'expression  de©  [x]  en  produit  illimité  ;  par  M.  de  Saint-Gekmain  62 

Sur  le  plan  osculateur  et  sur  la  sphère  osculatrice  ;  par  M.  Saltel.        64 

Sur  quelques  propriétés  des  courbes  gauches  algébriques  ;  par  M.  Halphen 6 


—  ise  — 

Mémoire  sur  les  systèmes  généraux  de  courbes  planes,  algébriques  ou  transcendantes, 

défuiis  par  doux  caractéristiques;  par  M.  Fouret 72 

Sur  la  théorie  des  roulcites  pauclies;  par  M.  H.  LAunEXT 8i 

Sur  un  point  de  la  théorie  du  contact;  par  M.  Halphen 94 

Sur  les  courbes  planes  transcendantes,  susceptibles   de  faire  partie  d'un  svi-tème  (u.v); 

par  M.  FouiiET 9G 

Mémoire  sur  une  application  de  la  théorie  des  substitutions  à  l'étude  des  équations  dillé- 

rentielles  linéaires;  par  M.  Camille  Jordan 100 

Détermination  du  nombre  exact  des  solutions  d'un  système  de  n  équations  algébriques  à 

?i  inconnues;  par  M.  Fouret 127 

Construire  la  sphère  osculatrice  en  un  point  de  la  courbe  d'intersection  de  deux  surfaces 

données;  par  M.  A.  Manmieim 140 

Sur  les  propriétés  métriques  des  surfaces  du  second  degré;  par  M.  G.  Darboux 144 

Sur  une  question  de  probabilités;  par  M.  Biekayjié lôô 


« 


i 


l'AlllS.     —    IMP.    SIMON    KAÇOti    KT    COMl'.,    HUE   0  LIlFUIlTIl  ,   1. 


BULLETIN 


r  r 


SOCIETE  MATHEMATIQUE 

'V' 

DE  FRANCE 


k 


COMITÉ  DE  HEDACTIOÎS 


BRISSE  (Ch.) 
JORDAN    (Camille) 
LAGUERRE 
LEVY    (MauÎuce) 
MAN'.MIEIM 
SARRAU 


IMBIS.     -    IMP.    SIMON    IIAÇO.V    i;r   COMP.,    [lUli    I)  EliKUll  r  II .    1 


BULLETIN 


r  r 


SOCIETE  MATHEMATIQUE 


DE  FRANCE 


PAR   LES    SECRÉTAIRES 


TOME  TROISIÈME  —  ANNÉE  1874-75 


PARIS 

AU    SIEGE    DE    LA    SOCIÉTÉ 

nUE    DES    GRANDS-AUGUSTINS,    7 

1875 


ETAT  DE  LA  SOCIÉTÉ 

AU    31    JANVIER    1875 


(Les  initiales  S.- P.  désignent  les  sociétaires  perpétuels) 

iCHAKO  fMarcI,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

ALLÉfillET,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Clermont. 

ANDRÉ  (Désiré),  agrégé  de  l'Université,  à  Paris. 

ANTOINE  (Cil.),  ingénieur  de  la  Marine,  à  Brest. 

AOUST  (I/.ibbé),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Marseille. 

ARON  (IlenriU  banquier,  à  Paris. 

BACH,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  Nancy. 

BAILIAUD,  aide-astronouie  à  l'Observatoire,  à  Paris. 

BAILLOCII,  inspecteur  général  des  Ponts  et  Chaussées  en  retraite,  à  Paris. 

BAR1!I\  (H.),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Lillers  (Pas-de-Caliis). 

BE\()IST,  docteur  en  droit,  à  Ghàlon-sur-Saône. 

CERDELLÉ,  ancien  garde-général  des  forêts,  à  Rioz  (Haute-Saône). 

BERTRAND  (Joseph),  secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  des  sciences,  à  Paris. 

BEÏNAC,  professeur  de  niathématiques,  à  i'aris. 

BIENAÏlIÉ  (Alexis),  capitaine  du  Génie,  à  Versailles. 

BIENAÏUÉ  (Arthur),  ingénieur  de  la  Marine,  à  Brest. 

BIENAÏSIÉ  (J.),  membre  de  l'Institut,  à  Paris. 

BLEÏNIE  (Martial),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

BONNET  (Ossianj,  membre  de  l'Institut,  à  Paris. 

BOOCBE  (A.),  ancien  élève  de  l'École  Normale,  directeur  de  l'École  préparatoire  d'.\ngcrs. 

BOOFFET  (.M.),  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Carcassonne. 

BODRGET,  agrégé  de  l'Université,  à  Paris. 

BRÉUARD,  architecte,  à  Paris. 

BRIOSCHI,  professeur  à  l'Université  de  Pavie  (Italie^ 

BRISSE  (.4..),  ingénieur  en  chef  du  dessèchement  du  lac  Fucino  (Italie). 

BRISSE  (Ch.),  répétiïeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

BROCARIl,  capitaine  du  Génie,  à  Alger.'  S.  P. 

BRONET,  ingénieur  des  Manufactures  de  l'Élat,  à  Paris. 

CAHE\,  sous-lieutenant  du  Génie,  à  l'École  de  Fontainebleau. 

CATALAN,  professeur  à  l'Université  de  Liège  (Belgique). 

CIIARLON,  directeur  de  la  C.ouficince,  à  Paris. 

ClIASLES,  membre  de  l'Institut,  à  Paris.  S.  P. 

CHEVALLIER,  aide-astronome  à  l'Observatoire,  à  Paris. 

CIVIALE,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

CLAÏEDI,  sous-intendant  di-.  1"  classe,  à  Versailles. 
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COLIET.  professeur  au  lycée  de  Troycs. 

COLLIfiNON  [ÈA.],  ingénieur  «les  Ponts  et  Chaussées,  à  Paris. 

COMliETIE,  professeur  au  lycéo  Sainl-1  cuis,  à  Paris. 

COMMR  ^Gustave  de!,  :mcien  élève  de  rÈcolc  Polytechnique,  à  Dinan. 

CORM!  (A.',  professeur  à  l'Ècoic  Polytecbni'iue,  à  Paris. 

CODRCELLES  (C),  professeur  de  maihénr.itiques  spéciales  an  lycée  île  Douai. 

CR'IL'LLEUfllS  (Marcel),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Marseille. 

CL'VINOT,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Mantes. 

DARROfX,  professeur  suppléant  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Paris. 

DESBO\ES.  professeur  au  lycée  Fontanes,  à   Paris. 

DESCIlASrS.  capitaine  d'Artillerie,  à  Paris. 

DESQ  (L.),  capitaine  d'Artillerie,  à  Bourges. 

DEWCLf  (Eil.s  commandant  du  Génie,  aux  îles  d'IIyères. 

DOSTOR  (G.),  docteur  es  sciences,  à  Paris. 

DU  BDIT  iPaul),  ingénieur  du  Génie  maritime,  au  Havre. 

Ill'GL'EN.  ingénieur  civil,  à  Roye  (Somme'. 

DDRIIA\DE  (îi.l,  profe-seur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Reunes. 

FARRE,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Mmes. 

FITRniAM.  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Évreux. 

FLORENTIN,  capitaine  d'Artillerie,  à  Paris. 

FLYE  SAINTE-MARIE  (C.).  capitame  d'Artillerie,  à  Paris. 

FONTES  ^J.),  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Condom. 

FOCRI'.T    G.),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

GARIEL  (M.-C),  professeur  à  PÈcole  de  Médecine,  à  Paris. 

GAl'THIER-VILLARS,  imprimeur-libraire,  à  Paris.  S.  P. 

GENTY,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Oran. 

GERONO,  professeur  de  mathémalii]ues,  à  Paris. 

GIROD  (A.),  ingénieur  des  Manufactures  de  l'Etat,  à  la  Havane  (Cuba). 

GOFFART  (M.),  professeur  de  mathématiques,  à  Paris. 

GONZALÈS  (.losél,  directeur  de  l'observatoire  de  Bogota  (Colombie). 

COl'KNERlE  (de  la),  membre  de  l'Institut,  à  Pans. 

GliAINDORGE  i  J.),  docteur  es  sciences,  à  Liège  (Belgique). 

HAAG,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

IIALI'IIEN  [G.],  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  à  Paris.  S.  P. 

BATON  UE  LA  GilUl'ILLIÈRE,  ingénieur  des  Mines,  à  Paris.  S.  P. 

ilATT  (Ph.\  ingénieur  hydrographe,  à  Paris. 

HENRY  (I^.),  lieutenant  au  lO"  régiment  d'.Artillerie,  à  Rennes. 

HENRY,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Orléans. 

HERADD  (G.),  ingénieur  hydio^raphe,  à, Pari?.. 

IIEIIUARY,  capitaine  au  25=  régiment  d'.\rtillerie,  à  Vincennes. 

HERMirE,  membre  de  l'Institut,  à  Paris.  S.  P. 

HILAIi'E.  professeur  au  lycée  de  Douai. 

HOUBIGANT(J.\  chef  de  bataillon  du  Génie  en  retraite,  à  Paris. 

HIJGll  (Comte  L.),  traducteur  au  Ministère  des  fravaux  publics,  à  Paris. 

HUYOT  (E  ),  ingénieur  des  Mines,  à  Paris. 

JACQL'IER  H.),  ingénieur  des  Ponts  et  Cliausséos,  à  Amiens. 

JANIN,  capiLiine  au  15°  régimt'ut  d'Artillerie,  à  Vincennes. 

JAVARY,  chef  dos  travaux  grapliiques  à  l'Ecole  Polylechniipie,  à  Paris. 

JOIIIIAN  (C),  ingénieur  des  Mines,  à  Paris.  S.  P. 

JOL'IFRET,  cn|iilain(!  d'Artillerie,  professeur  à  l'École  d'application  de  Fonlainebleai 

JL'LI.Y.  cliif d'inslilnliou,  h  P. iris. 

KfKlILER.  ré'pétileur  à  l'Ecole  Polytecliniqne,  à  Paris. 

RRETZ,  iniiénieiir  dos  Manufactures  de  l'Etal,  à  Paris. 

LAtiUEIlRE,  n'péliteur  à  l'Ecole  Polytechnique,  à  Paris. 

LAISWT,  «apilaine  du  Génie,  à  Bastia. 

LAL'TH,  m  inufarliirier,  à  Tlrmn  (Alsace). 

LAI,  ingénieur  des  Ponts  cl  Chaussées,  à  Yeiilôiiie. 
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LEFÉBURE  DE  FODRCY  (R.),  à  Paris. 

lEIFLER  (D' Mitiag),  prorcssinir  à  l'Université  d'Upsal  (Suède). 

lEIilt,  professeur  au  lycée  de  Marseille. 

lEJlOWIER,  professeur  di!  Malliémaliques  spéciales  au  lycée  Henri  IV,  à  Paris. 

LEliOI\Ë  (E.),  ancien  élève  de  l'Écule  Pulyleclinique,  à  Paris. 

LESPIAULT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux. 

lEVV  (Albert),  ancien  élève  de  l'Ecole  Polyteclmif|ue,  à  Paris. 

lEVÏ  (Maurice),  répétiteur  à  l'Écule  Polytecliniiiue,  à  Paris. 

LIGDI^'E,  professeur  à  l'Université  d'Odessa  (Russie). 

LUCAS  (F.),  répétiteur  à  l'Ecole  Polytechiiii|ue,  à  Paris. 

IL'CAS  (E.),  professeur  au  lycée  de  Moulins. 

MAIEÏX  (L.),  professeur  au  collège  Stanislas,  à  Paris. 

JIANMU'DI  (A.),  professeur  à  l'Ecole  Polylechnifjue,  à  Paris.  S.  P. 

HIAIIEL,  coldni'l  d'Etat-major  on  retraite,  à  Alger. 

HARtiElllE,  sous-direclcnr  de  l'institution  Monge,  à  Paris. 

MARIE  (Maximilien),  répétiteur  à  l'École  Polytechniiiuc,  à  Paris. 

MARIN,  ingénienr,  à  Paris. 

MARSILLY  (Général  de),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Auxerre. 

MAIIIIEU,  professeur  cà  la  Faciillé  des  Sciences,  à  Nancy. 

MlllllELET,  ingénieur  civil,  à  Paris. 

MIGN'fl\  (A.),  capitaine  au  G"  régiment  d'Artillerie,  à  Grenoble. 

MOMIGH  (G.  de^,  lieutenant  du  Génie,  à  Paris. 

MOREL  (A.),  anciP.n  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

HOL'TARD  (Th.),  ingénieur  des  Mines,  à  Paris. 

NICOLAÏDÈS,  professeur  à  l'Université  d'Athènes  (Grèce). 

OVIDIfl  (Enricod'),  professeur  à  l'Université  de  Turni  (Italie). 

l'AlWlN.  professeur  de  3Iathématiques  spéciales  au  lycée  Louis-le-Grand,  à  Paris 

PARIIEMIER  (Th.),  colonel  du  Génie,  à  Lyon. 

PAIIRAN  (A.),  ingénieur  des  Mines,  à  Paris. 

PERCIN  (A.),  capitaine  au  21»  régiment  d'Artillerie,  à  La  Rochelle. 

PEISRIER,  capitaine  d'Étal-Major,  membre  du  Bure:iu  des  Longitudes,  à  Paris. 

PERIIIN,  ingénieur  des  Mines,  à  Paris. 

PHILIPPE,  ingénieur,  à  Corlieil. 

PHILIPI'ON,  secrétaire  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  Paris. 

PICART  (A.),  député  à  l'Assemblée  nationale,  à  Versailles. 

PICQOET  \H.),  rép-'titeiir  à  l'Ecole  Polytechnique,  à  Paris. 

PISTOÏE  (L.  de),  capitaine  d'Artillerie,  à  Tarbes. 

PLOCQ  (.A.),  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Dunkerqne. 

PLOIX  (Edmond),  ingénieur  hydrographe,  à  Paris. 

POIREL  (V.),    inspecteur  général  honoraire   des   Ponts  et  Chaussées,    à  Rosières-aux-Salines 

(Meurihe-et-Moselle). 
POLKINIC  (Camille  dn),  à  Paiis.  S.  P. 
PflUILLflT  (J.),  professeur  à  l'École  noimale  de  Cluny. 
PliTZ  (H.),  chef  d'escadrons  d'Artillerie,  à  Paris. 
RADAU  (R.),  à  Paris. 

UANCY  (de),  sons-directeur  de  l'Aigle,  à  Paris. 
REINACH  (de\  banquier,  à  Paris. 
RENAN,  aide-astronome  à  l'Observatoire,  à  Paris. 
RESAL,  membre  de  l'Institut,  à  Paris. 
REY.  professeur  ;i  l'École  du  génie,  à  Arras. 
RIIIAUCODII,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Drapnignan. 
RITTER  (F.),  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chiiussées,  à  Niort. 
RODET,  ingénieur  des  Manufactures  de  l'État,  à  Paris. 
ROLLAND,  membre  d^i  l'Institut,  à  Paris. 
ROUAIIT,  ingénieur  civil,  à  Paris. 
RflUEIlÉ  (R.j,  professeur  à  l'Ecole  Centrale,  à  Paris. 
ROUSSELIN  (A.),  professeur  au  lycée  de  Douai. 
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ROPI   Fraiiçois\  architocle,  à  Paris. 

SAiNTE-CLAIRK-IŒVILLE  (Charles),  membre  de  l'Instilut,  à  Paris. 

S.UME-i:LAIi!E  l)E\ILI.E  (Henri),  membre  de  l'Inslitul,  à  Paris. 

SAlM-GtllJIAI\  (A.  de),  docteur  es  sciences,  à  Paris. 

SAIM-LOUr,  prolesseur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Besançon. 

SALTEL,  professeur  nu  colléi;e  de  Fontenay-le-Comte. 

SAURAI),  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

SARIIAUI,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Senlis. 

SCHi)\D(lRFFER,  élève-inijénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Paris. 

SCRIVAM)FF  Grégoire',  étudiant  à  l'Université  de  Saint-Pétersbourg  (Russie). 

SERRET  (J.-A.),  membre  de  l'Institut,  à  Paris. 

SERRET  (Paul),  docteur  es  sciences,  à  Paris. 

SlVERiNG,  ingénieur  en  chef  des  Travaux  publics,  à  Luxembourg  (grand-duché  de  Luxembourg). 

STEI'HAN,  directeur  de  l'Ubservatoire,  à  Marseille. 

STL'UMl'RA,  pro!esseurà  l'Université  de  Prague  (Bohême). 

TANNERÏ,  in;;énieur  à  la  Manufacture  des  Tabacs,  à  Bordeaux. 

TAKAIie   E.),  agrégé  de  ^L•niver^ité,  àÉvreux. 

TAIllidt'llIECll.  agrégé  de  l'Université,  à  Paris. 

TEIIKIEII,  professeur  de  mathématiques,  à  Paris. 

lUERÏ.  profcs?eurau  lycée  de  Douai. 

TISSERA>D,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Toulouse. 

TISSdT,  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique,  à  Paris, 

TOLRNEl'R  (l'aul),  ingénieur,  à  Marnaval  (Haute-Marne). 

TRESCA  lÉ.),  iuiïénieur  des  l'onts  et  Chaussées,  à  Pontivy. 

TIRPACLT,  à  Paris. 

TL'RQL'AX,  docteur  es  sciences,  à  la  Chapelle  Saint-Mesmin  (Loiret). 

VAC0>S1>,  capitaine  dÉt^'trMajor,  à  Paris. 

VAfQDANT,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Saint-Loui^  ù  Pans 

VAZEILLE.  •ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

YIMÉJOOX,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  à  Paris. 

VflLLOT  (Jules),  professeur  au  lycée  d'Alger. 

WELSCH,  lieutenant  d'Arl.illeri,e,  à  Saint-Omer. 

WEVR  (Edouard),  étudiant  à  l'Universiié  de  Prague*(Bohènie). 

WEYR  (rr  Émili'',  professeur  à  l'École  Polytechnique  de  Prague  (Bohême). 

y^ICkERSllEIM,  élève-ingénieur  des  Mines,  à  Paris, 


liMlS     -    IMP.   SmON    IIAÇOM    ET   COWI'.,    HOÏ   D'iRFlinTII,    I. 


STATUTS  DE  LA  SOCIÉTÉ 


Article  premier.  La  Société  mathématique  de  France  a  pour  objet  l'avan- 
cement et  la  propagation  des  études  mathématiques  pures  et  appHquées. 
Elle  y  concourt  jiar  ses  travaux  et  par  la  publication  des  mémoires  de  ses 
membres.  Son  siège  est  à  Paris. 

Art,  2.  Aucune  communication  ou  discussion  ne  peut  avoir  lieu  sur  des 
objets  étrangers  aux  mathématiques. 

Art.  5.  La  Société  se  compose  de  membres  résidents  et  de  membres  non 
résidents. 

Les  Français  et  les  Étrangers  peuvent  également  en  faire  partie. 

Art.  4.  Les  conditions  à  remplir  pour  devenir  membre  de  la  Société  sont 
les  suivantes  :  l"ôtre  présenté  par  deux  membres  qui  auront  adressé  une 
demande  signée;  2°  obtenir  à  l'une  des  séances  suivantes  les  suffrages  de  la 
majorité  des  membres  présents. 

Art.  5.  Le  nombre  des  membres  résidents  et  non  résidents  est  illimité. 

Art.  6.  L'administration  de  la  Société  est  confiée  à  un  conseil  composé  : 

1°  Des  membres  du  bureau; 

2"  De  douze  autres  membres  résidents  de  la  Société  désignés  par  l'élec- 
tion ; 

5"  De  quatre  membres  non  résidents  désignés  par  l'élection;  ils  auront 
voix  délibérative  dans  le  conseil  lors  de  leur  présence  à  Paris. 

Art.  7.  Le  conseil  est  présidé  par  le  président  de  la  Société. 

Art.  8.  Le  bureau  est  composé  de  : 

1  président; 

4  vice-présidents  ; 

2  secrétaires  ; 

2  vice-secrétaires; 
1  trésorier; 
1  archiviste. 

Art.  9.  Le  piésident  est  élu  pour  un  an. 
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Les  vice-présidents  sont  iidmmés  pour  deux  ans. 

Doux  d'entre  eux  sont  remplacés  chaque  année. 

Les  secrétaires  et  les  vice-secrétaires  sont  élus  pour  deux  ans. 

Le  trésorier  et  l'archivisle  pour  trois  ans. 

Art.  10.  Le  président  n'est  pas  rééligible  immédiatement  dans  les  mêmes 
fonctions. 

Art.  11.  Parmi  les  douze  membres  du  conseil  qui  résident  à  Paris  et  qui 
ne  font  pas  partie  du  bureau,  quatre  sont  remplacés  chaque  année  à  tour 
de  rôle. 

Art.  12.  Tous  les  membres  de  l'a  Société  sont  appelés  à  participer  à  l'élec- 
tion du  président,  soit  directement,  soit  par  correspondance. 

Art.  13.  Les  autres  membres  du  bureau  et  les  membres  du  conseil  sont 
élus  à  la  majorité  absolue  des  membies  présents. 

Art.  14.  Les  ressources  de  la  Société  se  composent  :  1°  de  la  cotisation 
annuelle  des  membres  résidents  et  non  lésdents,  et  dont  le  montant  est 
fixé  par  le  règlement  administratif  de  la  Société  ;  2"  du  revenu  du  capital 
formé  par  les  droits  d'admission,  les  souscriptions  perpétuelles,  le  pioduit 
de  la  vente  des  ouvrages  édités  par  la  Société  et  les  dons  qu'elle  pourra  re- 
cevoir. 

Art.  15.  La  Société  règle  annuellemenlle budget  de  ses  dépenses. 

Dans  la  première  séance  de  chaque  année,  le  compte  détaillé  de  recettes 
et  dépenses  de  l'année  révolue  sera  soumis  à  l'approbation  de  la  Société  ;  ce 
compte  rendu  sera  publié  dans  le  Bulletin. 


RÈr.LEMENT  ADMINISTRATIF 


CHAPITRE  PREMIER 

CONDITIONS     d'admission 

1.  Les  conditions  à  remplir  pour  devenir  membre  de  la  Société  sont  : 
\"  D'être  présenté  par  deux  membres  qui  auront  adressé  une  demande 

signée  ; 

2"  D'obtenir,  à  l'une  des  séances  suivantes,  les  suffrages  de  la  majorité 

des  membres  présents  (art.  4  des  statuts]. 
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2.  Le  diplôme  délivré  est  signé  par  le  président,  l'nn  des  secrétaires  et  le 
trésorier,  el  porte  le  sceau  de  la  Société. 

Le  trésorier  remet  le  diplôme  après  l'acquillement  du  droit  d'admission 
montant  à  dix  francs,  et  de  la  cotisation  annuelle. 


CHAPITRE  II 

TRAVAUX    ET    PUBLICATIONS    DE    LA    SOCIKTÉ 

Ternie  des  séances. 

5.  La  Société  tient  ses  séances  ordinaires  deux  fois  par  mois;  elle  piend 
trois  mois  de  vaf^ances  :  août,  septembre  et  octobre. 

4.  La  première  séance  de  janvier  est  consacrée  spécialement  aux 
élections  pour  le  remplacement  des  membres  sortant  du  bureau  et  du  con- 
seil. 

5.  Le  lableau  des  jours  de  réunion  est  imprimé  sur  une  carte  adressée 
aux  membres  résidant  à  Paris. 

Elle  sera  également  envoyée  aux  membres  non  résidents  sur  leur  demande 
personnelle. 

Les  membres  sont  convoqués  à  domicile  pour  les  séances  extraordi- 
naires. , 

6.  Pour  assister  à  la  séance,  les  personnes  étrangères  à  la  Société  doivent 
être  introduites,  chaque  fois,  par  un  de  ses  membres. 

7.  La  présence  dû  président  ou  d'un  vice-président,  assisté  d'un  des 
secrétaires  ou  vice-secrétaires,  suffit  pour  constituer  le  bureau  à  chaque 
séance. 

8.  En  cas  d'absence  du  président  ou  des  vice-présidents',  le  trésorier,  ou 
à  son  défaut  l'archiviste,  occupe  le  fauteuil. 

En  cas  d'absence  de  tous  les  membres  du  bureau,  les  fonctions  de  pré- 
sident sont  remplies  par  le  plus  âgé  des  membres  du  conseil  présents  à  la 
séance. 

En  cas  d'absence  des  secrétaires  et  vice-secrétaires,  le  président  du  jour 
désigne  un  des  membres  du  conseil  pour  en  remphr  les  fonctions. 

9.  Les  procés-verbaux  des  séances  sont  rédigés  dans  l'intervalle  d'une 
séance  à  l'autre. 

Chaque  séance  commence  par  la  lecture  du  procès-verbal  de  la  séance 
précédente  et  de  l'ordre  du  jour. 

10.  Les  communications  faites  par  les  membres  de  la  Société  ont  lieu 
dans  l'ordre  de  leur  inscription;  les  communications  des  personnes  étran- 
gères à  la  Société  ont  lieu  après  celles  des  membres,  sauf  les  cas  d'urgence 
qui  seront  appréciés  par  le  bureau. 
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Les  membres  qui  aurpnt  fait  des  communications  verbales  ou  pris  part 
aux  discussions  devront  remettre  des  notes  au  secrétaire  pour  la  rédaction 
du  procès-verbal, 

11.  Dans  les  séances  ordinaires,  on  ne  peut  traiter  aucune  question  rela- 
tive à  l'administration,  à  moins  d'uue  demande  du  conseil. 

12.  Toutes  les  observations  relatives  à  l'administration  sont  adressées  par 
écrit  au  président,  qui  en  réfère  au  conseil,  à  sa  plus  prochaine  réunion. 

Bulletin, 

15.  La  Société,  préoccupée  des  avantages  qu'elle  peut  offrir  à  tous  ses 
meii)bies,  a  décidé  que  le  recueil  intitulé  Bulletin  Je  la  Société  mathéma- 
tique, qui  rend  compte  des  mémoires  présentés  à  la  Société,  sera  distribué 
gratuitement  à  tous  les  membi-es  résidents  ou  non  résidents. 

14.  Les  conventions  stipulées  entre  le  cons'cil  de  la  Société  et  les  éditeurs 
chargés  de  la  publication  du  Bulletin  devront  être  soumises  à  l'approbation 
delà  Société. 

Béimpression  des  ouvrages  anciens  et  publication  des  mémoires 
originaux. 

15.  La  Société,  voulant  concourir  aux  progrés  des  mathématiques  par 
tous  les  moyens  compatibles  avec  son  mode  d'organisation,  avisera  aux 
moyens  de  publier  successivement,  et'd'une  manière  aussi  complète  qu'il 
sera  possible  ou  utile  de  le  faire,  des  œuvres  des  anciens  mathématiciens 
français  ou  étrangers.  , 

La  Société  se  réserve  la  faculté  de  publi'r  les  mémoires  originaux  trop 
étendus  pour  paraître  dans  le  Bulletin. 

16.  Les  publications  émanant  de  la  Société,  autres  que  le  Bulletin,  sont 
délivrées  à  prix  réduit  à  tous  les  membres  de  la  Société  résidents  ou  non 
résidents. 

CHAPITRE   111 

ADMINISTRATION     DE     l\    SOCIÉTÉ 

17.  Chaque  élection  a  lieu  au  scrutin  secret,  sur  un  seul  bulletin,  et  s'il 
est  nécessaire,  au  moyen  de  deux  tours,  dont  le  second  est  de  ballottage. 
Dans  le  cas  d'égalité  de  voix,  le  plus  âgé  l'emporte. 

18.  L'élection  du  président  seule  donne  lieu  au  vote  de  tous  les  membres 
résidents  ou  non  résidents.  Tout  membre  qui  ne  peut  assister  à  la  réunion 
électorale  est  invité  à  envoyer  au  sociétaire,  avant  la  première  séance  de 
janvier,  son  suffrage  individuel  dans  un  bulletin  cacheté  et  enfermé  dans 
une  lettre  signée  de  hv. 
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Ce  bulletin  ne  peut  être  ouvert  qu'au  moment  du  dépouillement  du 
scrutin. 

19.  Les  secrétaires  ou,  à  leur  défaut,  les  vicc-secrélaires  rédigent  les  pro- 
cès-verbaux des  séances  de  la  Société  et  des  séances  du  conseil. 

20.  Une  commission  d'impression,  composée  des  secrétaires  et  de  quatre 
membres  nommés  par  le  conseil,  dirige  la  publication  du  BuUetin^et  l'im- 
pression des  mémoires  et  communications. 

21.  Sous  la  direction  du  président,  les  secrétaires  sont  chargés  de  la 
correspondance  pour  ce  qui  concerne  les  travaux  et  les  affaires  de  la 
Société  autres  que  les  affaires  de  finances  :  ils  convoquent  la  Société,  le 
conseil  et  les  commissions  quand  il  y  a  lieu,  et  préparent  les  ordres  du 
jour. 

22.  La  Société  forme  une  bibliothèque  et  échange  ses  publications  contre 
les  journaux  et  recueils  consacrés  aux  mathématiques  pures  et  appliquées, 
publiés  en  France  et  à  l'étranger. 

23.  L'archiviste  est  chargé  de  la  garde  des  archives  de  la  Société;  il  en 
dresse  un  inventaire. 

Il  a  sous  sa  direction  la  bibliothèque;  il  dresse  le  catalogue  des  livres  et 
brochures  imprimés,  et  tient  un  registre  des  manuscrits  envoyés. 
Enfin  il  a  sous  sa  garde  tous  les  documents  appartenant  à  la  Société. 

24.  Le  trésorier  est  chargé  du  recouvrement  des  sommes  dues  à  la  Société. 

25.  Il  tient  un  registre  des  recettes  et  dépenses,  que  tous  les  membres 
ont  le  droit  de  consulter. 

26.  Le  trésorier  ne  peut  faire  aucun  emploi  extraordinaire  des  fonds  de 
la  Société  sans  une  délibération  spéciale  du  conseil. 

Conseil  et  commissions. 

27.  Le  président  convoque  le  conseil  toutes  les  fois  que  les  affaires  de  la 
Société  le  réclament. 

28.  11  suffit  d'une  demande  motivée  signée  par  cinq  membres  du  conseil 
et  adressée  au  président,  pour  qu'une  convocation  du  conseil  soit  obligatoire. 

29.  A  chaque  séance  du  conseil,  les  noms  des  membres  présmits  sont 
consignés  au  procès-verbal. 

50.  Il  faut  au  moins  sept  membres  présents  pour  prendre  des  décisions 
en  conseil. 

51.  Sur  la  proposition  de  cinq  membres,  le  vote  peut  avoir  lieu  au  scru- 
tin secret. 

52.  Sur  la  demande  de  cinq  membres,  il  peut  être  fait  appel  à  la  Société 
des  décisions  qui  n'auraient  pas  été  prises  aux  deux  tiers  des  voix  au  sein 
du  conseil. 

55.  Les  procès-verbaux  des  séances  du  conseil  doivent  être  transcrits  sur 
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un  registre  coté  et  parafé  par  le  secrétaire;  ils  doivent  être  signés  par  !e 
président  et  le  secrétaire  qui  a  tenu  la  plume  ;  les  renvois  doivent  être  pa- 
rafés et  les  mots  rayés  approuvés. 

34.  Le  conseil  se  réunit  dans  la  dernière  quinzaine  de  décembre  pour 
examiner  l'état  des  affaires  de  la  Société,  nommer  la  commission  de  comp- 
tabilité phargée  de  vérifier  la  gestion  du  trésorier,  et  la  connnissiou  des 
archives  chargée  de  vérifier  celle  de  l'archiviste. 

55.  Ces  deux  commissions  ne  peuvent  être  composées  de  moins  de  trois 
membres  ;  elles  font  leur  rapport  dans  la  première  séance  de  janvier. 

56.  Le  conseil  désigne  annuellement,  à  la  même  époque,  les  membres  qui, 
adjoints  aux  deux  secrétaires,  composent  la  commission  permanente  d'im- 
pression pour  la  publication  du  Bulletin  et  l'insertion  des  notes  et  mémoires 
des  membres  de  la  Société. 

Cette  commission  veille  à  ce  qu'il  ne  s'introduise  dans  les  publications 
rien  d'étranger  à  la  science. 

57.  Les  membres  élus  de  la  commission  d'impression  sont  nommés  pour 
trois  ans. 

Les  membres  de  la  commission  d'impression  peuvent  être  pris  indistinc- 
tement dans  la  Société  ou  dans  le  conseil. 
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CHAPITRE   IV   • 

PROPRIÉTÉS,  REVENUS  ET  DÉPENSES  DE  LA  SOCIÉTÉ 

58.  Les  versements  des  membres  résidents  et  non  résidents  se  compo- 
sent : 
1°  Du  droit  d'admission,  montant  à  10  francs; 
2°  De  la  cotisation  annuelle. 

39.  Pour  les  membres  résidents,  cette  cotisation  annuelle  s'élève  à 
20  francs,  payables  d'avance,  et,  pour  les  membres  non  résidents,  à 
15  francs,  également  payables  d'avance. 

Sont  considérés  comme  résidents  les  membres  qui  ont  à  Paris  leurs  occu- 
pations habituelles,  ou  y  exercent  habituellement  leurs  fonctions. 

40.  Les  nouveaux  membres  devront  ])ayer  la  totalité  do  la  cotisation, 
quelle  que  soit  l'époque  de  leur  admission. 

41 .  Les  publications  ne  seront  adressées  qu'après  le  versement  de  la  co- 
tisation annuelle. 

42.  Tout  membre  qui  n'aura  pas  acquitté  la  cotisation  d'une  année  sera, 
après  avertissement  préalable  du  trésorier,  considéré  comme  démission- 
naire. 

45.  La  rotisniion  annuelle  peut,  au  choix  de  chaque  membre,  être  rem- 
placée par  une  somme  de  500  francs  une  fois  payée. 
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Ce  versement  confère  le  titre  de  sociétaire  perpétuel. 

44.  Les  dons  faits  à  la  Société  sont  inscrits  au"  Bulletin  des  séances  avec 
le  nom  des  donateurs. 

45.  Les  dépenses  sont  divisées  en  ordinaires  et  extraordinaires. 

Les  dépenses  ordinaires  se  composent  de  frais  de  bureau  et  d'imprimés, 
ports  de  lettres,  frais  d'entretien,  loyer  du  local,  appointements  des  em- 
ployés et  frais  d'impression  du  Bulletin.  Le  chiffre  des  dépenses  ordinaires 
ne  peut  excéder  les -j^^^  des  ressources  annuelles. 

Les  dépenses  extraordinaires  sont  votées  par  la  Société  sur  la  proposition 
du  conseil. 

46.  La  Société  ne  s'engage  jamais  dans  aucune  dépense  excédant  son 
avoir. 

CHAPITRE  V 

RÉVISION    DES     STATUTS    CONSTITUTIFS     OU    DU    RÈGLEMENT 
ADMINISTRATIF 

47.  Toute  proposition  de  révision  des  statuts  constitutifs  ou  du  règlement 
administratif  ne  pourra  être  prise  en  considération  que  si  elle  est  signée 
collectivement  par  vingt  membres. 

48.  Le  président  fera,  dans  ce  cas,  procéder  à  un  scrutin  pour  la  nomi- 
nation d'une  commission  de  révision,  qui  sera  composée  de  quatre  membres 
du  conseil  et  de  trois  membies  pris  en  dehors. 

49.  La  discussion  du  projet  exigera  la  présence  de  la  moitié  plus  un  des 
membres  résidant  à  Paris. 

Tous  les  membres  sont  convoqués  par  lettres  spéciales. 

50.  Si  le  nombre  ci-dessus  n'est  pas  atteint,  la  discussion  aura  lieu  dans 
la  séance  suivante,  que!  que  soit  le  nombre  des  membres  présents. 
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EXTRAITS   DES   PROCÈ  S-VERBAIJX 


SÉANCE  DU  MERCREDI  11  NOVEMBRE  1874 

PRÉSIDÉE   PAR    M.    RESAL 

M.  Foiiret  communique  à  la  Société  une  note  Swr  ime  propriété  métrique 
des  courbes  algébriques. 

M.  Halphen  communique  à  la  Société  une  note  Sur  le  contact  des  sur- 
faces alfjébriques. 

M.  Resal  fait  à  la  Société  une  communication  Sur  la  propriété  dont  jouit  le 
pendule  conique  de  révolution,  dont  un  point  de  l'axe  est  fixe,  de  se  mouvoir 
suivant  la  même  loi  que  le  pendule  synchrone.  • 

M.  Lemoniiier  communique  à  la  Société  une  note  Sur  la  transformation 
des  formes  quadratiques. 

M.  le  comte  Léopolcl  Hugo  fait  à  la  Société  une  communication  Sur  le 
rôle  des  polyèdres  réyidiers  et  de  la  sphère  dans  la  numération  décimale. 


SEANCE  DU  MERCREDI  25  NOVEMBRE  1874 

PRÉSIDÉE    PAR    M.    RESAL 

M.  Halphen  analyse  un  mimoire  de  M.  Sturm  Sur  les  caractéristiques  des 
systèmes  de  courbes  yauches  en  (jénéral,  et  des  cubiques  (jauches  en  parti- 
culier. 
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M.  Darboux  présente  quelques  observations  au  sujet  de  cette  communi- 
cation. 

M.  Jordan  fait  à  la  Société  une  communication  Stir  le  nombre  de  figures 
différentes  que  l'on  peut  construire  avec  un  nombre  donné  de  droites. 

iM.  Mannlieim  communique  à  la  Société  Une  construction,  due  à  M.  Hart, 
d'un  appareil  plus  simple  que  celui  de  M.  Penucellier,  pour  obtenir  le  mou- 
vement reclilifjne  d'un  point,  au  moyen  de  tiges  articulées. 

M.  Mannheim  indique,  d'après  M.  Sylvester,  la  Construction  de  deux  sys- 
tèmes articulés  décrivant  iine  conique  au  moyen  de  sept  tiges. 


SEAiNCE  DU  MERCREDI  9  DECEMBRE  J874 

PRÉSIDÉE    PAR    M.    RESAL 

M.  Jordan  communique  à  la  Société  une  Solution  générale  de  la  détermi- 
nation du  minimum  d'une  somme  de  carrés  de  polynômes  linéaires. 

M.  Halphen  fait  à  la  Société  une  communication  Sur  le  contact  maximum 
des  surfaces  d'un  degré  donné  avec  une  surface  quelconque. 

M.  Mannheim  communique  à  la  Société  un  Procédé  pour  décrire  une 
anallagmatique  dui""'  ordre,  à  l'aide  d'un  appareil  à  tiges  articulées  sem- 
blable à  celui  de  M.  Peaucellier,  en  remplaçant  le  losange  par  un  quadrila- 
tère à  côtés  inégaux,  mais  à  diagonales  rectangidaires. 


SEANCE  DU  MERCREDI  23  DECEMBRE  1874 

PRÉSIDÉE    PAR    M.    RESAL 

Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 

MM.  Turpault  (Claude),  propriétaire,  à  Paris;  Yacossin,  capitaine  d'état- 
major,  professeur  suppléant  de  topographie  à  l'Ecole  d'état-major,  à  Paris. 

L'élection  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  6  JANVIER  1875 

PRÉSIDÉE   PAR   M.    RESAL 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 
Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 
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MM.  Rey  (Casimir),  professeur  à  l'École  régimenlaire  du  géiiio,  à  Arras  ; 
Berdellé,  ancien  garde  général  des  forêts,  à  Rioz  (Haute-Saône). 

L'élection  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 

La  Société  procède,  par  la  voie  du  scrutin,  au  remplacement  des  membres 
sortants  du  Bureau  et  du  Conseil,  qui  se  trouvent  ainsi  constitués  : 

Président  honoraire M.  CHASLES. 

Président M.  BIE.NAYMÉ. 

/  M.  DE  LA  GOURNERIE. 

.    >ice-Pres.denls M.  MANNllEIU. 

*  (m.  resal. 

.    .  i  M.  DRISSE. 

Secrétaires j  ^j    LAGUERRE. 

,    .  (   M.  FOURET. 

Vice-Secretaires |  M.  DE  SAINT-GERMAIN. 

Trésorier M.  ANDRÉ  (Désiré). 

Archiviste M.  IIOIBIGANT. 

M.  BERTRAND. 

M.  BONNET  (Ossian).  J 

M.  BOURGET.  'f 

M.  CHASLES. 

M.  CoLLIGNON. 
„     .         ,     .         ,  (M.  DARBOIX. 

Membres  du  Conseil ^  M.  HALPHEN. 

M.  HATON  DE  LA  GOUPILLIÈRE. 
M.  LEMONNIER. 
M.  LEVY  iMaui-ice). 
M.  PAIN VIN. 

M.  SERRE r  (J.-A.1. 

M.  AOUST  (L'abbé). 

Membres  du  Conseil  non  résidents.  {  „    „ .,  .,„,.,.,^^ 

.M.  PAUMENT  1ER. 

M.  WEYR  (Emile]. 

M.  Fouret,  au  nom  de  la  Commission  des  comptes,  donne  lecture  de  son 
rapport  sur  la  gestion  du  trésorier. 

La  Société,  adoptant  les  conclusions  du  rapporteur,  vote  dos  remercie- 
ments à  M.  Désiré  André. 


SÉANCK  DtJ  MERCREDI  20  JANVIER  1875 

PHÉSIDÉE    PAR    M.    IiE    LA    GOURNERIE 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 

M.  JLiIplien  communique  à   la  Syciélé  une  Démonalralion  analytique  de 
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deux  relations,  duea  à  M.  Mannheim,  entre  les  rayons  de  courbure  en  deux 
■points  correspondants  des  nappes  de  la  développée  d'une  surface. 

M.  Fouret  communique  à  la  Société  Quelques  considérations  relatives  aux 
systèmes  de  surfaces. 

M.  de  Saint-Germain  communique  à  la  Société  une  note  Sur  la  courbure 
des  surfaces  de  carène. 


SEANCE  DU  MERCREDI  3  FEVRIER  1875 

PRÉSIDÉE    PAR    M.    DE    LA    GOURNERIE 

Le  secrétaire  donne  lecture,  de  la  part  de  M.  Saltel,  de  deux  Notes  rela- 
tives aux  courbes  cycliques. 

M.  Laguerre  fait  à  la  Société  une  communication  Sur  les  courbes  du 
3 me  ordre, 

M.  Halphen  fait  à  la  Société  une  communication  Sur  un  point  de  la 
théorie  des  surfaces. 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS 


Sur  U7ie- propriété  du  polynôme  {x^  —  I)";  par  M.  G.  de  Poi-ignac. 

(Séance  du  17  juin  1874) 

Dans  ce  qui  va  suivre,  il  sera  fait  appel  à  une  propriété  connue  du  poly- 
nôme (.r^  —  1)"  que  je  commence  par  rappeler. 
Elle  consiste  dans  la  relation  identique  suivante 

(1)       n{n  + 1) — ;„_,  '  ^ (x^ - 1) — ;„^,    • 

ax  ax 

On  la  vérifiera  aisément  en  la  ramenant   à  une  autre  propriété  bien 
connue  du  même  polynôme  à  savoir  que  la  »i^'"^  dérivée 


XJ=z 


djf" 


satisfait  identiquement  à  l'équation  différentielle  linéaire  du  second  ordre 

(2)  (^^._l)|J2-f2.rjJ|-.(n  +  l)y^0. 
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En  effet,  en  différenliant  la  relation  (1),  on  tombera  sur  l'équation  (2), 

(Plx- 1)" 

dans  laquelle  on  aurait  fuit  //:= j-fi ,  c'est-à-dire  sur  un  résultat  iden- 
tiquement nul.  La  dérivée  de  (l)est  donc  identiquement  nulle  et  comme 
les  deux  membres  s'annulent  pour  x=  1  l'identité  est  démontrée. 
J'aborde  maintenant  l'objet  de  cette  étude.  Posant,  pour  abréger, 

r--l  =  X, 
je  partirai  de  la  relation  identique 

V  iog -1^  =  2(x-^  -  l)"f i+  i^  +  i-  +  ..  V 

Supposant  le  second  membre  développé  et  mettant  en  évidence  la  partie 
entière  f{x),  on  aura 

X«  log r  =  /W  -\ [--.  +  .... 

X  —  1  X         X" 

Si  l'on  prend  la  dérivée  des  deux  membres,  .observant  que 


d\o' 


'  x  —  i  _  _      2      _  _  2 
dx  x'  —  1  X  ' 


on  sera  conduit  à  l'égalité 

(X7  log  ;^  -  2X«- •  = /-'(.r)  -  ■^- -  .. .  ; 

et  en  continuant  à  prendre  successivement  les  dérivées  des  deux  membres, 
il  est  aisé  de  voir  qu'on  aura  toujours  une  équation  de  la  forme 

(X«)(")los|±l.f  cf(,r)=/'('')(,r)  +  ..., 

dans  laquelle  'j>{x)  désigne  un  polynôiiic  entier,  si  /t  <^  n.  Cela   tient  à  ce 

x+i  2 

que  la  dérivée  de  loff r  est  —  v-  cl  que  les  dérivées  de  X'*  contiennent  X 

en  facteur  jusqu'à  la  n —  1^'"'^  incluse. 
Je  poserai  en  général 

la  nécessité  du   double  indice  apparaîtra   plus  loin.  De  mémo,   rempla- 
çant /  'V.r)  par  /^''',  je  lorniciai  le  labloau  suivant 


(X")log 

(X'T  log 

(X«)"lo' 


X  + 

X  — 
X  + 


,r  + 


(X'r^'log 


x  + 

X  — 


(X")Wlog' 


21  — 

=  fn  +  <y^ 

+  en,i  =  f'n  +  a', 


-\-e 


—  /•(")     .     J'» 


II, h  ' 


4-E„  =  F„  +  a('0, 


écrivant  pour  abréger  dans  la  dernière  équation 

e    =  E  ,   &^  =  F  . 

Remarquons  que  si,  dans  le  premier  membre  de  cbaque  équation  du  ta- 

X   I    1 
bleau  (5),  on  développait  en  série  log ,  on  devrait  retrouver  identi- 
quement le  second  membre.  En  particulier,   désignant  par  în,h  la  partie 
entière  du  produit  (X")'''Mog- j,  on  aurait 


W  ^  ,+e  ,  =  /"' 

^    '  n,h    '      n.h        '  n 

et  pour  la  dernière,  écrivant  encore  £„„  =  g„, 

^n-^  E„  =  F„. 

Or,  je  dis  que  l'on  aura  identiquement 

—  E,,  =  F„  ; 

si  cela  est,  il  en  résultera 

8«  =  2F,., 

particularité  qui  pourra  s'énoncer  ainsi  : 

La  partie  entière  du  produit  de  la  n^  dérivée  de  {x^ — \Y  par  la  série 

X  -\-  1 
logarithmique  log j  est  le  double  de  la  n'^  dérivée  de  la  partie  entière 

du  produit  de  {x^  —  1)"  par  la  même  série. 

Pour  démontrer  ce  fait,  il  sera  commode  d'introduire  une  nouvelle  quan- 
tité V  définie  par  la  relation  générale 


Ci) 


^,.=\.  +  /;'' 


—  2'2  — 
d'où,  conservant  la  même  notation  abrégée, 

V„  =  E„  +  F„. 

La  relation  à  démontrer  s'exprimera  donc  par  l'identité 

Cette  dernière  résultera  de  l'examen  de  deux  formes  différentes  qu'on  peut 
donner  à  la  quantité  v„,h.  Remarquons  d'abord  qu'il  résulte  immédiatement 
du  mode  de  formation  du  tableau  (5)  que 

2(X'')('') 

(5)  c«,/î  +  i  =  ^«,/i V — '■> 

d'ailleurs  on  peut  écrire 

ajoutant,  il  vient 

'ifX")!") 

(6)  Vn,h+i.  =  Vn.h -Y — 

Il  est  important  d'observer  que  les  relations  (5)  et  (6)  subsistent  pour  f 

h  >>  n,  bien  que  les  polynômes  e  et  i;  cessent  d'être  entiers. 

Après  avoir  fait  varier  h,  je  ferai  varier  n,  et  je  chercherai  d'abord  ce 
que  devient  /'''^  quand  n  se  change  en  w  +  1  •  On  a  par  définition 


d'où 


Donc 


,._  ,      a;  +  1        ^        a        a' 
Y  log  ——j  =  /■„  +  -  +  -.+ 

X  —  1  X        X" 


X  +  l       -, ,        aX       a'X  ,.  .  ,   rt   , 


\ 


et  par  suite 

Développant  et  observant  que  X"  =:  'i,  il  vient 

(7)  f^;i^  =  y.C  +  h\t:-'^  +  h{h-\)f^y'\ 

On  aura  une  formule  toute  semblable  pour  e„+i^h'  En  effet,  on  a  par  défi- 
nition 


"x—ij  ^'    '        °X  —  '[ 


—  23  — 


d'ailleurs 


\0" 


T  -h  I 


W  loff 


.7=^' 


d'où 


X".,og:^)"'=x(xM„,e±i)<\..(xMo,i±i)"-' 

/  a;  _L  i  \  fft  -  ï) 

+  M/.-l)(xMog|^j         . 


ou  bien 


(X 


n  +  l\{h) 


lOÎ 


.r  +  1 


4-  en+i,h 


=  x[(X«)f*)log^ 


+ 


+  /ixi(X«)(''-i)iog'^ 

/<(/^-I)[(X'') 


\(ft-2)loa 


] 
] 

n,h-2      ' 


+  en,h 


d'où 


(8) 


e«  +  i,ft  =  Xp,i.ft-+  /(X'c„,/,_i  +  h{h  —  l)e,j,ft_2. 
Ajoutant  les  relations  (7)  et  (8),  on  obtient 

(9)  Vn  +  U  —  \l'ii,h  +  hl'Vn.h-  1  4-  /i(/î  —  'I)l'n.ft-2. 

Avant  d'aller  plus  loin,  remarquons  que  les  quantités /"  sont  toujours  en- 
tières. Les  quantités  e  ne  le  sont  que  tant  que  le  second  indice  ne  dépasse 
pas  le  premier.  Mais,  d'après  le  développement  même  du  calcul,  la  for- 
mule (8)  subsiste  sans  restriction.  La  formule  (7)  n'a  d'autre  restriction 
que  /i>>l.  Il  en  est  donc  de  même  de  la  formule  (9).  En  y  faisant  h=n-\-i, 
on  obtient 

V,j  +  i  =  XVn.n+l+  (n  +  '1)X'V,;  +  7ï{n  4-  l)Vn.n-l- 

Mais  de  la  formule  (6)  on  tire,  pour  h  =  7î,  ^ 

__    ,       2(X")" 

On  aura  donc 

(10)  V„  +  ,  =  XV,;  +  [n  +  -l)X'V„  +  «(n+  lK.„-.i-2(X''y«). 

Prenant  la  dérivée 

V;+i  =  XV;  +  {n  +  2)X'V;.  +  2(h  +  1)V„  -+-  «  («  +  l)ty„_,  -  2(X'')(«  +  i). 
Mais  la  relation  (6)  donne,  pour  h  =  n —  1, 


¥„  =  <„_! 


2(X")'«-') 


—  24  — 
par  conséquent 
\n^,  =  \Vu  +  {»  +  2)X'V;,  +  {n  +  ]  ){h  +  2)Y,.  -h  2[»(«  +  1)^^^^^  -  (X")(-i)]. 

Les  deux  dornitM's  termes  disparaissent  en  vertu  de  la  relation  fonda- 
mentale (1),  qui  dans  la  notation  actuelle  serait 

?!(«  +  l)(X")(«-i)=X(X«)(«+i), 
et  il  reste  finalement 

(11)         v;,+,  =  xv;;  -f  [n  +  2)X'v;  +  («  + 1)(«  +  2)v„. 

Cette  formule  va  nous  mener  au  but  que  nous  poursuivons,  à  savoir  :  de 
démontrer  que  toutes  les  quantités  V  sont  identiquement  nulles.  Je  re- 
marque d'al)ord  que  si  y„  =  0  identiquement,  on  aura  identiquement  aussi 
V'„_^i  =  0.  Donc,  dans  ce  cas,  ¥„+,  ne  peut  être  qu'une  constnnle,  et  je  vais 
montrer  que  cette  constante  est  nulle.    . 

L'hypothèse  V„  =  0  introduite  dans  la  valeur  générale  de  Y„+i,  for- 
mule (10),  donne 

(■11  «)  V„  +  i  =  n(n-f-lK„_i-2(X«)(«), 

et  comme  V„+i  ne  peut  être  qu'une  constante,  il  suffira  de  démontrer  que 
le  second  membre  s'annule  pour  une  valeur  particulière  de  x;  soit  xz=\. 
On  peut  écrire  par  définition 

Ici  se  place  une  remarque  importante  relativement  aux  quantités  e. 
Dans  la  formule  (5) 

_    ,         2(X")('') 
<?n,ft  + 1  —  ^n,li V — ) 

le  terme  ^~ —  contient  n  —  h  —  1  fois  le  facteur  X.  11  en  sera  donc  de 
A 

même  de  Cn^h+i,  si  e'„^i,  contient  X  le  même  nombre  de  fois.  Mais,  pour  cela, 

il  suffit  que  e„,ft  contienne  n  —  Ii  fois  X.  Or 

2(\"|(''-i) 


<^n,h=  Cu,lt-l  — 


X 


le  second  t^rme  du  second  membre  contient  n  —  h  fois  X,  il  suffira  donc 
encore  que  e„,/,_i  le  contienne  ?î  —  /< -h  1  fois  et,  en  continuant  ainsi,  on 
raméni'ia  la  promiéi'c  condition  à  la  seule  (pu'slion  de  savoir  si  (?„_i contient 
w  —  i  lois  le  facteur  X.  C'est  ce  (|ui  a  lieu,  puiscjuc 


—  25  — 

Donc,  en  général,  en,h-hi  contiendra  n  —  ii  —  1  fois  le  facteur  X.  Faisant 
h  =  n  —  2,  on  voit  que  e„,„_i  contiendra  une  fois  le  facteur  X  ;  e„,^_i  s'an- 
nulera donc  pour  x=  1.  Par  suite,  on  tire  de  (12),  pour  x=  1, 

V       _„(,,+  iw(«-')_2(X"f*- 

D'ailleurs,  conservant  nue  notation  antérieure, 

S;i,«  — 1  +  ^n.K— l  —  /„  1 

•et,  pour  x  =  i, 

On  aura  donc  en  définitive,  pour  ^  =  1, 

Pour  vérifier  que  le  second  niemfire  est  nul,  il  sera  suffisant  de  sup- 
poser n  pair.  Car  si  w  est  impair,  comme  Sn,n-i  et  (X")'"'  ne  contiennent  que 
des  puissances  impaires  de  x,  ces  deux  quantités  s'annuleront  pour  x=zO. 
Soit  donc  n  pair  et  posons 

n 

d'où 

(X")(«)  =  {n  +  l)«o.r"  —  («  —  1  )o,.c«-2  +  («  —  5)a..T«-i 

+  ...  +  (-  [)P[,t  -  {'2p  -  -l)]«p.r«-'-P  +  ...  +  (-  \)\, 

+  ...  +  (-  ])P(n  -  2p+l  ){n  ~  2p)apX>'-'-P-^  +  ...  +  (_  l)-^      9.r,«        . 

..    ' 

En  développant  l'identité 

n{n  +  l)(X»)(«-i)  =  (.L-'-ï  _  1)(X")(«  +  ", 
on  sera  conduit  aux  équations  suivantes  : 

«(h  +  1)«o  +  ("  — 1)(«  — 2)a,  =  «(«  +1)fl,     (—  1)1, 
{n  —  \){n  —  2)ai  +  {n  —  7)){n—A]a.  =  n{n  +  i)(L,     (—1)-, 

(a  - 2;?  +  5)(/(  —  2;;  +  2)ap_i  +  {»  —  %>  +  \)[n  —  2ij)ap  =  n{n  +  l)ap     (-  1  )P. 

En  les  multipliant  respectivement  par  les  puissances  de  —  1  placées  en 
regard  et  ajoutant,  on  aura 

(15)      (-'[)P{n-2p+\){n-2p)ap=zn  n  +  \)[ao-ay  +  a._+...  +  {-i)Pap]. 


Cette  équation  exprime  précisément,  comme  on  va  voir,  l'identité  cher- 
chée, c'est-à-dire 

pour  .r  =  1 . 
En  effet,  on  aura  s„,i-i  en  prenant  la  partie  entière  du  produit 


(X")(«-i)log 


r:ri' 


c'est-à-dire  de 


K.i-«  +  »-fli.r«-'  +  a^i"'-5+  ...(-l)Pfl,.r«-5P-M  +  ...]2(_J.-f  ^^ -t- ^^  +  ...^, 


d'où  résulte 


x=\,  t„,,„_i  =  2 


,  ,      t       1  1  1 

û       5  71  —  1       n  +  \ 

aA\  +-=  +  p  ...  -+ r 

'  ^  O  0  «  —  1 

*  0       5  /i  —  5 


+  (-  IjPflpf  1  +^+  ^...  + 


5       5  /(  —  "Ip  +  l 


Mais  comme  (X")'""*'  contient  encore  le  facteur  X  et  par  conséquent  s'an- 
nule pour  x  =  \,  on  a  identiquement 

» 

s 

et  il  reste,  introduisant  le  facteur  n  (n  +  1), 

1  î-i 


,,,,      v{>,  +  \)  ^        ,    /    +r,(«o-«,4----) 


-h  .... 


[ao-a,  +  ...  +  (-\ya,] 


D'autre  part,  on  a 
x=\,  {\'')W  =  [n  +  \)ao-{n-\)a,  +  {,i-:>)a,-...(-\)P{n-2p  +  l)a^+..., 
f't,  en  retranchant  la  quantité  nulle  a^  —  a, -h  a,  —  ...,  il  reste 

(15)     x=:\,  (\'>)('>)=„a^-{^n-2)a^  +  (n--A)a^...  +  {-l)P[n-2p)ap+  .... 


-=-  27  - 

Or,  en  égalant  les  termes  généraux  des  équations  (14)  et  (15),  c'est-à- 

\ 
dire  les  coefficients  de  a"  et  de     ^^ j-,  on  tombe  sur  l'équation  (15). 

Donc  on  a  identiquement 

7i{n  +  1  )e„.„- 1  =  2(X«)(«)  pour  x  =:  1 , 
d'où  résulte  enfin 

si  Y„  =  0  identiquement.  Or  ce  résultai  est  facile  à  vérifier  pourn=:2; 
donc  la  proposition  est  générale. 

En  se  reportant  à  l'équation  (H  a),  on  voit  qu'il  résulte  de  l'analyse  pré- 
cédente que  l'on  a  identiquement 

La  n^""^  dérivée  de  (x- —  d)"  jouit,  comme  on  sait,  d'une  propriété  ca- 
ractéristique qui   est  de  donner   une  approximation  de  la  transcendante 

T  -|-  1 

log- 7  au  moyen  d'une  fraction  rationnelle  dont  elle  est  le  dénomina- 
teur (*).  En  se  reportant  au  tableau  (3j,  on  voit  que  le  numérateur  de  cette 
fraction  rationnelle  n'est  autre,  que  '2F^.  La  dernière  équation  de  ce  tableau 
donne,  ayant  égard  à  la  proposition  démontrée, 

(X»)(«)logJ^  =  2F,  +  c(«), 
^3-  +  l_    2F„  g»). 

OU,  en  développant  le  second  terme, 

.      X-\-l  2F,,  a  a, 

'"=>  x—i  (X")(«)  ,C2«  +  1  ^  .C2«  +  5  ^         ' 

(Ff 
équation  dans  laquelle  F„  =:  -—  c'est-à-dire  la  w"'"*  dérivée  de  la  partie 

entière  du  produit 

^  '     \x      ox'      5.f  y 

Tous  ces  résultats  s'appliqueront  identiquement  au  produit 

(x-2-M)''arctg^. 

Il  suffira  de  changer  x  en  x  s/ — 1. 
(')  La  théorie  en  est  exposée  dans  le  Cours  d'analyse  do  M.  llormite,  p.  277. 


—  iS  -- 
Sur  le  contact  des  surfaces;  par  M.  IIalphe.n. 

(Séance  du  D  décembre  1874) 

\.  On  a  jusqu'à  présent  accordé  peu  d'allention  aux  questions  qui  con 
cernent  le  contact  des  surfaces  quelconques  avec  les  surfaces  algébriques. 
Plusieurs  sont  cependant  dignes  d'intérêt  :  on  en  jugera  peut-être  ainsi  de 
celle  qui  a  donné  lieu  au  présent  travail.  Peu  de  mots  suffiront  pour  en 
faire  connaître  l'origine. 

Le  contact  d'ordre  n  entre  deux  surfaces,  S,  2,  dont  l'une  est  sup- 
posée donnée    ainsi  que  le   point  de   contact,   exige,   comme    on   sait, 

(■n-\-  \)l7i-\-2) 
N„=: — — -^  conditions.  Donc  :  1°  si  l'autre  surface,  :s,  renferme  M 

arbitraires,  on  peut  en  disposer  do  manière  à  élever  l'ordre  du  contact 
jusqu'à  la  plus  grande  valeur  de  n  qui  laisse  N„  non  supéiieurà  M;  2"  pour 
que  le  contact  puisse  s'élever  à  l'ordre  immédiatement  supérieur  {n-{-i),  M 
il  faut  que  le  point  de  contact  satisfasse  à  (N     ^  —  M)  conditions. 

Cette  proposition,  à  laquelle  on  borne  le  plus  souvent  cette  partie  de  la 
théorie  du  contact,  souffre,  dans  un  des  cas  les  plus  simples,  une  exception 
remarquable  signalée  dans  le  Cours  (Vanahjse  de  VEcoJe  polytechnique,  par 
.M.  Hermite.  11  s'agit  du  cas  où  2  est  une  surface  arbitiaire  du  second  degré. 
Le  nombre  M  est  ici  égal  à  9.  Conformément  à  ce  qui  vient  d'être  rappelé, 
le  maximum  de  n  est  égal  à  2.  Mais  la  seconde  paitie  de  la  conclusion  cesse 
d'être  exacte.  Le  contact  devrait  pouvoir  s'élever  au  5'""'  ordre  en  des 
points  satisfaisant  à  une  condition  sur  la  surface  donnée.  Il  n'en  est  rien  : 
les  points  dont  il  s'agit  satisfont  à  deux  conditions.  Ils  sont  donc  en 
nombre  fini.  De  plus,  en  chacun  d'eux,  il  existe  un  faisceau  de  surfaces  du 
second  degré  ayant  avec  la  proposée  un  contact  du  o'^"'"  ordre. 

Cette  exception  est-elle  un  fait  isolé,  ou  a-t-elle  lieu  dans  d'autres  cas? 
Telle  est  la  question  qui  s'offre  ici.  Je  prouverai  qu'une  exception  analogue 
a  lieu  dans  le  cas  où  la  surface  arbitraire  est  du  5''"'%  du  4'""'=  ou  du  5^'"'^  de- 
gré, et  qu'il  n'en  existe  point  pour  les  surfaces  de  degré  supérieur. 

2.  Voici  d'abord  une  remarque  des  plus  simples,  qui  donne  une  pre- 
mière indication  sur  le  sujet  dont  il  s'agit.  Soit  :£  =  0  l'équation  d'une  sur- 
face, et  T  =  0  celle  de  son  plan  langent  en  un  point  a.  Soit  ).  une  constante 
arbitraire.  Les  surfaces  du  faisceau  2-(-/T"'=0  ont  manifestement,  en  a, 
avec  1,  un  contact  d'ordre  (2»i  —  i).  Si,  en  effet,  on  substitue  aux  coor- 
données, dans  l'éciualion  du  faisceau,  celles  d'un  point  de  S,  à  distance  infi- 
niment petite  du  i"'  ordre  do  a,  ï  s'évanouit,  et  T  est  du  2''"'' ordre.  Donc 
ï-i-zT™  est  infiniment  petit  d'ordre  2//(.  Donc  le  contact  est  bien  d'ordre 
(2m— 'i). 

Supposons  maintenant  (inc  :i  soil  du  degré  m.  Nous  avons  formé,  de  la 


sorte,  en  un  point  arbitraire  a  de  :i,  un  faisceau  de  surfaces  du  même 
degré,  ayant  avec  la  proposée  un  contact  d'ordre  {''Ini  —  1).  Donc  : 

Si,  en  lin  point  d'une  surface,  il  existe  une  surface  de  degré  m,  ayant 
avec  la  proposée,  un  cont  ict  d'ordre  non  supérieur  à  (2m —  i),  il  en  existe 
une  infinité. 

Si,  comme  je  l'ai  rappelé  plus  liant,  on  calcule  le  maximum  de  n  relatif  à 
une  surface  arbitraire  de  degré  m,  on  trouve,  pour  m  =  2,  5  ou  4,  que  ce 
maximum  est  ylm  —  2),  c'est-à-dire  2,  i  ou  G. 

Par  coiiséquent,  un  contact  d'ordre  5,  5  ou  7,  en  un  mot  d'ordre  (2»i  —  1), 
est  exceptionnel.  La  remarque  précédente  nous  averlit  donc  que,  si  ce  con- 
tact exceptionnel  a  lieu,  en  un  point  d'une  surface  S,  à  l'égard  d'une  sur- 
face de  degré  2,  o  ou  4,  il  a  également  lieu  à  l'égard  d'une  infinité  de  pa- 
reilles surfaces. 

Le  maximum  de  n,  calculé  de  même  pour  le  cas  où  m=  5,  est  égal  à  9. 
Ici  le  nomljre  Ng  des  conditions  est  précisément  le  même  que  celui  des 
arbitraires,- à  savoir  55.  On  croirait  donc  qu'en  chaque  point  d'une  surface 
S,  il  existe  une  surface  du  5""'^  degré  ayant  avec  S  un  contact  du  9''""=  ordre. 
Je  dis  une  à  cause  de  la  forme  linéaire  des  équations  qui  servent  à  déter- 
miner la  surface.  Mais,  d'après  la  remarque  ci-dessus,  s'il  en  existe  une,  il 
en  existe  une  infinité.  Voilà  donc  encore  une  exception  à  la  théorie  géné- 
rale ;  et  celle-là  est  un  peu  différente  des  précédentes. 

Pour  les  valeurs  de  m  supérieures  à  5,  le  maximum  de  n,  calculé  de 
même,  est,  on  le  prouve  aisément,  supérieur  à  (2m  —  Ij.  La  remarque 
ci-dessus  cesse  alors  d'être  utile. 

Les  indications  précédentes  ne  suffisent  pas  pour  résoudre  les  questions 
proposées.  Une  étude  plus  approfondie  est  nécessaire.  Avant  de  l'aborder, 
jefeiai  remarquer  que  cet  ordre  de  recherches  peut  être  envisagé  d  un 
point  de  vue,  au  premier  abord,  différent. 

5.  Soitj  comme  phis  haut,  i  une  surface  à  M  arbitraires,  et  n  l'ordre  le 
plus  élevé  du  conlact  que  ces  arbitraires  permettent  d'établir  entre  2  et 
une  surface  donnée  S  en  un  point  donné.  Pour  ([ue  l'ordre  de  ce  contact 
puisse  s'élever  à  {n-\-\),  il  faut  que  le  point  de  contact  satisfasse  à  des 
conditions  qui  se  traduisent  par  des  relations  entre  les  coordonnées  et  les 
dérivées  partielles  prises  sur  S.  Or  il  est  manifeste  que  ces  relations  ne  sont 
autre  chose  que  les  équations  aux  dérivées  parlielles  du  groupe  de  surfaces 
2;  c'est-à  dire  les  équations  qu'on  obtient  en  différentiant  l'équation  de  2 
jusqu'à  l'ordre  minimum  qui  permette  l'éliminât  ion  de  toutes  les  arbi- 
traires, et  en  faisant  cette  élimination 

Cette  double  interprétation  des  équations  aux  dérivées  partielles  à  deux 
variables  indépendantes  est  un  fait  général  en  aiialyse,  et  sur  lequel  je 
pourrai  revenir  dans  une  autre  occasion.  Dans  tous  les  cas  de  la  théorie  du 
contact,  elle  est  immédiatement  évidente.  Par  exemple,  l'équation  aux  dé- 


—  50    - 

rivées  partielles  des  surfaces  réglées,  considérée  comme  définissant  un  lieu 
de  points  sur  une  surface  donnée,  y  définit  le  lieu  des  points  do  contact  des 
droites  surosculatrices,  c'esl-à-dire  ayant  avec  la  surface  un  contact  du 
5éi.ie  ordre. 

La  considération  de  ce  lieu,  qui  s'offre  ici  comme  un  exemple,  fournil 
une  explication  simple  de  l'exception  relative  au  contact  des  surfaces  du 
second  degré.  Je  l'indique  en  passnnt.  Soit  P  cette  courbe.  Si,  en  un  point  jj 
d'une  surface  S,  il  existe  une  surface  ^  du  2^'"^  degré  ayant  avec  S  un  con- 
tact du  5™"=  ordre,  les  droites  de  :£,  qui  passent  en  p,  ont  avec  S  un  contact 
de  ce  même  ordre.  Le  point;;  appartient  donc  doublement  à  la  ligne  P  ;  il 
en  est  un  point  double.  Il  n'y  a  donc  qu'un  nombre  fini  de  tels  points. 
Ainsi  : 

Les  })oints  d'une  surface  S,  en  lesquels  il  existe  des  surfaces  du  2'-'™'^  degré 
ayant  avec  S  tin  contact  du  7f""^  ordre  sont  des  points  doubles  du  lieu  des  points 
de  contact  de  S  avec  ses  droites  surosculatrices . 

La  réciproque  de  cette  proposition  est  exacte,  connue  on  le  verra  plus 
loin. 

J'arrive  maintenant  à  la  question  générale,  qui  peut  être  ainsi  posée  : 
Quelles  sont  les  équations  aux  dérivées  partielles  d'ordre  minimum,  ne  con- 
tenant aucune  constante  arbitraire,  auxquelles  satisfont  les  surfaces  de 
degré  m  ? 

4.  Les  surfaces  de  degré  m  contiennent  un  nombre  M  d'arbitraires, 
marqué  par 

j,  ^  (ffl  +  l)(w  +  2)(m  +  5)  _  ^ 
6 

J'en  prends  une  passant  à  l'origine  0  des  coordonnées,  et  y  louchant  le 
plan  des  xy.  Elle  contient  (M  —  5)  arbitraires,  et  satisfait  à  5  équations,  à 
savoir,  pour  x=(),  y  =  0, 

Formons  les  dérivées  partielles  de  z,  au  point  0,  jusqu'à  l'ordre  minimum 
qui  permette  l'élimination  des  (M  —  5)  arbitraires,  et  faisons  cette  élimina- 
tion. Nous  obtenons  ainsi  des  é(juations  : 

(2)  0  =  0,  0,  =  0,  ..., 

entre  les  dérivées  partielles  considérées.  Ces  équations,  à  cause  de  (1),  ne 
contiennent  ni  les  coordonnées,  ni  les  dérivées  partielles  du  1^''  ordre. 

Je  dis  que  les  équations  (2)  sont  précisément  les  éqiiatio7is  aux  dérivées 
partielles  des  surfaces  de  degré  m,  que  je  cherche. 

Changeons,  en  effet,  de  coordonnées,  en  posant  : 

(5)  a  -f-  r  =  X,  b-\-y  =  \,  r  +  px  +  qy  +  z  =  7., 
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Tirons  de  ces  équations  x,  y,  z  et  remplaçons  ces  variables  par  leurs 
expressions  dans  (1)  et  (2).  Il  est  clair  que  les  équations  (2)  ne  changent 
pas,  sauf  que  x,  y,  z  sont  remplacées  par  les  lettres  X,  Y,  Z.  Quant  aux 
équations  (1),  elles  deviennent,  pour  X  =  a,  Y  =  b, 

Les  équations  (2)  et  (4)  conviennent  donc  aux  surfaces  de  degré  m,  pas- 
sant au  point  X  =  «,  Y=:  è,  Z=  c,  et  y  touchant  le  plan 

l-c  =  p[\-a)  +  q{\-h).       ■ 

Il  suffira  d'éliminer  les  constantes  arbitraires  a,  b,  c,  p,  q  pour  avoir  les 
équations  qui  conviennent  à  toutes  les  surfaces  de  degré  m.  Ces  équations 
se  réduisent  donc  aux  équations  (2).  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Donc,  premier  résultat  :  les  équations  aux  dérivées  partielles  des  surfaces 
d'un  degré  donné,  ne  contiennentni  les  coordonnées^  ni  les  dérivées  partielles 
du  1"  ordre. 

Ce  résultat  s'applique  également  à  toute  fa7nille  de  surfaces,  telle  qu'on 
puisse  mener  tme  d'elles  par  un  point  quelconque,  de  manière  à  y  toucher  un 
plan  quelconque.  Dans  ce  cas  général,  comme  dans  celui  qui  nous  occupe, 
on  peut,  pour  former  les  équations,  supposer  la  surface  passant  à  l'origine 
des  coordonnées  et  y  louchant  le  plan  desxy. 

Dans  cette  hypothèse,  si  un  terme  de  l'équation  de  la  surface  est  de  la 
forme  As^'î/^C,  et  que  x  et  y  soient  infiniment  petits  du  1^''  ordre,  ce  terme 
est  lui-même  infiniment  petit  d'ordre  {r-{-q  +  2/;).  Gomme  les  dérivées  par- 
tielles de  z  sont,  à  des  facteurs  numériques  prés,  les  coefficients  du  déve- 
loppement de  z  suivant  les  puissances  croissantes  de  x  et  y,  on  voit  que  le 
terme  considéré  n'a  aucune  influence  sur  les  dérivées  partielles  d'ordre 
inférieur  à  (r  -\-q-{-  2;;). 

Ainsi,  dans  le  cas  du  2^'"^  degré,  le  terme  en  z-  n'a  pas  d'influence  sur  les 
dérivées  partielles  d'ordre  inférieur  à  4.  Les  7  dérivées  du  2*™'^  et  du 
^èine  ordre  dépendent  donc  simplement  de  5,  et  non  pas  de  6  arbilraires 
(M  —  5  =  6).  Donc  il  y  a  au  inoins  deux  équations  du  5'^'"'^  ordre. 

Pour  le  5*""^  degré,  le  terme  en  z^  n'intervient  pas  dans  le  calcul  des  déri- 
vées avant  le  6"^'™  ordre.  Les  18  dérivées  du  2^""^  au  5*'"'^  ordre  dépendent 
donc  de  15  et  non  de  16  coefficients  (M  —  5  =  16).  Donc  au  moins  trois 
équations  du  5^""=  ordre. 

Pour  le  4^""^  degré,  le  terme  en  3*  n'intervient  pas  dans  le  calcul  des  déri- 
vées avant  le  8""^  ordre.  Les  55  dérivées  du  2'^'"^  au  7^""=  ordre  dépendent 
donc  de  50,  et  non  de  51  coefficients  (M^-5  =  51).  Donc  encore  au  moins 
trois  équations  du  V"^^  ordre. 

Pour  le  5^""^  degré,  le  terme  en  :i^  n'intervient  pas  dans  le  calcul  dos  tléri- 
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vées  avant  le  lO'^""'  ordre.  Les  52  dérivées  du  2^"î«  au  9^""- ordre  dépendent 
donc  do  51  et  non  de  52  coefficients  (M  —  3  =  52).  Il  y  a  doue  au  moins  mie 
équation  du  9*'"^  ordre. 

Là  s'arrête  l'applicalion  de  celte  nouvelle  remarque.  Elle  ne  diffère  pas 
essenticUeineiit  de  celle  qui  a  été  faite  plus  haut,  n"  2.  Elle  la  complète  et 
fait  prévoir  les  résultats  du  calcul  dont  je  vais  m'occuper. 

5.  Je  considère  une  surface  passant  à  l'origine  des  coordonnées  et  y 
touchant  le  plan  des  xy,  conformément  à  une  remarque  du  numéro  précé- 
dent. Soit 

(5)  .  %=%^%  +  ^,  +  ... 

le  développement  de  z  suivant  les  puissances  croissantes  de.ret?/.  Je  dé- 
signe ici  par  S^  un  polynÔMie  homogène  en  x,  y,  de  d^gré  k.  Ses  coefficients 
sont,  à  des  facteurs  numériques  près,  les  dérivées  partielles  d'ordre  /.-. 

Je  représente  de  même  par  une  lettre  tout  polynôme  homogène  en  x,  ?/, 
en  indiquant  son  degré  j)ar  l'indice  inférieur,  en  sorte  que  : 

est  un  polynôme  quelconque  en  x,  y,  de  degré  k.  D'après  ces  définitions, 
les  symboles  ff^^,  i^.'  „,...  sonl  nuls. 

L'équation  d'une  surface  de  degré  ??i,  d'après  ces  conventions,  pouri'a 
s'écrire  : 

(7)       t''"'  +  t'"'~*'-*  -4-  t''"~^';-  4-  4-  x*'^-''"~*  +  T^"';:'"  =  0 

On  obtiendra  toutes  les  relations  entre  les  dérivées  partielles  de  z  et  les 
coefficients  de  (7)  en  écrivant  que  l'expression  (6),  mise  à  la  place  de  z  dans 
(7),  fournit  une  identité. 

Je  forme  les  termes  par  degrés  successifs  croissants.  J'ai  ainsi  ; 

(8)  /!;"'= 0,  <r=o, 

Pour  appliquer  ces  équations,  je  suppose  d'abord  jn  =  2«.  Alors  (i""  est 
iml.  Le  seconde  des  écpialions  (9)  indi(pie  que  S.  est  divisible  par  S,.  Donc  : 
Les  surfaces  du  S'"""^  degré  satisfont  à  deux  équations  aux  dérivées  par 
tielles  du  S""""  ordre  que  Von  obtient  en  écrivant  que  le  ■polynôme  du  3"'""  de- 
(jré  en  a 

.  dH      „  „    d^z         ^      dH         dh 
</.«;'  dx^dy  d.idy*      dy^ 


à 


est  divisible  par  le  polijnôme  du  2'''"*  deçp'é 

n        o  d'^^      «     d-z        dH 
B  =  a-  T^  -I-  2a  -^—j-  -r  — ;. 
ax-  dxcly        dy- 

Ce  sont  précisémenl;  les  conditions,  indiquées  par  M.  Ilermite,  pour  la 
possibilité  du  contact  du  o^""®  ordre  entre  une  surface  et  une  surface  du 
second  degré. 

Les  équations  (9)  sont  évidemment  susceptibles  elles-mêmes  de  la  double 
interprétation  signalée  plus  haut,  n°3.0n  y  peut  considérer  les  coefficients 
des  polynômes  S  comme  donnés.  Les  équations  servent  alors  à  déterminer 
la  surface  (7)  de  manière  à  ce  qu'elle  ait  avec  la  surface  (5)  un  contact 
d'ordre  égal  au  degré  de  celle  di^s  équations  (9)  ù  laquelle  on  s'arrête. 

Si  donc  on  suppose  que  S-^  soit  donné,  divisible  par  S^,  les  équations  (S) 
et  les  deux  premières  des  équations  (9)  déterminent,  dans  l'hypothèse 
)n:=2,  un  faisceau  de  surfaces  du  2''"^'^  degré,  de  la  forme  2  4-).:-=:0,  qui 
ont  avec  la  surface  proposée,  en  0,  un  contact  du  S""'^*^  ordre. 

6.  Quelques  mots  encore  au  sujet  du  contact  des  surfaces  du  'i^'"*^  degré. 
L'équalion  d'une  surface  étant  mise  sous  la  forme  du  développement  (5), 
les  points  d'intersection  de  cette  surface  et  du  plan  des  xij  doivent  vérifier 
la  relation 

(10)  0  =  S, +  S, +  S, +  .... 

S'il  arrive  que  la  courbe,  lieu  de  ces  points,  se  compose  de  plusieurs 
lignes  distinctes,  et  que  Q  =  0  soit  l'équation,  sous  forme  entière,  de  l'une 
d'elles,  le  second  membre  de  (10)  est  divisible  par  Q, 

Ce  fait  se  présente  dans  le  cas  d'une  surface  réglée.  Pour  la  génératrice 
rectiligne  qui  passe  en  0,  Q  est  linéaire  et  homogène.  C'est  un  des  deux 
facteurs  de  S,.  Le  second  membre  de  (10)  étant  divisible  par  ce  facteur,  il 
en  est  ainsi  de  S..  Par  suite,  on  obtient,  comme  on  le  sait  d'ailleurs,  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles  des  surfaces  réglées  en  écrivant  que  le  polynôme 
A,  du  numéro  précédent,  a  un  facteur  commun  avec  le  polynôme  B. 

Que  l'on  se  reporte  au  résultat  du  numéro  précédent,  et  l'on  voit  que  les 
deux  équations  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  du  2'^'"'=  degré  expriment 
la  double  génération  rectiligne  de  ces  surfaces.  Comme  conséquence,  l'équa- 
tion du  !2^""=  degré  à  trois  variables  en  est  la  solution  générale. 

Au  point  de  vue  de  la  théorie  du  contact,  les  points  dune  surface,  en 
lesquels  les  polynômes  A  et  B  ont  un  facteur  commun,  sont  les  points  de 
contact  des  droites  surosculatrices  ;  ils  forment  ce  que  j'ai  désigné  précé- 
demment par  la  ligne  P.  D'ailleurs,  nous  venons  de  trouver  que  les  points 
où  A  et  B  ont  deux  facteurs  communs  sont  ceux  où  le  contact  du  5^™  ordre 
avec  VAiii  surfaire  du  2"-'""=  degré  est  possible,  et  inversement.  Nous'.relrou- 


vous  donc  par  lo  calcul  que  cos  points  sont  doubles  sur  la  ligne  P,  et  aussi 
la  proposition  rôciprocpu». 

7.  J'applique  maintenant  les  équations  du  n°  5  au  cas  où  î»  =  5.  Ici 
tT,  <f",  C~'^  sont  nuls.  La  o''^'  des  équations  (9),  si  l'on  y  fait  <îf*  =  l,  ce 
qui  est  permis,  devient 

(11)  '     S,  + 1[%  +  {t"l  +  é%)K  =  0. 

Je  dis  qu'on  en  peut  déduire  aisément  les  polynômes  6^^  et  t^^^ -\- t'^^S.^. 

S, 
A  cet  effet,  je  considère  la  fraction  rationnelle  q*  en  y  supposant  que 

le  rapport  —  soit  remplacé,  dans  cette  fraction,  par  une  racine  de  S,  =  0. 

A  ce  point  de  vue,  la  fonction  rationnelle  peut  être  réduite  à  un  polynôme 
du  l*^'  degré  homogène  en  x,  y,  dont  les  coefficients  s'expriment  rationnel- 
lement par  ceux  de  S^,  S-,  S^.  La  définition  de  cepolynôme  Aj  peut  être  rap- 
pelée abréviativement  par  la  relation 

(12)  A,  =  '^  (aiod.  S,). 

Sans  autre  explication,  on  comprend  de  même  quel  est  le  polynôme  Aj  du 
second  degré,  homogène  en  x,  y,  qui  est  défini  par 

(15)  K  =  ^*  (inod.  S.). 

Le  polynôme  AiS-H- A^S,,  qui  est,  comme  S,,,  du  4'""'^  degré,  lui  est  égal 

X 

pour  5  valeurs  distinctes  de  la  variable  —,  à  savoir  les  racines  de  S.,  et 

y 

de  S..  C'est  donc  précisément  S,,.  On  en  conclura  aisément  que  la  solution 
de  l'équation  (11)  est  donnée  par 

(U)  <?'=-A,,  e  +  t^K=-K- 

La  i^"'*-'  des  équations  (9)  devient  maintenant 

(15)  S«  -  A,S,  -  A,S,  +  (éoK  +  <?'S  Jl^.  =  0- 

Désignons  par  B5  le  polynôme 

Bs  =  S«-A.S,-A,S, 

dont  les  coefficients  sont  expiimabb^s  rationnellement  par  ceux  de  S,,  S-, 
S4  et  S..  L'équation  (15)  exi)iimo  5  (;onditions  : 
1»  B5  est  divisible  par  S^;  ce  qui  donne  2  écpiations. 

2"  le  quotient  ^  eal  de  Ui  forme  aS--j-pS.„   «  et  fj  étant  vne  constarité 

et  un  polynôme  du  1"  degré,  indéterminés,  ce  qui  donne  une  équation. 


-  35  — 
Il  s'agit  de  former  cette  dernière  équation. 

Je  dénote  par  un  accent  les  dérivées  prises  par  rappoit  à  la  variable  -, 

y 
les  coefficients  des   polynômes  étant,  bien  entendu,   considérés  comme 
constants. 

Puisque  B^  est  divisible  par  S,,  j'ai 

R         R' 

^  —  -^  (mod.  S.,). 

Soit  donc 

R' 

(^6)  -^  =  if{ax  +  hy)  (mod.  S,), 

(17)  S.  =  ,f-{cx  +  ly)  (mod.  S.). 
On  verra  sans  peine  que  l'équation  cherchée  est 

(18)  (n  —  hc=zO, 

a,  b,  c,  E  étant,  comme  l'indiquent  les  relations  (16)  et  (17),  exprimables 
rationnellement  en  fonction  des  dérivées  partielles  du  2^"'«  au  5^'"*=  ordre. 

Ainsi  :  Enjoignant  à  r  équation  (iS)  celles  qiion  obtient  en  exprimant  que 
Bs  est  divisible  par  S-,  on  a  les  trois  équations  aux  dérivées  partielles  du 
5ème  o,Y/,.g  (igg  surfaces  du  5'='"''  degré. 

A  un  autre  point  de  vue,  ces  trois  équations  expriment  les  conditions  né- 
cessaires et  suffisantes  pour  qiien  un  point  d'une  surface,  le  contact  avec  une 
surface  du  5^""=  degré  puisse  s  élever  au  5^'"«  ordre.  Quand  elles  sont  satis- 
faites en  un  point,  il  existe  en  ce  point  un  faisceau  de  telles  surfaces  du 
5"""^  degré. 

Pour  cette  dernière  partie,  on  voit,  en  effet,  que  les  équations  considé- 
rées, jointes  aux  deux  premières  équations  (9)  et  à  (8),  déterminent  tous 
les  coelficients  de  l'équation  du  o™«  degré,  sauf  celui  du  terme  en  2'.  Les 
surfaces  cherchées  sont  donc  de  la  forme  2  +  512^=  0. 

8.  Considérons  maintenant  les  équations  (9)  dans  le  cas  général.  Nous 
les  distinguons  en  deux  groupes  :  en  premier  lieu,  la  série  des  premières 
jusqu'à  celle  qui  commence  par  le  terme  é2\  inclusivement.  Les  équations 
de  ce  groupe  serviront  à  déterminer 

quand  les  autres  polynômes  t  auront  été  déterminés  par  les  équations  sui- 
vantes, qui  forment  le  second  groupe. 

C'est  seulement  ce  second  groupe,  qui  ne  contient  pas  les  polynômes  f('«), 
qui  servira  à  trouver  les  équations  aux  dérivées  partielles  cherchées.  C'est 
ainsi  que  le  calcul  a  été  fait  dans  les  deux  cas  précédents. 
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Ainsi,  par  celte  voie,  tous  les  coefficienls  de  T<"'',  au  nombre  île 
{m-\-  \]yn  -H-)^  g^jj^  immédiatement  éliminés.  Les  équations  qui  subsis- 
tent, et  dont  les  degrés,  par  rapport  à  -,  vont  en  croissant,  commencent 
au  degré  (m  +  1).  Chacune  d'elles  fournit  des  équations  distinctes,  indé- 
pendantes de  .r  et  ij,  en  nond)re  égal  à  son  degié  en  -•  Ces  équations  sont 

d'ailleurs  linéaires  et  homogènes  par  rapport  aux  coefficients  des  poly- 
nômes t,  qu'il  s'agit  d'éliminer.  Dès  que  leur  nombre  permettra  l'élimina- 
tion complète,  cette  élimination  fournira  les  équations  aux  dérivées  par- 
tielles que  l'un  cherche. 

Pour  le  4^'""^  et  le  o^'"""  degré,  conformément  h  des  remarques  déjà  faites, 
l'élimination  est  possible  avant  que  la  constante  T^'^)  se  soit  introduite. 
Ainsi,  pour  le  4^'"'  degré,  on  aura  à  considérer  des  équations  des  degrés  5, 

G     7    en  -•  Elles  donneront  lieu  à  6  +  7  +  8  =  21  équations  linéaires 

'  y 

et  homogènes,  entre  lesquelles  on  doit  éliminer  les  coefficients  de  T-'\ 
Ti-',  '1'''.  En  formant  ces  équations,  ce  qui  est  facile,  mais  un  peu  com- 
pliqué, on  verra  qu'aucun  de  ces  coefficients,  au  nombre  de  19,  n'y 
manque.  On  aura  donc,  par  l'élimination,  5  équations  du  7^"-'  ordre.  On 

peut  donc  dire  que  :     . 

Les  surfaces  (lu  /i^'^'Ulegré  satisfont  à  5  équations  aux  dérivées  partielles 

du  7^""^  ordre. 

A  un  autre  point  de  vue,  ces  équations  expriment  les  conditions  néces- 
saires et  suffisantes  pour  qu'en  un  point  d'une  surface,  le  contact  avec  une 
surface  du  4^""=  degré  puisse  s  élever  au  7-"«  ordre.  En  un  tel  point,  il  existe 
un  faisceau  de  telles  surfaces  du  A^"'^  degré. 

Pour  le  S''''"^  degré,  on  aura  à  considérer  des  équations  des  degrés  0,7,8, 

9  en  ^-.  Elles  donneront  lieu  à  54  équations  linéaires  et  homogènes  entre 

y 

les  coefficients  de  V'\  T'\  T(^),  T^,  au  nondjre  de  54,  et  dont  aucun  n  y 
manque.  Donc  : 

Les  surfaces  du  5^""=  degré  salis  font  à  une  équation  aux  dérivées  partielles 

du  D'"'^  ordre. 

Celle  équation  caractérise,  sur  une  surface  quelconque,  le  lieu  des  points 
en  lesquels  le  contact  avec  une  surface  du  5^""=  degré  peut  s  élever  au 
9é...c  o,v/,-e.  En  chaque  point  de  ce  lieu,  il  existe  un  faisceau  de  surfaces  du 
ïjctiiï  (icqré  ayant  avec  la  surface  considérée  des  contacts  de  cet  ordre. 

Il  est  clair  que  l'équation  du  9^""'  ordre  dont  il  s'agit  a  pour  solution  gé- 
nérale une  surface  qui,  en  chacun  de  ses  points,  a  un  contact  du  d'^'"'  ordre 
avec  un  l'aiscoau  de  suifacos  du  ô^""=  degré. 


Au  delà  du  5'^'"°  degré,  les  mêmes  raisouiiemenls  prouveut  sans  peine  que 
la  théorie  générale,  rappelée  au  n'^  1,  a  toujours  lieu.  Il  paraît  bien  diifu'ile 
de  parvenir  à  trouver  la  loi  des  équations  définitives.  S'il  est  cependant 
permis  de  l'espérer,  c'est  peut-être  en  suivant  la  marche  que  je  viens  d'in- 
diquer, et  dont  l'effet  est  de  faire  disparaître  immédiatement  un  assez  grand 
nombre  des  quantités  qu(?  l'on  doit  éliminer. 


Sur  la  courbure  des  surfaces  de  carène;  par  M.  A.  de  Saint-Geiuiain. 
[Séance  dii  '20  janvier  1875) 

Quand  un  plan  P  se  déplace  de  manière  à  détacher  d'une  surface  convexe 
S  un  segment  0  de  volume  constant  Y,  le  centre  de  gravité  de  U  décrit  une 
surface  s  que  sou  rôle  en  hydrostatique  a  fait  nommer  surface  de  carène. 
Soient  M,  M'  deux  points  de  s  correspondant  à  deux  positions  infiniment 
voisines  P,  P'  du  plan  mobile,  dont  l'intersection  est,  on  le  sait,  une  droite 
Ilir  (jui  passe  au  centre  de  gravité  0  de  la  section  G,  déterminée  par  P  dans 
:î:  :  le  plan  tangent  à  2  en  M  est  parallèle  à  P;  j'ajoute  que  l'indicatrice  au 
même  point  est  homotliétique  à  l'ellipse  principale  de  la  section  C  par  rap- 
port à  son  centre  de  gravité,  et  qu'en  outre  la  courbwe  de  la  surface  s 
varie  en  raison  inverse  des  moments  d'inertie  de  C  par  rapport  aux  droites 
qui  passent  en  son  centre  de  gravité. 

Prenons  pour  axes  des  x  et  des  y  les  axes  de  l'ellipse  principale  E  de  la 
section  C,  et  pour  axe  des  z  une  perpendiculaire  aux  deux  premiers:  appe- 
lons A  l'aire  de  C,  et  posons,  en  étendant  les  intégrales  à  tout  l'intérieur  de 
celte  section, 


I    1  x-dxdij  z=Ab^ ,     i    I  y-d.rdy  =z  A«'^  ; 


en  soute  que  l'équation  de  l'ellipse  principale  E  puisse  s'écrire 

x^       y- 
b-       cr 

le  moment  d'inertie  C  par  rapport  à  un  diamètre  de  longueur  2?-  sera  A — j-- 

Soient  9  l'angle  <<77  de  Hll'  avec  OX,  s  l'angle  des  plans  P  et  P',  et  suppo 
sons  P'  au-dessous  de  P  dans  la  région  qui  contient  la  partie  positive  de 
l'axe  des  .r.  Les  différences  enire  les  coordonnées  de  M'  et  celles  de  M,  r/r, 
dij,  dz,  sont  données  par  le  théorème  des  moments  : 


\dx 


=  I    I  i{x  sin  0  —  ?/  cos  f>)xdxdij  :=  \b-t  sin  0, 
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\'dij  =^  I    /  K-^'  ^'"  ^  —  î/  ^os  &)ydxdii  =  —  Aa-e  cosô, 

r  /•!  1 

V(/:-  =  I    I  -£-(x- sin  &  —y  cos b)-dxdy  =  ^kz-{a- cos-9  +  b- sin^ô). 

La  valeur  -—  =  —  t-„  cot  9  prouve  que  la  direotion  de  l'élément  MM'  est 
dx  b' 

conjuguée  de  IIH'  par  rapport  à  E.  Puisque  dz  est  infiniment  plus  petit  que 

dx  et  dy,  il  faut  que  le  plan  tangent  à  2  en  M  soit  parallèle  à  XOY  ou  P  ;  le 

rayon  de  courbure  de  la  section  normale  qui  contient  MM' a  pour  mesure 

d.r^  -+-  dy- A  a*  cos-6  +  b^  sin-ô  A  ^ 

P  ~       2dï       ~"  V  a-  cos-6  +  b-^iti^  ~  v'"'' 

r  étant  la  longueur  du  demi-diamétre  de  E  conjugué  à  HH',  c'est-à-dire 
parallèle  à  la  tangente  à  MM';  or  a  varie  comme  le  carré  du  demi-diamètre 
de  l'indicatrice  de  2  qui  contient  l'élément  MM';  il  faut  donc  que  cette  indi- 
catrice soit  homothétique  à  l'ellipse  principale  E. 

En  prenant  pour  S  un  cylindre  et  ne  considérant  que  des  sections  C  pa- 
rallèles aux  génératrices,  on  a  un  théorème  de  géométrie  plane  :  le  rayon 
de  courbure  du  lieu  des  centres  de  gravité  des  segments  d' aire  constante  inter- 
ceptés dans  une  surface  convexe  par  une  corde  variable,  est  perpendiculaire 
en  chaque  point  à  ta  corde  correspondante,  et  égal  au  cube  de  cette  corde 
divisé  par  '^\  fois  l'aire  du  segment. 

Dans  le  cas  général,  la  courbure  de  2  est  mesurée  par  la  somme  des  in- 
verses des  rayons  de  courbure  principaux 


il  /  1 

Pi        fa 


\ka-'  "^  A/'V 


elle  est  proportionnelle  à  ce  qu'on  i)eut  appeler  la  valeur  moyenne  des  in- 
verses des  moments  d'inertie  de  C  jiar  rapport  aux  diamètres  de  E. 

On  ne  peut  trouver  des  relations  aussi  simples  entre  E  et  la  courbure  de 
la  surface  enveloppe  du  plan  P,  pai  ce  que  la  position  du  point  où  P'  touche 
son  enveloppe  dépend  non-seulemont  de  la  forme  de  la  section  C,  mais 
aussi  de  la  loi  de  variation  du  plan  tangent  à  S  sur  le  contour  de  C,  et  cette 
loi  est  tout  à  fait  quelconque. 


Propriété  nouvelle  du  quadi'ilatère  et  du  triangle;  par  M.  II.  BROCAnn. 

(Séance  du  S  avril  1874) 

i .  Les  côtés  d'un  quadrilatère  étant  pris  pour  diagonales  de  carrés,  les 
sommets  extérieurs  et  intérieurs  de  ces  carrés  forment  deux  nouveaux  qua- 
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drUatères  dont  les  médianes  sont  égales  et  se  coupent  à  angle  droit  en  un 
même  point  qui  est  leur  milieu  commun. 

Soient  ahcd  le  quadrilatère  donné,  A,B.C,D  les  sommets  extérieurs  des 
carrés,  A',B',C',D'  les  sommets  intérieurs  de  ces  mêmes  carrés. 

Nous  aurons  démontré  la  proposition  si  nous  faisons  voir  que  les  diago- 
nales AC,BD  d'une  part,  A'C',B'I>'  d'autre  part,  sont  égales  et  se  coupent  à 
angle  droit. 

2.  Prenons  pour  origine  le  sommet  f/,  pour  axe  des  x  le  côté  da:  dési- 
gnons les  côtés  respectivement  par  la,  26,  2c  et  2(i,  et  par  a,  S  les  angles 
cda.,  dab,  et  l'angle  de  cb  avec  da  par  7. 

Soient  -r^,//^  les  coordonnées  de  A,  x\,y\  celles  de  A',  etc. 

iNous  aurons,  comme  il  est  facile  de  s'en  assurer,  les  deux  svstèmes  d'é- 
quations : 

Xi=a,  iji  =  —  a, 

x^=i'îa — h  ces  fi  +  h  sin  3,  y^  1=  i»  sin  frl  +  fc  ces  P, 

x-^='>a  —  2fc  ces  [i  —  c  ces  "^-f-c  sin  7,  y-  =  2fc  sin  3  +  c  sin  7  +  c  ces  f, 

x^=d  ces  %  —  d  sin  a,  /y  j  z=  d  sin  a.  +  d  ces  x, 

et 

x\=a,  '  2/i=a, 

x'^=z'-la  —  h  cos  f-i  —  h  sin  |3,  U'^^^b  sin  p  —  ft  ces  P, 

a;!=:2a  —  2t  cos  p  —  c  cos  7  —  c  sin  7,  //%  =  2?;  sin  S  +  c  sin  ■)-  — c  cos  7, 

ar^^r/  cos  y.  +  d  sin  a,  j/^  :=  d  sin  a  —  rf  cos  a, 

sous  les  conditions  communes 

a  z=  d  coi  7.  -\-  c  cos  f  +  cos  p, 
(^/  sin  (x  =  c  sin  7  +  t  sin  p, 

^par  suite  desquelles  les  expressions  de  {:i\  —  :c.,),  etc.  deviennent 

.Ti  —  X-  =  i/â  —  y^  =  b  cos  p  —  rf  cos  a  —  c  sin  -j-, 
a-^  —  .«-4 :^  y-  —  y^  =za  +  c  cos  7  +  t  sin  p  +  </ sin  a, 

d'une  part,  ce  qui  prouve  que  AC  =BD;  et 

xi  —  x[  =  y'„  —  ij'i=^(l  cos  9.  —  c  sin  -j-  —  ?»  cos  P, 
2^  —  -'l^  Ui  —  y-,  ==('  +  (•  cos  ■;'  —  b  sin  p  —  (/  sin  7., 

d'autre  part,  ce  qui  prouve  que  A'C  =  B'D'. 
5.  Des  équations  précédentes,  on  conclut  encore  identiquement  que 


y-o  —  Vi  Vi  —  y-2  _ 

3/-  wi/|      *Ca  il- a 

et  que 

?/5  — yj  y'^—y'^i^ 


1, 
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ce  qui  nionlre  que  les  diagonales  (AC,BD),  (Â'C'.B'I)')  des  deux  nouveaux 
quadrilatères  se  coupent  à  angle  droit.  Il  eu  sera  donc  de  même  des  mé- 
dianes de  ces  deux  quadrilatères.  Les  extrémités  de  ces  médianes  sont  donc 
les  sommets  de  deux  nouveaux  carrés  On  s'assurerait  enfin  très  facilement 
que  le  centre  commun  de  ces  deux  cariés  est  le  centre  des  moyennes  dis- 
tances  des  sommets  du  quadrilatère  donné. 

4.  De  ce  qui  précède,  on  déduit  une  propriété  nouvelle  du  triangle.  En 
effet,  si  l'on  suppose  le  quadrilatère  circonscriptible,  la  proposition  énoncée 
s'y  appliquera  également.  Le  triangle,  étant  toujours  circonscriptible,  repré- 
sente \\\\  (|uadrilatère  de  ce  genre,  dans  lequel  un  des  sommets  est  le  point 
de  contact  d'un  des  côtés  du  triangle  avec  la  circonférence  inscrite.  La 
propriété  précédente  subsiste  donc  avec  cette  modification  et  donne  lieu  à 
l'énoncé  suivant'  : 

Les  sommets  d^iin  triangle  et  l'un  des  points  de  contact  du  cercle  inscrit 
étant  pris  pour  extrémités  des  côtés  d'un  quadrilatère,  les  sommets  des  carrés 
construits  sur  ces  lignes  comme  diagonales  sont  les  sommets  de  deuc  nouveaux 
quadrilatères  dont  les  médianes  sont  égales  et  se  coupent  à  angle  droit  en  un 
même  point  qui  est  leur  milieu  commun. 

Dans  ce  dernier  cas,  la  distance  de  ce  point  au  côté  qui  renferme  trois 
sommets  du  quadrilatère  est  le  quart;  de  la  hauteur  correspondant  à  ce 
côté. 


Sur  l'intégration  de  quelques  équations  différentielles;  par  L.  V.  Turquan. 

(Séance  du   'Jd  lévrier  1874) 

J'ai  intégré  quelques  équations  différentielles  en  les  convertissant  en 
équations  aux  différences  partielles  d'une  fonction  de  deux  variables.  Ce 
procédé  peut  paraître  détourné,  mais  n'a  rien  qui  puisse  surprendre,  car  * 
on  sait  trouver  les  intégrales  générales  de  plusieurs  équations  aux  diffé- 
rences partielles,  tandis  que  certaines  équations  différentielles  ordinaires 
n'ont  pu  encore  être  intégrées  en  termes  finis,  c'est-à-dire  ramenées  à  des 
quadratures.  Ce  procédé  peut  d'ailleurs,  dans  certains  cas,  donner  les 
intégrales  d'équations  différeiitielK'S  qui  résistent  aux  procédés  connus 
jusqu'ici.  Un  des  exemples  que  je  traite  est,  je  crois,  dans  ce  cas. 

1"  Soit 

une  é(pialion  différentielle  du   jjremier  ordre,   algébrique  et  (\i\\\\   degré 
quelconque  par  lapport  a  -.'  •  ^^  jioserai 

z  ~  Tj/, 


1 
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T  étant  une  fonction  connue  quelconque  d'une  nouvelle  variable  t.  J'aurai 

dz  ^dii  ,    dij       p 

dx  dx  dx       1 

dz  dJ         „   .  dï 

Je  porte  ces  valeurs  de  -^  et  de  y  dans  l'équation  (J),  qui  devient  ainsi 

une  équation  aux  différences  partielles  de  z,  mais  qui  ne  contient  pas  cette 
fonction,  savoir 

(2)  cp(.r,<,p,ry)  =  0. 

Or  Lagrange  a  fait  dépendre  l'inlégration  de  l'équation  (2)   de  celle  des 
équations  aux  différences  partielles  i>imultanées 


dQ  dp       do  dp 

rftp 

dp  dx       dq   dt 

d(o  dp       do  dq 
dp  dx       dq  dt 

dx* 

(4) 

dans  lesquelles  ]y  et  q  désignent  deux  fonctions  des  variables  indépendantes 
X  et  t.  Ces  deux  fonctions  p  et  q  doivent  satisfaire  en  outre  à  la  condi- 
tion dz=pdx  -+■  qclt,  ou  vérifier  les  relations 

dz  dz 

rx=P'  Jt-"^- 

Si  on  pose  les  équations 

dx dt —  dp —  dq 

^   '  d(f       d(a         d'o  do 

dp       dq         dx  dt 

et  qu'on  en  tire  deux  intégrales  particulières 

(6)  fiUl'.t,p,q)  =  «1,  U:l\t,p,q)  =  d.,, 

dont  l'équation  (2)  ne  soit  pas  un  cas  particulier,  et  a^,  a^  étant  deux  con- 
stantes arbitraires,  le  système  de  ces  deux  intégrales  constituera  une  inté- 
grale particuliéie  des  équations  (3)  et  (4) ;   car  on  peut  vérifier  qu'elles 

fournissent  des  valeurs  de-^,  -j-^  ^'  -t-'  Qui  satisfont  aux  équations  (a) 
dx  dt    dx  dt 

et  (i). 

D'ailleurs  on  a  aussi 

_  dpdx  +  dqdt  —  dpdx  —  dqdt    dx 


rfcû  f/œ  rfœ  rfcû  f/cj 

Tp'^P+Tq'^^  +  t.'^^  +  ii'^'       di> 
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et  comme  le  numérateur  du  premier  des  rapports  égaux  (7)  est  mil,  le  dé- 
nominateur du  même  rapport, 

f/»  ,        do  ,        do  .       d<o  ,  . 

-j^dp  +  -r-  dq  +  -y^  dx  +  -TT  dt, 
dp   ^       dq    ■"       dx  dt 

doit  être  nul  aussi.  Ce  qui  fait  voir  que  l'équation  (2)  est  aussi  une  inté- 
grale particulière  des  équations  (5). 
On  a  en  outre 

par  conséquent,  si,  entre  les  équations  (2),  (b)  et  (8),  on  élimine  p,  q,  t  et 

dy 

-r-,  on  aura  une  relation  entre  .r,  y  et  deux  constanles  arbitraires 

dx 

(9)  /•(,r,.v,a„«,)  =  0, 

qui  devra  renfermer  comme  cas  particulier  l'intégrale  de  l'équation  pro- 
posée   Y  {x,y,~-\  =  0,  et  qui  deviendra  cette  intégrale,  si  on  établit  entre 

les  constantes  une  relation  convenable. 

Cette  relation  doit  être  telle  que  si  on  différentie  f{x,y,ay,a^:=^^o\\v 

dy 
on  tirer  -—,    et    porter    cette    dérivée    de   y  dans  l'équation   proposée 

F  (^,y,  j^j  =0,  on  trouve  une  identité.  Donc  réi|uation  (1),  après  qu'on 

aura  effectué  ces  opérations,  se  changera  en  une  équation  entre  les  deux 
constantes  a^,  a^,  seulement,  qui  sera  la  relation  cherchée. 

■On  voit  qu'on  pourra  obtenir  par  cette  méthode  l'intégrale  d'une  équa- 
tion différentielle  donnée,  chaque  fois  qu'on  pourra  obtenir  deux  inté- 
grales particulières  du  système 

dx dt —  dp —  dq 

do        r/cp  do  do 

dp        dq         dx  dt 

et  distinctes  de  <f  (.r,  t,  />,  q)  =  h. 

On  choisira  la  fonction  T  de  manière  à  faciliter  les  intégrations.  J'ai  pris 
ordinairement  T  =  /,  ou  T  =  e'. 

2"  Premier  exemple  :  hitégration  de  l'équation 

df      ,  „ 

Je  fais 

z  —  ye^. 
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d'où 

-^^  =  pe-t,  y  =  qe-'. 

L'équation  proposée  devient  ainsi 

Je  poserai  ensuite 

dx    dq      dp      dq 

np"~^  ~~  nbq"-^      cieni  +  m  ~  '^T+m' 

équations  d'où  l'on  tire 

,         adq  aq  -\-  c 

ap  =  — -,       puis      p  =  — . 

n  n 

c  étant  une  constante. 
J'ai  aussi 

pdx  +  qdt  dq 

n(p"  +  bq")  "  »e«^-^'"' 

d'où 

pdx  +  qdt  =  dq. 

On  peut  éliminer  pdx,  car 

y,/,.  =  fdt_^  [aq  +  cfdt 
^     "       bq'^-^  bq>^-^ 

Ainsi 

^Z'^'!dl  +  qdt  =  dq, 

n%q"-^dq 

~  (aq  -h  cf  +  'i''bq"' 

et 

n"bqn-hlq 


^      J  {aq  +  c)«  +  n^bq"' 

la  constante  arbilraire  étant  renfermée  sous  le  signe  /. 

Alors,  remplaçant  dans//  H-  bcf  =  e'^^^"',p  et  t  par  leurs  valeurs  en  fonc- 
tion de  q,  on  aura 

(aq  +  cf       ,   „  r        n"bq''-Ulq 

l\\  L_I_J L      I      J,(,>i  gflJH-H    (    ' ' 

^   '  n"        -f-  "/   —  «^         J  (aq  +  cf-j-  n'^bq" 

ce  qui  donne  une  relation  entre  a:  et  ç. 
On  a  aussi 

y  =  qe-'', 


'l'on 


(2)  y  =  qe 


ce  qui  donne  une   relation  entre  y  el  q.  Il  n'y  aura  plus  qu'à  éliminer  q 
entre  (I)  et  ('2)  pour  avoir  l'intégrale  demandée.  On  peut  aussi  legarder 
les  équations  (I)  et  ("2)  comme  représentant  cette  intégrale,  et  la  question 
est  ramenée  à  de  simples  quadratures. 
5"  Deuxième  exemple  :  Intégration  de 

où  X  représente  une  fonclion  quelconque  de  la   variable  x,  et  A,Ai,A,, ..., 
A"~',A„  des  noinbres  quelconques. 
Je  fais 

d'où 

-^  =  ;jc-',  ij=qe-'. 

Par  là  il  vient 

(1)  A//  +  k^\p"-^q  +  A.Xy~Y-+  •••  +  A„_.,X«-ip^«-'  4-  A„XY=  0. 
Je  pose 

dj_ • 

?iA/j"-i  +  (h  —  1)A,X/j«-2ç  +  ...  +  A„_tX«-'9«-» 

(h 

~"  AiX/)''-i  4-  2A2X2j9«-25  +  ...  +  //A„X'V"' 

—dp  —  dq 

~  X'(A,/>«-'ry  +  2AoX;3»-V7^  +  ...  +  /(A„X''  -  Y  ~  ~0 

On  voit  d'aboi'd  que 

])(l.i  -j-  qdl  =^  0, 
que 

çr/< dp 

d'où  ]>dx=',  et,  par  suite,  ;j  =  c??iX,  c  étant  une   constante  arbitraire, 

A 

ot  m  une  racine  de  l'équation 

(2)  Am'"  +  A,?i"-i  +  A.^î<"  --  4-  ...  +  A„...iu  4-  A„  =  0. 


On  a  aussi  (hj  =  0,  d'où  q  =:  c^,  c^  tHant  une  nouvelle  constante.  Ces  valeuj-s 
dep  et  q,  porlées  dans  réqualioii  (I),  donnent 

Ac"m"V  +  Aic""-ViX«m"~'  +  ...  +  A,_icc""'mX«  +  AV;X»i=  0, 


OU 


A^'^VV  +  a/'^V'    \n"--'+  ...  +  A,„,(^)m  4-A,.:=0, 

d'où  l'on  voit  que  c  =  c^. 

D'autre  part,  l'équation  pdx -^  qdt  =  0 ,  si  l'on  lient  compte  desi'ésultals 
obtenus,  devient 

cdt  =  —  pdx  =  —  cm\dx, 

d'où 

t  =  —  m  jXdx,  e'  =  e-'"^'^''^. 
Comme  2j  =qe~',  on  a 

Nous  pouvons  supposer  la  constante  qui  doit   accompagner  f\dx  cou- 

tenue  dans  c;  je  vois  donc  que  ?n=  .  • 

Enfin,  m  étant  une  racine  de  l'équation  (i),  j'ai  pour  l'intégrale  de- 
mandée 


?/\  /i„.. //\""'  u    '/ 


On  peut  arriver  plus  simplement  à  ce  résultat.  On  pose 
(3)  ^  =  'n!,\, 

Gt  l'on  voit  que  cette  valeur  de  -~  satisfera  à  l'équation  proposée,  si  m  est 
racino  de  l'équation  (2).  Or,  en  inlégranU'équation  (5),  on  trouve 


j^__^gmJ'Xrf,r, 


1    y 


d'où    ?/i  =      y       ;  et  cette  valeur  de  vi,  portée  dans  (2),  donnera  l'inlé- 
gralc  cherchée.  C'est  celle  que  nous  avons  trouvée. 
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A"  Remarque.  —  Si  l'on  a 

on  fora    -— =z  m  f{.v ,y) ,  7>i('tant  une  racine  de 

hi"  +  A,/^"  - 1  +  A„H« - 2  +  . . .  +  A„ _  i?i  +  A,(  =  0  ; 

et  si  l'on  sait  intégrer     ,'==:  m /'(.r,?/),  on  aura  une  équation  entre  a',)/,)h 

et  nnc  constante  arbitraire.  L'élimination  de  în  entre  cette  équation  et  la 
suivante 

km"  +  A,»!«-'  +  A.m«-2  +  ...  +  A„_iJ?i  +  A„  =  0, 

donnera  l'intégrale  de  l'équation  proposée. 
Si,  par  exemple,  on  a 

on    pi  sera  -f  =  m,  d'où  it  —  c  =  mx  et  m  = -,  et  rintétrralc  deman- 

dée  sera 

•^         '   +A,h^ +  ... +A„_i'^— — +  A„  =  0. 


QUESTIONS 


Trouver  tous  les  couples  de  courbes  qui  jouissent  de  la  propriété  sui- 
vante :  D'un  point  quelconque  de  l'espace,  les  deux  courbes  paraissent  se 
couper  à  angle  droit?  (Manniieim.) 


Étant  donnée  une  courbe  dont  on  connaît  le  degré,  la  classe  et  les  sin- 
gularités, étudier  le  lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  à  la  courbe  deux 
tangentes  égales.  Déterminer  son  degré,  sa  classe  et  ses  singularités. 

Même  question,  les  tangentes  égales  étant  menées  à  deux  courbes  dis- 
tinctes. ,  (Lacueriu;.) 
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Note  sur  un  compas  trisecteur  proposé  par  M.  Laisant;  par  M.  II.  Brocard. 

(Séance  du  31  mars  1875) 

A  l'occasion  d'un  récent  mémoire  que  j'ai  publié,  relatif  à  Divers  pro- 
blèmes de  géométrie  dont  la  solution  dépend  de  la  trisection  de  l'angle,  mé- 
moire que  j'ai  l'honneur  de  présenter  à  la  Société 
mathématique,  M.  Laisant  m'a  fait  connaître  un 
moyen  trés-ingénieux  de  diviser  un  angle  quelconque 
en  trois  parties  égales,  en  se  servant  d'un  compas 
articulé,  d'une  construction  très-simple,  ainsi  que 
l'on  en- pourra  juger. 

Soient  OABC,  BEDC,  deux  losanges  articulés,  ÛBD 
une  tige  rigide  sur  laquelle  l'articulation  D  peut  glis- 
ser. Comme  la  diagonale  CE  est  divisée  en  deux  par- 
ties égales  au  point  I,  et  qu'elle  est  perpendiculaire 
à  OD,  on  en  conclut  que  les  angles  lOC,  lOE  sont 
égaux.  Mais  le  point  C  se  trouve  sur  la  bissectrice  OC 
de  l'angle  lOA,  ainsi  l'angle  COA  est  égal  aux  deux  autres  angles,  et  par 
suite  l'angle  EGA  est  divisé  en  trois  parties  égales  par  les  droites  01,  OC. 

Menons  EA'  parallèle  à  01  et  par  suite  perpendiculaire  à  lE.  Comme 
lE  =  IC,  OA'  =  OA  ;  mais  le  lieu  du  point  C  est  une  ciiconférence  ayant  A 
pour  centre  et  CE  pour  tangente  au  point  C.  Le  lieu  du  point  E  est  donc  la 
podaire  de  cette  circonférence,  le  point  A'  étant  le  point  fixe.  Ce  lieu  est 
donc  un  limaçon  de  Pascal. 

On  peut  l'approcher  de  ces  remarques  celles  que  M.  Jouanne  a  exposées 
dans  les  Nouvelles  annales  de  mathématiques  {'•2''  série,  t.  IX,  année  1870, 
p.  40j.  Voici,  en  effet,  ce  que  dit  M.  Jouanne  : 

Pour  diviser  l'angle  EOA  en  trois  parties  égales,  de  part  et  d'autre  du 
point  0,  l'on  prend  sur  OA  et  sur  son  prolongement  OA'  deux  longueurs 
OA,  OA'  égales.  Du  point  A  comme  centre,  avec  OA  pour  rayon,  on  trace 
une  circonférence,  dont  la  podaire  par  rapport  au  point  A'  est  un  limaçon 
de  Pascal.  Du  point  E,  où  le  côté  OE  rencontre  cette  courbe,  on  mène  une 
tangente  EC  à  la  circonférence*  La  ligne  CO,  qui  joint  le  sommet  de  l'angle 

au  point  de  contact,  forme  l'angle  COA  =  ^r^- 

o 

En  effet,  le  point  E  étant  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point 

A'  sur  la  tangente  EG,  les  lignes  EA',  01,  AC  sont  parallèles,  et  comme 

OA  =  0'A,  on  a  aussi  CI  =  IE.  Mais  les  angles  lOG,  OCA  sont  égaux,  de  plus 

OCA=rCOA.  Ainsi  lOdi^COA.  De  plus,  lOG  =  IOE  =  OEA',  Donc  COA  est 

bien  le  tiers  de  EOA. 
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M.  PeaucoUier  a  fait  connailre,  dans  les  Nouvelles  annales  (2«  série,  t.  Xll, 
année  1875,  p.  77),  une  série  de  compas  articulés,  dont  l'un  peut  servir  au 
tracé  géométrique  du  limaçon  de  Pascal,  en  le  considérant  comme  la 
courbe  réciproque  d'une  section  conique.  Ces  systèmes  articulés  fournissent 
ainsi  une  solution  de  la  trisection  de  l'angle. 

Néanmoins,  dans  la  question  spéciale  que  nous  avons  en  vue,  le  compas 
trisecteur  de  M.  Laisant  me  parait  préférable  à  toute  autre  combinaison,  et 
il  donne  une  solution  tout  à  lait  pratique  de  la  trisection  de  l'angle,  dans 
les  mêmes  conditions  que  celles  où  le  compas  ordinaire  donne  la  bissection 
de  l'angle  ou  de  l'arc. 

11  sera  très-facile  de  réaliser  un  compas  trisecteur,  en  réduisant  à  ses 
pièces  essentielles  le  système  articulé  proposé  par  M.  Laisant.  On  conservera 
les  deux  losanges  articulés  OBAC,  BCDE  et  l'articulation  à  glissière  D,  mo- 
bile sur  la  règle  OD. 

Le  compas  trisecteur  dont  je  viens  de  donner  la  description  méritait, 
comme  on  le  voit,  une  mention  spéciale,  et  c'ei^t  pouiquoi  j'ai  cru  devoir  le 
faire  connaître  à  la  Société  mathématique,  en  le  signalant  à  toute  son 
attention. 

Voici  enfin,  au  sujet  de  la  question,  un  détail  historique  d'un  certain 
intérêt  : 

La  trisection  de  l'angle  au  moyen  du.  limaçon  de  Pascal  fait  l'objet  d'un 
opuscule,  publié  à  Paris  en  J809,  intitulé  :  Trisection  de  Vangle,  par 
AzÉMAR,  suivie  de  Recherches  analytiques  sur  le  même  sujet,  par  Gaknier. 
L'auteur  emploie  uniquement  le  limaçon  de  Pascal,  sans  donner  ce  nom  à 
la  courbe  trisectrice.  11  en  fait  une  description  très-détaillée,  dans  l'étude 
analvtique  de  lafjuelle  on  trouve  les  équations  en  coordonnées  rectilignes 
et  polaires,  ainsi  que  la  valeur  du  rayon  de  courbure,  de  l'arc  et  de  la  sur- 
face, il  fait  connaître  aussi  l'énoncé  et  la  démonstration  d'une  propriété  du 
ceicle,  découverte  pai-  Archimède,  et  qui  a  mis  sur  la  voie  des  recherches. 
Cette  propriété  n'est  autre  que  celle  qui  est  rappelée  dans  l'e.xlrait  de  l'ar- 
ticle de  M. Jouanne. 


( 


Mémoire  sur  la  transformation  des  formes  quadratiques; 
par  M.  II.  LKMOMSiiiR. 

(Séance  du  11  novembre  1^7-4) 

Les  traites  de  géométrie  analytique  indiquent,  pour  les  coordonnées  ordi- 
naires et  celles  (|ui  en  sont  des  fonctions  linéaires,  à  quelles  conditions  les 
équations  de  deux  droites  ou  de  trois  plans  doiment  deux  diamètres  conju 
gués  d'une  conique,  trois  plans  dianiétr.uix   conjugués  d'une  surface  du 
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second  degré.  Nous  n'avons  rencontré  nulle  part  l'équation  de  la  ligne  ou 
de  la  surface  exprimée  au  moyen  de  celles  de  deux  diamèircs  conjugués  ou 
de  trois  plans  diamétraux  conjugués  quelconques. 

C'est  pourquoi  on  accueillera,  je  l'espère,  avec  quelque  intérêt  les  déve- 
loppements qui  suivent,  sur  certaines  transformations  d'une  forme  quadra- 
tique. 

Le  premier  problème  que  nous  traitons  est  celui  de  passer  d'une  forme 
connue  en  carrés  qui  soient  indépendants  les  uns  des  autres  à  toute  autre 
forme  analogue,  s'exprimant  par  les  carrés  de  fonctions  données,  linéaires 
par  rapport  à  celles  qui  entrent  dans  la  première  forme.  La  question  est 
.alors  d'établir,  entre  les  coefflcieiits  de  ces  fonctions  linéaires,  des  relations 
nécessaires  et  suffisantes,  et  de  trouver  les  facteurs  dont  les  carrés  doivent 
être  affectés.  Nous  traitons  en  second  lieu  du  problème  de  passer  d'une 
forme  en  produits  sans  carrés,  puis  de  la  forme  générale,  à  toute  forme  pos- 
sible en  carrés,  dans  des  conditions  analogues  à  celles  du  premier  pro- 
blème. Quant  à  la  transformation  d'une  somme  de  carrés  en  une  somme  de 
produits  sans  carrés,  ou  de  celle  d'une  somme  de  produits,  nous  nous  bor- 
nons au  cas  où  la  première  forme  dépend  seulement  de  trois  loiictions,  les 
formules  se  compliquant  au  delà  de  ce  nombre. 

Nous  terminons  la  première  partie  de  ce  travail  par  une  démonstration 
fort  simple  du  théorème  de  M.  Hermite  sur  le  maintien  de  l'espèce,  et  par 
l'établissement  de  ce  fait  général  qu'une  forme  du  second  degré  à  n  va- 
riables, ^ciijXiXj,  est  réductible  à  la  somme  de  p  carrés,  lorsque  n  — p  des 
dérivées  partielles  sont  des  fonctions  linéaires  des  autres. 

I 

Soient  u^,  u^,  ...,  u,^  des  fonctions  de  variables,  linéaires  ou  autres,  ou 
plutôt  des  expressions  quelconques  susceptibles  chacune  d'une  valeur  arbi- 
traire, et  soient  considérées  n  fonctions  linéaires  de  ces  quantités  : 

A  =  K 

sii  étant  ±  \ . 
La  formule 

i  =  «  i  =  n  []3 


S"^'"— 2"  ïï' 


a  lieu,  n'est  même  qu'une  identité,  si  le  déterminant 

711,,   .....  mi 


k 


m„i 


in 


t—ll 

timh- 


—  :.o  — 
est  diflerent  de  zéro,  et  que  les  -^ relations 

soient  satisliiites  avec 

Considérons  l'équation 
la  valeur  de  Uî  étant 

SA  =  )( 
A  —  1 

La  formule  (1)  a  lieu  identiquement,  si  l'on  a  pour  toutes  valeurs,  depuis 

I  jusqu'à  n, 

II  y    a   là  — — ^j — ^  relations  entre  les  dénominaleurs  Ui  et  les  coeffi- 
cients m,j. 

En  prenant,  par  rapport  à  ?<;,  les  dérivées  de  (1),  on  trouve 

U,mi,       Uom.„  U,i?>i,„ 

si  l'on  multiplie  par  îHa',  et  qu'on  fasse  la   somme  de,  i=  1  à  i=  «,  on 
obtient 

^l^^  TTZ^  "!l!"U;  +  îf  2j  >"iif^hi  +  ■■■  -^  iTZj  »lHi»»A/  . 

ce  qui  donne 
(4)  2j       '»'«'Ma!  =  0, 

et 

(4)  "A=y        m?,, 

■*^;=  1 

si  les  Uj  sont,  comme  les  Ui,  indépendants  les  uns  des  autres. 

Or  les  72  équations  (2)  déterminent  pour  Ui,  u^,  ...,  ?<„  des  valeurs  finies, 
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quand  on  donne  à  U,,  ...,  !]„  (elles  valeurs  finies  qu'on  veut,  si  le  détermi- 
nant des  coeflicients  m,7, 


iiin 


est  différent  de  zéro.  On  peut  donc,  à  cette  condition,  faire  que,  par  des 
valeurs  convenables  de  «i, ...,  ii,„  les  fonctions  Uj  prennent  des  valeurs  arbi- 
traires, indépendantes  les  unes  des  autres.  Moyennant  cela,  les  relations  (o) 
entraînent  donc  les  relations  (i). 

Réciproquement,  étant  donné  les  — -  relations  qu'implique   la  re- 


2 


lation  générale 

w 

si  l'on  prend 

on  aura  la  formule  (I 

pourvu  que  le  déterminant 


miumhi  =  0 

S    1  =  11 
mu 

!=1 


[hlh], 


}\  = 


soit  différent  de  zéro. 

Observons  d'abord  que  l'on  a 


min 


M2  = 


Mi„ 


avec 


et 


Mu-  =  m 


Il  +  »ik  4-  . . .  +  mil  =  5^        "OTj  =  l'i^ 


Mh  —  2,       minmu  =  0 


[h-^h), 


-  .V2  - 

de  sorte  que 

(5)  M^  =  Il.ll2...1l„. 

On  voit  par  là  que  si  M  n'est  pas  nul,  il  en  est  de  même  de  lli,  llg,  .. .,  H,. 
Posons  les  n  équations 

Siz=n 


mtm 


Puisque  le  déterminant  M  est  différent  de  zôro,  on  pourra,  en  disposant 
arbitrairement  des  At,  obtenir  des  valeurs  finies  correspondantes  pour  «j, 
«2,  ...,«.„,  et,  par  conséquent,  en  attribuant  à  «i,  «2,  ..,«„  des  valeurs 
convenables,  on  aura  pour  A^,  ...,  A„  telles  valeurs  finies  qu'on  voudra. 

Or,  si  l'on  multiplie  par  nihu  vh^,  .  .,  7nf,,i  les  ii  équations  (G)  et  qu'on 
ajoute,  on  obtient 

d'où 

(7)  •  ^      .        ''•A  =  n-S'    "mi.^i- 

On  a  ainsi  n  équations  nouvelles  qui,  multipliées  par  mu,,  nuj,,  ...,  ??«„„  et 
ajoutées,  donnent 

De  là  résulte 


et 


ce  sont  les  formules  (o). 
On  a  donc  la  fornmle  (1) 


i=u 


mrti 


S,_,^=^^ 


du  moment  que  M  est  différent  de  zéro,  quand  on  a 

■^^j  =1 

m)!,  =3  lI/(. 
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il  est  à  remarquer  que,  d'après  celle  analyse,  les  deux  groupes  de  for- 
mules s'exprimant  l'un  par 


l'aulre  par 


et 


pour 


sont  équivalents  à  la  seule  condition  que  le  déterminant 

"in mm 

M 


?"ki 


mnn 


soit  différent  de  zéro. 

Si  l'on  change  Ui  en  Ui\/si,  m^i  en  »hi^i,  si  étant  ±  1 ,  la  formule  (1 
devient 

7,         iiUÏ=  2j         ïT 


pour 


k  =  n 


et,  à  la  place  des  formules  (4),  on  a 


iiininmhi  =  0  {fi<k). 


'^^î=  1 


i"it. 


à  la  place  des  formules  (5) 


('ï,/); 
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on  a  d'ailleurs 

M-  =  EiSo  ...  En 


=  IML...H„. 


Dans  celte  transformation  d'une  somme  de  carrés  en  une  autre,  quand  les 
fonctions  sont  réelles,  l'espèce  se  conserve,  c'est-à-dire  que  le  nombre  des 
carrés  affectés  de  coefficients  négatifs  reste  le  même.  C'est  un  théorème 
dont  la  première  démonstration  est  due  à  M.  Hermite  {Cours  d'algèbre  supé- 
rieure par  J.  A.  Serret,  n°  254,  2^  édit.).  Il  peut  s'établir  avec  plus  de  sim- 
plicité comme  il  suit. 

Considérons  la  formule  (1) 


y. 


■!=:1  ■*^!=lllî 


en  y  supposant  réelles  les  fonctions  i<,  et,   par  suite,  les  Hj.    Supposons 

(ju'on  ail  là 


-p  -t- 1  ^p  +  i- 


et,  d'autre  part. 


III  >  0,  H,  >  0,   ...,  11^  >  0, 

H,+i<  0,  ,  n„<o. 


Soit  d'abord  q^p.  Si  l'on  pose 

on  pourra  généralement  tirer  de  ces  équations,  pour  m^+i,  m^+s?  •••)  m„, 
des  valeurs  en  fonction  de  u^,u.^,  ...,Uq.  La  substitution  de  ces  valeurs 
dans  "^Ziiii  n'atteindra  pas  le  terme  négatif  Zp+iul^i.  Si  l'on  fait  ensuile 
Ui=rO,  u.^  =  Q,  ...,  Up  =  0,  le  premier  membre  de  la  formule  ne  sera  sus- 
ceptible que  de  valeurs  négatives,  tandis  que  le  second  n'ayant  plus  que 
des  termes  positifs  sera  d'un  signe  contraire.  On  ne  peut  donc  avoir  q'^p. 
Soit  en  second  lieu  q  ■<;;.  Si  l'on  pose  alors 


U,  =  0,     Uo  =  0, 


,,  l',  =  0, 


et  qu'on  tire  de  là  u^,  u^,  ...,  w,  en  fonction  de  u^  +  i,  ...,  m„,  pour  en  substi- 
tuer les  valeurs  dans  le  premier  membre,  la  substitution  n'atteindra  pas  le 
terme  positif  £,u*.  On  pourra  donc  faire  que  le  premier  membre  soit  d'une 
v;il(Mir  positive,  tandis  que  le  second  n'ayant  que  des  termes  négatifs  ne 
pourra  avoir  le  même  signe. 
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On  ne  saurait  donc  avoir  q  <;;.  Donc  les  termes  négatifs  sont  en  même 
nombre  des  deux  côtés. 

Dans  ce  mode  de  démonstration,  nous  supposons  bien  deux  déterminants 
mineurs  différents  de  zéro  ;  mais  un  cas  d'exception  ne  peut  là  faire  diffi- 
culté, car  il  serait  à  considérer  comme  limite  du  cas  général. 

Des  conditions  à  remplir  pour  qiiune  forme  quadratique,  homogène,  de 
n  variables 

soit  réductible  à  être  une  somme  de  p  carrés  ;  p  <^n. 
Soit  posé 

y]aijXiXj=y]        kiVf  (p<n), 

•*"*  i  =  1 

Ui  étant  une  fonction  linéaire  homogène  des  variables  .r^. 

Posons  Uj  =:  0  pour  les  p  valeurs  de  i,  et  tirons  de  ces  équations  les  va- 
leurs dep  des  variables  en  fonction  des  autres.  Si  ces  valeurs  se  substituent 
dans  la  forme,  elle  deviendra  nulle,  quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées 
aux  n  —  p  autres  variables. 

Il   en  sera   de    même    pour    toute    dérivée    partielle    de    la   fonction 

2y]^i\]^  y-'-  D'après  quoi,  si  l'on  égale  à  zéro  p  des  n  dérivées  de  la  forme 

par  rapport  aux  variables,  et  qu'on  tire  des  yj  équations  les  valeurs  de  p  des 
variables  en  fonctton  des  autres,  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  les 
autres  dérivées  conduira  à  des  résultats  nuls,  quelles  que  soient  les  valeurs 
attribuées  à  ces  autres  variables. 

Réciproquement,  la  fonction  du  second  degré  est  une  somme  dep  carrés, 
lorsque  les  valeurs  de  p  des  variables  tirées  des  équations  qu'on  obtient  en 
égalant  à  zéro  p  des  n  dérivées  annulent  les  autres  identiquement.  Cela  re- 
vient encore  à  ce  que  n — p  des  dérivées  soient  des  combinaisons  linéaires 
des  p  autres,  alors  qu'aucune  do  celles-ci  ne  l'est  des  p —  1  autres. 

Soient,  en  effet,  Xi,x.^,  ...,.r;,  les  variables  qui  s'expriment  par  les  autres 
au  moyen  de  p  dérivées  égalées  à  zéro.  L'hypothèse  est  que  les  valeurs  de 
ces  varialjles  ainsi  obtenues  aninilent  toutes  les  dérivées,  quelques  valeurs 
qu'on  attribue  à  .tp  +  i,  ...,  x^^.  En  général,  on  pourra  façonner  la  fonction 
en  une  somme  de  carrés,  en  nombre  n  au  plus,  tels  que  x^  entre  dans  le 
premier  seul,  x\  dans  le  deuxième,  sans  être  dans  les  suivants,  qu'il  soit  ou 
non  dans  le  premier,  x.  dans  le  troisième,  sans  appartenir  à  ceux  qui  le 
suivent,  étant  ou  non  dans  los  précédents,  et  ainsi  de  suite.  Soient 
Xi,  Xg,  ...,  X,„  Xp  +  i,  ...,  X,j  les  fonctions  dont  on  a  ainsi  les  carrés,  abstrac- 
tion faite  des  coefficients. 

Prenons  les  dérivées  de  la  forme  par  rapport  à  x^jX^,  ...,  .ï„.  La  pre- 
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raière  ne  dépendra  que  deXp  la  deuxième  de  Xj  et  de  X2,  la  troisième  de 
Xp  X.>,  X3,  etc.,  et  elles  en  seront  des  fonctions  linéaires.  Or  les  expressions 
des  p  variables  Xi,  x^,  ...,  .r^  en  fonction  des  autres  qui  annulent  les  déri- 
vées, pour  toutes  valeurs  de  ces  dernières  variables,  annuleront  alors  Xj,  et 
par  suite  X,,  puis  \.,  etc.,  jusqu'à  X,,,  ainsi  que  Xp+i,  ...,  X„.  Mais  ces  der- 
nières fonctions  étant  indépendantes  des]j  variables  en  question,  c'est  iden- 
tiquement qu'elles  sont  nulles,  sans  aucune  substitution.  Donc  la  forme 
quadratique  est  la  somme  de  p  carrés.  Elle  pourra  d'ailleurs  se  transformer 
d'autre  façon  en  somme  de  p  carrés. 

C'est  ainsi  qu'une  forme  quadratique  est  réductible  à  un  seul  carré, 
quand  la  valeur  d'une  variable  tirée  d'une  dérivée  égalée  à  zéro  annule 
toutes  les  autres,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  quand  les  dérivées  sont  pro- 
portionnelles à  des  constantes.  Sous  ce  dernier  énoncé,  le  théorème,  du 
reste,  s'étend  à  une  fonction  homogène  quelconque  de  plusieurs  variables 
de  degré  K,  en  ce  qu'elle  est  alors  la  puissance  du  degré  K  d'une  fonction 
linéaire  des  variables. 

II 

Proposons-nous  d'abord  de  transformer 

2  2"'"J 

en  V  îi^,  alors  que  les  nombres  k,  i  elj  sont  variables  de  1  à  n,  i  se  pre- 

nant  plus  petit  que  j. 
Soit  posé 

.1)  2  2«.«.=s||? 


miiUi 


pour 

(2)  U,==2'~'^ 

La  formule  (1),  comme  identité,  implique  les  relations 


En  prenant  la  dérivée  de  (1)  par  rapport  à  ?/,,  on  obtient 

(4)  s«i=sl]^ /«"!!;     u^i)- 
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Comme  i  est  susceptible  de  n  valeurs  1,  2,  ...,  n,  il  y  a  n  formules  de 
ce  genre.  Multiplions-les  par /p  ).,,  ...,  /„  et  ajoutons;  il  s'eusiiil 

(a»  +  .  .  .   +  'n)»i  +  ("'3  +  ■  •  •  +  'n  +  ''l)"-2  +  •  •  ■  +  (>i  +  .  .  •  >■«-!)";, 

=  ÎT  Zj  '■'i'"'*  -^  ïf  Z^  ''•'^"'ï*  4-   .... 

Or,  si  l'on  pose 

/2+  .  •  .  +  \,  =  7nui, 

A.  +    ...    +  "/-i  =  7111,2, 

>i  4-  •  • .  +  >7,_i  =mhn, 
ou  a,  par  l'addition, 

(n  —  1  )().!  +  >.2  +  . . .  +  >„ )  =  >  '«w  =  S/i, 

-•"^A  =  1 
OU 

).,  +  ...+  >,, 


7!  —   1 

par  suite 

Xj  = j  bft  —  rHAî, 

71  —  \ 


et  la  formule  S  devient 

111-^11  =  1      V7i  — 1  y     Hj-^^-^i      \?j  — 1  / 

U   v^^  =  «       /     1  \ 

+r!S,_,"'^(;r^s,-77,.j, 


ce  qui  peut  se  changer  en 


U*  =  n^ 

\7l  1  *-A  =  1  /  Ho   \  71  1 

.-L-  

H„  \n  —  i       — A  =  i 
Il  en  résulte 


(0  Hft  = r  Sji  —  V        ma, 

n  —  1  ^^k  =1 


et 

(7)  0  =  — L. SftS,  -  y* " "rtinmik  [h^^]. 

n  —  1  ^^k  =  1  \    "^    ' 

Nous  trouvons  ainsi,  avec  les  expressions  de  H/,, ^ — -  relations  (7). 

Réciproquement,  ces  relations  (7),  eu  égard  aux  expressions  II/,,  entrai- 
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nonl  los  relations  (5),  et  par  conséquent  la  formule  (1),  si  les  Un  et  le  déter- 
minant 

m m, 


sont  différents  de  zéro. 
Posons  en  effet 


s  =  « 

^^h  =  1 


h  étant  susceptible  des  valeurs  1,2,...,  n. 
Si  l'on  multiplie  les  ?i  égalités  par 


n  —  I 


^0—  nigu 


n  —  i 


^g       '^'(7n> 


et  qu'on  ajoute,  on  obtient 
d'où 


lV.,  =  2^.^^Aj-^— ^S, 


(X.n=     7  .  TV- 


'^  (  =  1  Hû  \H  —  \ 


Sa  —  m 


,Jt   ' 


Considérons  les  égalités  de  ce  genre  répondant  h  y=i,  2,  ...,  ??,  mul- 
tiplions-les par  ??2i;,,  m.,h,  ...,  m,^ft  et  ajoutons  les  résultats;  il  s'ensuit 


"U/i 


=  1  Ua  \n-\ 


S.  - 


»H, 


Comme,  d'après  les  bypolbèses  faites,  Aj,  A,,  ...,  A„  sont  susceptibles  de 
telles  valeurs  qu'on  veut,  cette  égalité  se  partage  en 


1  =  2  iT  (  ""^  ^«  —  '"w 


»«A/ 


Or,  si  l'on  pose 


M 


H  =  n 


"Uj 


;>, 


«■^i)- 


1 

f 


ces  n  relations  peuvent  s'écrire 
1 


n  —  1  \  J      n  —  1 


_  9 


0  = 


H  —  1 


Mm 


4 


0  =  — 


.M/,2  + 


«—  I 
I 


M/,î-+-M,,5+  ...M,, 


H  —  1 


•M,,/,, 


n  —  1  ""'  '   n  —  1 
S\hh  manquant  dans  la  parenthèse. 


Mm-+-M„3-^  ...-\-)\kn      + 


11  —  1 


M/ih, 
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En  soustrayant  de  la  première  relation  chacune  des  autres,  on  a,  à  la  place 
de  celles-ci, 

1  =  Mai  —  M/,/,, 

1  =M;,2 —  M/,/,,  , 


d'où,  par  l'addition, 

»  —  1  =  (Mfti  +  M„,  +  .  . .  +  Mft„)  —  [n  —  m„n 
La  première  relation  étant 

n-\=  (Mm  +  M„,  +  .  .  .  +  %n)  -  («  -  2)Maa, 

il  s'ensuit 

Mftft  =  0 

et 

Les  relations  (3)  sont  ainsi  obtenues. 

Les  relations  (5)  et  les  relations  (7)  sont,  en  conséquence,  équivalentes, 
eu  égard  à  la  valeur  générale  de  H^  et  aux  conditions  exprimées. 

En  second  lieu,  soit  proposé  de  transformer 

alors  que  i  est  différent  de  j  en  V  y^^ ,  les  Ui  étant  indépendants  les  uns  des 

autres,  ainsi  que  les  L'a- 
Soit  posé 

(Il  'i2:°«".".  =  Er! 


pour 
c'est  avoir 


2i  =  ;i 
i  =1 


,3,  0  =  2;:;^, 

En  prenant  la  dérivée  de  (i)  par  rapport  à  ?/,,  on  trouve 
j  étant  différent  de  i,  ou  au  =  0. 


GO 


Commo  ?  est  susooptil)!o  dos  n  valeurs  1,  2,  5,  ...,  7i,  il  y   a  7i  équations 
(le  ce  genre.  Miilliplioiis-les  par  ).;,i,  l,,,,  ...,  ),,„  et  ajoutons  ;  il  s'ensuivra 


Nikmik 


en  posant 


i  variable  de  1  à  ». 
Ces  équations  (6j  donnent 


A  = 


0   «2,  rtj,    .  .  .   a, a 


a,^    l)    0,., 


«m   "in 


et 


M^i  ^ 


0    flo,   . . .  mui 


mim 


i 


et  l'équation  (5)  se  partage  en 


(7) 


i=  1 


')1  (fi \  N 

de  sorte  qu'avec  les  expressions  de  H/,,  il  y  a  là         -'  relations. 

Réciproquement,  ces  relations,  en  ayant  égard  aux  expressions  dos  H;,, 
entraînent  les  relations  (o),  par  suite  la  formule  (1),  si  les  II/,  et  le  délernii- 
nant 


sont  différents  de  zéro. 
Posons,  en  effet, 


*^k  =  1 


I 
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t't  multiplions  ces  égalités  par  >5i,  ).^v,  ...,  ),,„,  puis  ajoutons  ;  nous  aurons 


H„ 


=  2    ■^''•'"' 

d'où 

et  de  là,  en  faisant  </=  1,  2,  ...,  n  et  multipliant  par?>ii/,,  njo/,,  ..., 


ce  qui  se  partage  en 


V^'-"'",7;,  /;   >  ;\ 


La  première   de   ces  deux  relations  peut  se  développer  moyennant  la 
valeur  de  ïih  en 

^■hi%i  —  y-h2?h2  +  .  ■ .  ±  a.hn:m  =  (  — n 1 n H  ■■■  j?hi 

+  •  •  •     i^fta  +  ■ . .  ) 


11,  H, 


ce  qui  est  satisfait  par 


=  y 


i  =  n 


mikmm 


et 


o=:y 


'  =  «  mu 


:l      H. 


11  en  est  de  même  des  autres  formules  du  premier  groupe. 
La  première  de  celles  du  second,  se  développant  en 

revient  également,  moyennant  les  mêmes  conditions,  à 

ne  qui  a  lieu,  h  étant  différent  de  k;  et  de  même  pour  les  autres. 

D'ailleurs,  il  n'y  a  pas  d'autre  solution  ;  car,  à  piendre  pour  inconnues 
les  n  expressions 
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le  déterminant  des  n  équations  est 

Pu    Pi-2    •  ■  •    hn 
^=       

\>ni    \'n-i    •  ■  •    \'mi 

La  réciproque  à  établir  est  ainsi  démontrée. 

Cette  analyse  est  de  tout  point  applicable  à  la  fonction  complète  du  se- 
cond degré 

^aijUiUj     {aij  =  aji), 

i  cij  variables  de  1  à  n,  sauf  à  remplacer,  dans  A  et  A)./,,,  les  éléments  0  par 
fin,  (lii,  ...,  a„„. 
Car  si  l'on  pose 

on  aura,  pour  la  dérivée  par  rapport  à  ?/,, 

En  multipliant  par  /,a,  \i,  ...,)./,„  les  n  équations  de  cette  sorte,  et  les 
ajoutant,  on  aura 


"V,        1  V,         au''.iik 


!  =  1  \  ■«  A-  =  1 


d'où 


en  déterminant  les  Ihk  par  les  équations 


(jui  donnent 


et 


A>.,,i  = 


a,,  «..I    . . .   fl„ 


"n,  «..„   .  .  .   a„ 


«,,  ?/i/,i    ...   (i,„ 


«1,1    '"hn    •  ■•    «im 


i 
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et  Ton  a  par  là 

Hft  =  V       hûnhi  > 

,  i  =  n 


0=T       hûUki  {h^k). 

Réciproquement,  on  pomra  déduire  de  ces  relations,  comme  plus  haut, 


(  =  n 
Oh 


_  y,'=-"m?A: 


(ihk  =  2 


i  =  i    II,   ' 


et  par  conséquent  la  formule  (1). 


III 


rr        ,         ,■       ,      .         o  .,        UV       VW       \VU 

1  ransformation  de  w  +  v  +  iv  en  -q-  +  -tt;-  +  -jpp  • 

Soit  posé 

>ji^  o  ,     ,         ,      UV      VW      wu 

(1)  "'  +  ^''  +  ""  =  -n-  +  -ïF+«F 


Il    '    H' 


pour 


U  =  7nu  +  nv  +  piv, 
V  =  m'u  +  /l'y  +  p'w, 
W  =:  »f"î<  +  n"v  +  /;"?«. 

Avoir  la  formule  (1)  pour  toutes  valeurs  de  u,  v,  w,  c'est  avoir 

?)i»i'       m'm"       ni"m 
H    ^     11'    ^    II"  ' 
,„,  ,        un'       n'n"       n"n 

(2)  ^  =  Tr+lF-^lF' 

u     "•"      H'     "T"    H"  ' 


H'     '    H" 


et 


mn'  4-  m'n      m'n"  +  7n"ii'      m"n  +  »i«"  __  , 

H + w "^~TF -'^' 

.  ,                         np'  +  pn'      n'p"+p'n"      n"p-\-p"n  _ 
(^)  jl        + jp +        jp       ^-0, 

;;m'  4-  mp'      p'm"  +  »;'//'       /j"/»  +  m"p  _ 
H  -^  ÎP + ÏP -""• 
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Or  011  a 


(4) 


m\  +  m'\}       m'W  +  m"\       m"U  +  "i^^ 
2u  = n H 


5«  =  - 


II  '  II'  H" 

,;V  +  Hi'U      ?i'W  +  «"V  ,  7i"U  +  »w 


H 


+ 


11' 


2,„  _  ;^v  +  ;/u  ^  ?/w  +  ?/^v  ^  />"U  +  ?AV 


-f 


H  H' 

d'où,  en  multipliant,  par  m,  n,  p  et  ajoutant, 


+ 


H" 

+ 
H" 


.  ^  on_  (m-+n-+p-)\-\-{mm'+mi'+pp')[]       [nim'+nn'+pp'}V^+{^nm" +nn"  +pp")V 
(0)  .U_  Yi  +  H' 

{mm"  +  un"  +pp")\}  +  (mr  -| ■  n-+p-)\y 

relation  qui  se  partage  en 

/juh'  +  nn'  +  pp'       mm"  -\-  nn"  +  pp" 


I 


H 


H" 


(C) 


??i-  +  n-  H-  ;;-      mm''  +  nn"  +pp" 


0: 


mm'  4-  ?'"'  +  pp'       m^  -f  n-  4-  p^ 


H'  '  H" 

si  U,  V,  W  peuvent  être  quelconques,  c'est-à-dire  si  l'on  a 


m  n  p 
m'  n'  p' 
m"  n"  p" 


\      \      \ 

Résolvons  ces  équations  par  rapport  à  ^,  -rr,,  7777-  ï^e  déterminant  est 

Al  =  %mm'  +  nn'  +  pp')[mm"  +  nn"  +pp")(m-  +  n-  +p-), 
et  l'on  trouve 

A,  .  —  2()n»i"  4-  nn"  +  pp"){m^  +  «-  +  p'-'), 

4 

A,  —  =  —  2(jn- -f  n-  +  p-), 
n 

4 

A,  r-  =  '■2{m'^  +  «'-^  +  //■')(Hr»i'  +  nn'  -\-  pp'), 


I 


(I  ou 


H  =  mm'  +  7in'  +  pp', 


0) 


11'  = 


{i.in'  +  ?m'  -\-  pp')[mm"  +  nn"  pp") 


m*  +  n^  +  p* 

"  =z  mHi"  ^-  /(»"  +  pp". 


—  C5  — 
A  l'aide  des  facteurs  m\  «',  y/,  on  lire  de  même  des  équations  (4) 

H'  =  m'm"  +  n'n"  +  p'p\ 

..„ [m'm"  +  n'n"  -{- i)'j)"){m'm  -+-  n'n  +  p'p) 

m"-  -\-  n'-  ■\-  p'- 
H  =  m'm  +  n'n  -4-  p'p, 

et,  à  l'aide  des  facteurs  m" ,  n" ,  p", 

H"  =  m"m  4-  n"/i  +  p"p, 

j, {m"m  ■+-  n"n  -\-p"p)[m"m'  +  n"n'  +  p"p'] 

m"-  +  n"-  +  p"-  ' 

H'  =  m"m'  -\-  n"n'  +  p'p' ■ 

On  a  ainsi 


Il  =  mm'  +  nn'  -f-  pp'y 
(  8  )  H'  =  m'm"  A-  n'n"  +  p'p" , 

11"  =:  m"m  -f-  n"n  +  p"p^ 


et 


HIl" 

m-  -I-  «-  +  //-  = jj-, 

,., fl'H 

'"    +  "  -  +  P  -  =  -  -j-p- 

m'"-' +  u' ■+/)"=' =  -î^', 
H 


d'où  résulte 


112  =  (m-  -f  «'  +  p'^){m'-  +  «'■-  +/j'"^), 
II"i  =  (m"-  +  «"-  +  p"-)(m-  +  ?r-  +  //-), 

et 

—  HH'H"  =  [m-  +  n-^  4-  p-)(m'-  +  «"^  +  y/-)(m"--'  +  n"'-  +  /)"- 

Par  suite,  il  faut 


H  =  —  ym''  +  "*  +  jP"  V '"'"  +  "'"  ■*"  P"» 


(0)  H'  =  —  y/m'-  +  n'-  +  p"^  \Jm"'^  -\-  n'"^  A-jf-, 

II"  =  —  \Jm"-  +  ?i"-  +  p"'-  \Jm-  +  n^  +  p^, 

ou  bien 

II  =  —  \Jm-  -\-  n-  +p-  v'm'"  +  n'-  +  p'-^ 
( y )  II'  =  —  s/in'-  +  n'2  +  p'-  v/m"-  +  n"- +/)'"' , 

H"  ^  —  \///i"-  +  h"'^  +  //'-  v/m-  +  »-+//-, 

chaque  radical  pouvant  d'ailleurs  se  prendre  implicitement  avec  tel  sign 
qu'on  voudra. 
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OU 


Sous  forme  rationnelle  on  a  donc 

(m*  +  «*  +  p-){m'-  +  «'-  4-  p"-)  —  {mm'  +  un'  -+-  pp')'^  ==  0, 

{mil'  —  m'}i)-  +  {np'  — jm')-  +  {pm'  —  jh;/)-  =  0,  ...  ; 


»t    n    p 

A  =: 

m'  n'  p' 
m"  n"  p" 

ma  +  m'fj  -f-  m"-)'  =  A, 

nv.  +  Ji'fi  +  ?i"Y  =:  B, 

/jx  + 

p'^  +  f-i  = 

=  C. 

par  où  l'on  voit  que  m,  n,  p  ne  peuvent  être  réels  à  la  fois. 

Réciproquement,  étant  données  les  expressions  (8)  de  H,  H',  H"  et  les 
relations  (9),  les  formules  (2)  et  (o)  en  seront  les  conséquences,  par  suite  la 
formule  (I),  si  aucune  des  quantités  H,  H',  H"  n'est  nulle,  ni  le  détermi- 
nant 


Posons,  en  effet, 

(10) 


En  disposant  de  a,  S,  7,  les  quantités  A,  B,  C  pourront  être  de  toutes  va- 
leurs, le  déterminant  A  étant  différent  de  zéro. 

Multiplions  ces  équations  par  ?n,  n,  p,  puis  ajoutons.  En  tenant  compte 
des  relations  (8),  on  trouve 

H  II" 
—  -^  a  +  \[^>  +  il"7  =  m\  +  »13  +  /;C. 

On  a  de  même  par  »i',  n'  ;/,  et  par  ?h",  n",  ;/', 

lia  -  ^y  p  +  I1'7  =  m'A  +  n'B  +/>'C, 
ira  +  II'P  —  î^ m"A  +  n"B  +p  "C . 

Hésolvons  ces  équations  par  rapport  à  a,  p,  7.  Le  déterminant  est 

A,  =  4111111", 


1 


1 


el  il  s'ensuit 


_  m*A  -f  n'B  +  //G      m"A  -f-  «"B  -t-  p'Ù 


2|-i  = 


m"A  +  «"B  +  p%      m\  +  /iB  +  />G 


H' 
«B 
li" 


H 


mA  +  «B  -f  ;*C  .  m'A  +  ii'\i  +  p% 
h  = r,T. 1 


—  07  - 
d'où,  en  multipliant  par  ni,  ni' ,  ni"  et  ajoutant,  on  tire 

„,        -,    mm'       m'm"       m"m\  ,         fmn'  +  m'n       m'n"-\-n'm"      m"ii -\- mii'^\  ,, 

2A=2.-jj-  +  —  +-fprj^^+  i— ïï +-^11' +        11"        )  ^ 

/mp'  ■+■  m'p      m'p"  +  p'^n"      m"p  +  p"m\ 

ce  qui  donne 

.  mm'      m'm"      m"  m 

1  — -jj- +  IF  "^  IF^' 

. )iin'  +  m'n       m'n"  +  ii'm"       m"ii  +  mi\" 

U  —  jj  \  jp  I  jp        , 

, mp'  +  m'p       m'p"  +  m"p'       m"p  +  np" 

"-       il        ^'     TT        "^       ÎF      • 

On  obtiendra  d'une  façon  semblable  les  autres  formules  (2)  et  (5). 

Remarque.  —  Quand  u,  v,  w  sont  des  fondions  du  premier  degré  en 
X,  y,  z,  l'équation  î<^ -(- 1>- -h  w- =  0  donne  un  cône,  et  les  équations 
U  =  0,  V  =  0  deux  plans  passant  au  sommet  du  cône.  L'intersection  des 
deux  plans  est  sur  le  cône  si  l'on  a  à  la  fois 

M-  4-  V'  +  w-  =  0, 
mu  4-  nv  +  pw  =  0, 

)ii'u  +  a'v  +  pxv  =  0, 

d'où  résulte 


puis 


np'  —  pn'      pm'  —  mp'       mn'  —  vi'n 


(np'  —  /;/(')■-  ■+■  [pm'  —  nip')-  +  [mn'  —  m'n)-  =  0. 


Les  relations  (9)  ont  par  là  une  signitication  géométrique. 

Si  l'on  change  m,  v,  w  en  u\'z,  v\/î\  wsji'\  m,  n,p  en  my/s,  n\Jî\  p\Ji\ 
i,  i ,  t"  étant  ±  1,  la  formule  (1)  devient 

,       ,  .       „   ,      liV      VW      \VU 
tiC-  -h  i'\}-  +  e"«<;-  =  „-  +  ip  +  -jp-, 


avec 


et  l'on  a 


l 


l)  =  imu  -\-  iHi)  -\r  i"ptv, 
V=  im'd  +  i'n'v']-h  t''p'ilV, 
\\'  =  vn"u  +  i'n"v  +  i''p"w. 


H  =  zmm'  +  i'nn'  +  '^"pp', 
II'  =  vn'm"  +  i'n'n"  +  -J'p'p", 
H"  =  im"m  -\-  t'n"n  +  i"p'"p. 
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an'  +  l'ii-  +  i"p-  =; j^-, 

un'-  +  t'n  --!-£"/;-  = jp. 


puis 


H  =  —  \jim-  +  £'«-  +  i"p-  sjim"-  +  l'n'-  +  t"p'-. 


H'  =  -  v'£»i'-^  +  t'n'-  +  t"p"-  \Jvn"'-  +  e'«"^  +  e"/»''*. 
11"  =  —  v'£(»"-  +  t'n"-  +  t'y  -  v^£m*  +  E'»i-  4-  e"/*-, 
OU  les  mêmes  expressions  avec  changement  de  signe  pour  H'  et  H",  chaque 
radical  impliquant  d'ailleurs  tel  signe  (pTon  voudra. 
S  'US  forme  rationnelle,  c'est  avoir 

.    i()\p' — pn'Y    +    £'(;;»!'  —  »;//)-   +£"(»!«'  —  m'n)'     ==.{), 

i{n'p''  —  p'n")-  +  l'ip'in"  —  m'p")-  +  i"{m'ii"  —  m"n')-  =  0, 

i{ii"p  —  p"i))-  +  i'{p"m  —  }n"p)-   +  t"[m"n  —  mn")-  =  0. 

Les  formules  (!2)  deviennent 


mm 

+ 

m  m 

)irm 

H 

ir 

H"  • 

nn' 
H 

+ 

n'n" 
11' 

-+- 

II'" 

'  "~  Il  "^   II'  '^'  11"  ' 
et  les  formules  (ô)  restent  les  mêmes. 

IV 

.       ;  uv      VW      VVl 

Transformation  de  uv  +  vw  4- 1<^«  en  -rr  -f  -tit-  +  -r^-. 

Soit  posé 

UV      VW       \VL 

(  1  )  «y  +  VIV  +  ton  =-'  -J7  +  Tp  +   ,yF  -• 

pour 

U  z=zmu  +  7(t)  +  y-'ti', 
V=:r  m'u  +  «'i'  +  //if, 
NV  =  m" H  +  //"('  -f-  p"w, 

M,  v,  w  étant  des  quantités  indépendantes  les  unes  des  autres. 
Cette  formule  implique  les  relations 

mm'       m'm"       m"m 

-ir  +  -îF+'ii"-  =  "' 

un'       n'n"       n"n 

(Il  T  +  IT  +  Tr^'^' 

pp'    p'p"    p"p  _ 


I 
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mn'  4-  /«'«       m'7i"  +  n'm"       m"n  +  mn" 

H         ^          H'  H" 

np'  +  pn'       n'p"  +  p'n"       n"p-\-p"n  _ 
(3)  n + fp +         iF~"-'' 

pm'  +  mp'      p'm"  +  r?i7^"      p")n  +  rn"/> 

H      ""^  iP  '  ÏT^         ~ 

On  tire  de  (i),  par  dérivation, 

mV  +  m'\]      >n'W  +  m"V   ,   m"U  -h  mW 


hV  +  «'U       h'W  +  n"\       n"\}  +  «W 
(4)  w  +  u= ^ + jp 1 ^, , 

_p\+p'\]      jj'W  +  p"\      p"\]  +  p\\ 

U-hV-  jj  +  îp  +  ^,  , 

d'où,  en  multipliant  par  ),,  p,  v  et  ajoutant, 

(5)  ^[>-(^+^+.(i+^UC  +  f)\^ 


+i'(;^+ï><i-ff:)+<if.-'ii;)h- 

Si  l'on  pose 

d'où 

n  +  p  —  m  p  +  m  —  n  m  4-  «  —  p 

X—  2         '      •'—  2         '      '~  2  ' 

on  aura,  par  cette  équation  (5), 

/m'      m"\n  +  p  —  m   .    /u'      n"\p  +  m  —  n       fp'      p"\m  +  n  —  p 

\n~^w)      ^2       "^  V»     îi^/       2       +  Viï     H'7      2       ' 

/m"       m  Vh  4-  p  —  m  ^  /«"    ,    »  \p  +  m  —  n       (p"       p  \m_j-H— /> 

(6)  •'-^iF  + HJ — ^2 —  +  vîF+ti;     2     +viF+H;    2     • 

ViP"^H';  2  ^VH"+H7         2  +VH""^H"y'         2 

Posons,  pour  abréger, 

,n  +  p  —  7/!         ,p  +  m  —  n        ,m  +  n  —  p  ,       r   ,   -, 

m' ^ h  n- 2 ^  P  2 ~  ^'""  ■'  ~  ^       •'' 

c'est  aussi 

1  1 

;^  Im'  +  n'  +  p'){m  +  n  +  p)  —  {mm'  ■+■  nn'  +  pp')  =  ^SS'  —  {mm'  +  nn'  +  pp'). 
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Un  aura  do  mônip 


1 

\m'm"]  =  [m"m'l  =-S"S'  -  [m'm"  +  n'n"  +p'p"), 

[m"m]  =  [mm"]  =  -SS"  —  {m"m  +  n"n  +  p"p), 

S^'' désignant  m"^4-n'" -4-/1 

L?s  équations  (6)  deviennent  par  là 

(6)  i)  =  [.[,nm]+l^,[m"m]. 

1  1 

et  l'on  a  pareillement 

(6)'  0  =  -i[m'm']+i[mm'], 


11'^         J    '   H" 

,^1 


*^  =  mK'«']  +  nK'«']- 


et 


(6)"  o  =  l.[m"m"]  +  l[m'm"l 

Sur  ces  relations,  les  trois  premières  donnent 

A  r=  2  [mm']  [mm"]  [mm] , 
1 
A  n  =  [mm"]  [mm] , 

d'où 

\\  =  2\mm']. 

Par  les  autres,  il  vient  de  même 

(7)  ll'  =  ti[m'm"), 

\l"  =  ^m"m]. 
Gomirie  ion  a 

1  1 

0  = -Imm]  +  ^,[m"m]. 


il  s'ensuit 


ou 


et  de  même 
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, \mm\       [m" m] 

\mm'\       ïm'm" 


\mm']  \mm"]  +  [m'nf]  [mm]  =  0, 


(  8  )  \m'm"]  [  m'm  \  +  [m" m]  [  m' m',]  =  0 , 

[m"m][m"m']  +  [mm']\m"m"]  =0. 

On  peut  déduire  des  deux  premières  de  ces  relations 

[rnm']-  =  [wm][w'?n'J, 
et  Ton  a  de  même 

(  8  )'  [m'm"]  ^  z=z  [  m'm'  ]  [m"m"] , 

I  m" m  ]-  =  [m" m"]  [mm] . 

Ces  systèmes  (8)  et  (8)'  sont  équivalents,  du  moment  que  [mm'],  [m'm"\, 
[m"m]  ou  II,  H',  II"  sont  différents  de  zéro. 

Les  relations  (8)'  peuvent  s'obtenir  immédiatement  par  une  autre  voie, 
mais  sous  une  forme  différente. 

D'après  la  formule  (1),  si  l'on  pose  U  =  0,  V  =  0,  il  s'ensuit 
îiv -\- viu -h  wu  ■=  Q .  On  doit  donc  avoir  à  la  fois 

mu  -h  liv  -+■  ptv  =0, 
m'u  +  }i'v  -\-  p'iv  =  0, 
uv  +  viv  4-  wu  =  0. 
Delà 


«//  —  pu'      pm'  —  mp'      mn  —  m'n' 
puis 

[np'  —  pn'){pm'  —  /j'/h)  +  [pm'  —  mp')(mn'  —  m'n)  +  {mn'  —  nm'){np'  —  pn')  =  0. 
On  a  de  même 

{îi'p"  ~p'n")(p'm"  —  m'p")  -f  (//jn"  —  m'p")[m'n"  —  m"n') 

+  {m'n"  —  m"n'){n'p"  —p'n")  =  0, 
{n"p  —p"n){p"m  —  m"p)  +  {p"m  —  m"p){m"n  ~  mn")-+-  {m"n  —  mn"){n"p  —  p"n)  =  0. 

On  a  d'après  cela  l'identité 

{np'  —  pn'){pm'  —  mp')  +  {pm'  —  mp'){mn'  —  m'n)  +  {mn'  —  m'n){np'  — pn') 
=  [mm][m'm']  —  [nwi']- 
=  {m-  +  n^  +  p-){m''^  +f?i'^  +  p'-)  —  {mm'  +  nn'  -\-  pp')- 

\ 
-f  (m  +  n  +p){m'  +  n'  +  p'){mm'  +  nn'+pp')  —  -^{m  ■+■  n  -i-p)-{m'-  +  »"-  +  p'*) 
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Héciprofjuement,  quand  les  relations  (8)  sont  satisfaite?,  les  relations  ('2j 
et  (5)  s'ensuivent,  pourvu  que  les  expressions  (7)  de  II,  H',  H",  ainsi  que  le 
déterminant 

m  n  p 
m' n'p' 
m"n"p" 

soient  différents  de  zéro. 
Observons  d'abord  que  ces  relations  reviennent  à 

r      1  ^  '  """      n 


Posons 

?»ot  +  Hi'P  -;-  m"-^  =  0, 
?ix  +  n'{*>  +  »"7  =0, 
])%  4-  y/p  +  2J"7  =  0. 

Multiplions  ces  équations  par  les  coefficieiils  de  7??,  n,  p  dans  [m?n],  et 
ajoutons  ;  nous  aurons 

1  JIH"         .       ,T„  ,   r       «1        ,n+p—m       ,j)-\-m  —  n       ,^m-f-?/  —  » 
-  2  -jj7*  +  [wim']P  +  [î«m"]7=A ^ [-  IJ'-^ \-  C-^^ — ^  =  G, 


[,„',„]a---|^p  +  [w'„,"l-|-r=A Y- ■+  ^—^ 1-  <' 2 ^  =  G', 

[m"ml  a  4-  [/«"/«'Jp  -  -  -^j— >-  =  A  -^î:^^ + 


„,„OP._l!i!!L' ,n"+/>"-w"  ,  ^^p"+m"-n"  ^  ^^^^" +  >'"-P" ^çj^. 


Or  le  déterminant  de  a,  |3,  y  dans  ces  nouvelles  relations  est 


t 


HIP' 
TF 


[Ni 

IF 


11"       II' 


II 


^^HII'H". 


11  est  ainsi  différent  de  zéro,  si  II,  H',  II"  le  sont  eux-mêmes. 
On  trouve  d'ailleurs 

Aa  =  2G'[H)?/t"|[m'//i"|  +  1G"\)nm'\\m"in'], 
A|5  =  2r."[w'»i| |m"m]   4-  2r,[»('m"[wHi"l, 
^•^z=:'2{'i\tn"m'\\)^nn'\    +  '■2C,'\>n"vi]\m'm]. 


J 
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d'où  Ton  tire 


J-HH'H"A  =  ^G(m'H'H"  +  m'^H'H)  +  J/i  m"ll"Il  +  mW'W)  +  ^G"(mHll'  +  wi'HH"), 


puis 


Il  '  11" 


<^l'+'^)  +  ^-'('^+"' 


II'  '  Il 


„    .m       m 


Or  si 


m  n  p 
m' n'  p' 
m"n"p" 

est  différent  de  zéro,  A,  B,  G  sont  susceptibles  de  valeurs  quelconques, 
moyennant  des  valeurs  convenables  de  a,  /3,  7.  On  a  donc  là  une  identité, 
d'où  résulte 


^m'      m"\n-\-p  —  m 


m\  n' -\-p' —  m' 
T\)  2 


fin'       m"\p  +  m  —  »       /m"       m\p'  +  m'  —  )i'       fm        in'\p" 

^=[n-^w) — 2 — -^[n'^ïi) 2 -^[W'-^wJ- 

m\m'-{-n' — p' 


;in'       m"\m-\-n — p       fm' 


H 


m        m'  \n"-irp"  —  m"* 
W^w)  2        "' 

m"  —  n" 
^2         "' 
m        m'\m"  +  n" — "" 
"*"  (  H"  "^  Iv 


H" 


H' 


On  obtiendra  de  même  d'autres  formes  analogues. 
D'après  cela,  si  l'on  pose 

mm'      m'm"       m"m 


H' 


!»        n  n  n"n 


:N, 


et 


H 


H  ^  H'     "^  11»    ~    ' 


m'n    ,    m'n"  +  m"n'       m"n  -\-  mu" 


H' 


H" 


np'  +  pu'       n'p"  +  p'n"         n"p'  -\-  pn" 

H         ^           \V           ""            ^11         ^ 
pm'  +  mp'      p'm"  -\-  m'p"      p"m  -\-  m"p 


H  '  H' 

les  relations  précédentes  sont 


H" 


=  2  +  2--^'' 


l 


0  =  "■  -  ^ . 
2       2 


M, 
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et  les  analogues  sont 


puis 


On  en  déduit 


1=1  +  5-1'. 


M  =  0,     N  =  0,     I'=:0, 
l>.=  ],      v  =  l,     cr=0, 


c'est-à-dire  qu'on  retrouve  les  relations  (2)  et  (5). 

Au  résumé,  les  relations  d'où  dépend  la  transformation 

UV      VW      WU 

21V  +  VW  +  IVU=  -^  +  -^  +  -jp-, 

pour 

]}z=mu  -{-nv  -{-jnv, 
V  =  m'u  +  >i'v  -\-p'w, 
W  ^  m"u  -f-  h"v  +  p"»t'. 

si  l'on  pose 

[m^')m(J)]  =  m(0_ — -^^-^ \-ni>)^ ^ [- pM ±—- i_, 

consistent  en 

H  —  2[Hiw'],     U'  =  2\m'm"] ,     II"  =  2[m"»i] , 


et 


QU  bien 


r  ,  1   H"H  A 

[m'm'J  +  ^  -jpr  =0, 
[m"m"]-f  ~  =  0, 


[mmj[m'm'J  —  |  mm'\-  =  0, 

[m'm']fm"m"]  —  [m'm'']»  =  0, 

[/H"m"]fmm)  —  fm"?»]*  .-=0. 
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Pour  la  transformation  de 


en 


SI  1  on  a 


ti-  +  V-  +  w-  +  t- 


IJV      UW      UT      VW      VT       \VT 

-jf  +  -fp-  +   „„  +    ij,^  -t-  il^  +    l|v  ' 


U  =  7nu  +  m)  -\-  piv  +  qt,     V  =  m'u   -}-...  -\-  q't 
W  =  m"u  + +  q"t,     T  =  m'"u  +  •  • .  +  q"'t, 

nous  nous  bornerons  à  faire  observer  qu'après  avoir  obtenu  par  des  déri- 
vations les  expressions  de  2w,  2y,  2w,  2f  en  fonction  de  U,  V,  W,  T,  on 
obtient,  par  des  valeurs  de  2U,  2V,  2W,  2T,  entre  autres  relations,  les  sui- 
vantes à  l'égard  de  H,  H',  H", 

mm'  -+■  nn'+pp'  +  qq'  ^^  mm"  +  mi"  +  pp"  4-  qq"    ,   mm'"  +  nn'"  -\-pp"'  +  qq"' 

l—  jî  \  îp  -^  jp  . 

_   »t'-  -i-  «"-  +  />'-  +  </'-         ?«'/?("  + -f  (/'<•/"        7/l'j/t'"  + -f  ryV/'" 


H" 


jn'rtt"  + +  </'(?"        J/t"- 

0  _  y  ^ 


H' 


9"-  Hl"»l"' 


+  </"?" 


H" 


U  en  résulte  en  particulier  l'équation  de  condition 


ni'2  +  .  .  .  -f  q'-  >n'//i"  +  . .  .  +  gV/'       //('»!'"  +  .  .  .  +  ryV/" 

m'm"  +  . . .  -f  </'(/"  m"-  +  , . .  -f  </"-        Ht"»i"'  +  . .  .  +  fy"q'" 

m'm"'  +  . .  ,  +  fyV/'"     />i"?n"'  +•■•-+-  ^y'Vy'"        /"'"-  4-  . . .  -f  q'"- 


=  0. 


Comme,  en  posant  V  =  0,  W  =  0,  T  =  0,  on  a  ?/-  +  v'^-\rw-  +  «-  =  0,  on 
voit  que  si  l'on  prend 


—  l 


n'  p'  q' 

m'  p'  q' 

n"p"  q" 

m"  p"  q" 

n"'p"'q"' 

m"'p"'q"' 

il  s'ensui 

t 

m'  n'  q' 
m"  n"  q" 
m"'n"'q"' 

m'  n'  p' 
m"  n"  p" 

m"  n"'p"' 

n'  p'  q' 

n"  p"  q" 


m'  p'  q' 


i"  p" 
m"'p"'q" 


m"  p"  q"    I  4- 


m'  n'  q' 
m"  n"  q" 
m"'n"'q" 


+ 


m'  n'  p' 
m"  71"  p" 
m"'n"'p"' 


=  0. 
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Far  là  se  trouve  accusée  l'identité 

,„î     -|- «2     +jj*    +g*      mm' -}- >w'   +  pp'    +  qq'  mm" -{- 7in" -\- pp"  -\- qq" 

mm'  +  7in'  +-  pp'  +  qq'      m'-  +  /;'^    +  />'-    +  q'-  jh'j/î"  +  n'n"  +  ///>"  +  q'q" 

mm"  +  un"  +  pp"  +  qq"  m'm"  +  /i'«"  +  ;///'  +  q'q"  m"-    +  h"-  +y/'=î   +  9"- 


Il  p  q 

i 

p  qm 

- 

q  m  n 

- 

m  n  p 

n'p'q' 

+ 

p'q'm' 

+ 

q'  m' n' 

+ 

m'n'p' 

n"p"q" 

p"q"m" 

q"m"n" 

m"n"p" 

Elle  fait  suite  à  l'identilè  connue 

m-    +  M*    -\-p-      mm'+nn'+pp' 
mm!  +  nn'  +  pp'    »«'-   +  "'"  +  p'- 


np 
n'p' 

■i 

pm 
p'm' 

'+ 

m'n' 


Sur  une  question  d'élimination  ou  sur  l'intersection  de  deux  courbes  en  nn 
point  singulier;  par  M.  Halphen. 

(Séance  du  17  février  1875) 

1.  Quand  deux  courbes  ont  en  commun  un  point  singulier  et  que  leurs 
tangentes  y  sont  distinctes,  le  nombre  de  leurs  intersections  confondues  en 
ce  point  est,  comme  on  sait,  égal  au  produit  des  ordres  de  multiplicité  du 
point  sur  chacune  des  deux  courbes,  ^i,  au  contraire,  les  courbes  ont,  au 
point  dont  il  s'agit,  des  tangentes  communes,  ce  nombre  s'augmente. 
Vaugmentation  est  égale  à  la  somme  des  ordres  des  contacts  des  branches 
des  courbes  entre  elles.  Cette  proposition  est  due  à  M.  Cayley,  et  j'en  ai  moi- 
même  donné  des  démonstrations,  l'une  dans  ce  bulletin  (t.  1,  p.  155), 
l'autre  dans  ifn  Mémoire  sur  les  points  singuliers  des  courbes  algé- 
briques, dont  l'Académie  a  décidé  l'insertion  au  recueil  des  Savants  étran- 
gers. On  voit  immédiatement  comment  cette  proposition  fournit  le  moyen 
de  calculer  l'augmentation  dont  je  viens  de  parler.  M.  de  la  Gournerie,  qui 
a  écrit  plusieurs  mémoires  Sur  les  singularités  élevées  des  courbes  planes 
[Journal  de  Math.,  "l"  série,  t.  XIV  et  XY,  et  Comptes  rendus,  t.  LXXYIl),  a 
eu  l'occasion  d'en  faire  des  applications  à  des  cas  très-complexes. 

On  a  cependant  pensé  qu'il  restait  encore  un  pas  à  faire  :  on  a  demandé 
une  formule  générale  qui  fournisse  immédiatement  la  solution  du  pro- 
blème, quand  les  courbes  sont  données  par  leurs  équations.  La  question  a 
été  nettement  posée  par  M.  Painvin  dans  les  termes  suivants  : 

Trouver  le  nombre  des  points  cdincidant  avec  l'origine  et  communs  aux 
deux  courbes 

afl'^p-a  -r  x^(6p-i  +  i  -+-.T'"<f>p_(;  +  î+...  =  0, 
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/  es  lettres  y,  et  •^,  dcs'ujimnt  des  functiuris  homoyènes  en  x  et  ij,  et  du  deqré  i. 
{But.  des  Se.  Math.  l.  IV,  p.  151,  et  t.  V,  p.  159.) 

Sous  la  forme  j,^éo  m  étriqué,  c'est,  comme  on  voit,  un  problème  d'élimi- 
nation, tout  algébrique.  M.  Painvin  en  a  donné  une  solution  élégante  dan^ 
un  cas  particulier,  celui  où  l'exposant  /3  est  nul.  On  la  trouvera  un  peu 
plus  loin. 

Sur  le  problème  ainsi  posé,  il  importe  de  faire  une  remarque  :  En  ne 
caractérisant  les  polynômes  «j  et  .}/,  que  par  leurs  degrés,  on  suppose  essen- 
tiellement que  leurs  coefficients  ne  soient  pas  particularisés  de  manière  à 
modifier  le  nombre  cherché.  C'est  cependant  ce  qui  peut  arriver,  et  c'est 
là  précisément  le  cas  le  plus  compliqué  du  problème  général.  Dans  co  cas, 
il  me  paraît  impossible  de  ne  pas  recourir  aux  développements  employés 
par  M.  de  la  Gourncrie,  ou  à  des  transformations  équivalentes. 

Le  problème,  tel  que  M.  Painvin  l'a  posé,  n'en  reste  pas  moins  digne 
d'intérêt.  J'en  donne  ici  une  solution;  j'y  rattache  ensuite  le  second  cas, 
plus  complexe,  de  telle  sorte  que  la  résolution  du  problème  général 
s'obtient  par  l'application,  plusieurs  fois  répétée,  de  la  solution  du  pro- 
blème particulier. 

2.  C'est  une  proposition  lappelée  plus  haut  qui  sert  de  point  de  départ  à 
mes  recherches  actuelles  : 

Théorème  I.  —  Le  nombre  des  intersections  de  deux  courbes,  réunies  en 
un  point,  est  égal  au  produit  des  multiplicités  de  ce  point  sur  les  deux 
courbes,  augmenté  de  la  somme  des  ordres  des  contacts  des  branches  de 
l'une  avec  les  branches  de  l'autre  au  même  point. 

C'est  cette  dernière  somme  qu'il  s'agit  de  déterminer;  et  il  est  clair 
que,  pour  y  parvenir,  il  suffit  de  considérer  successivement  chaque  tan- 
gente commune,  et  de  faire  la  somme  des  résultats.  Pour  abréger  le  lan- 
gage, je  désignerai  cette  somme  par  ordre  total  du  contact. 

J'ai  donné  au  théorème  une  autre  forme  souvent  utile  [Bul.  de  la  Soc. 
math.  t.  11,  p.  55)  : 

Théorèue  II.  —  Le  nombre  des  intersections  de  deux  courbes,  réunies  en 
un  point  0,  Véquation  de  lune  d'eHes  étant,  sous  forme  entière,  f{x,y)  =  0, 
est  égal  à  la  somme  des  ordres  des  quantités  f{x,  y)  quand  le  point  [x,  y)  est 
placé  successivement  sur  les  diverses  branches  de  l'autre  courbe,  à  distance 
infiniment  petite  du  premier  ordre  du  point  0. 

Ces  propositions  rappelées,  j'entre  en  matière.  J'emploie  la  notation  [n\ 
pour  désigner  abrévialivement  un  polynôme  homogène  de  degré  n  eux,  y, 
ne  s'évanouissant  pas  avec  x.  Je  suppose,  (;ommc  l'a  fait  M.  Painvin,  une 
courbe  ayant,  à  l'origine  des  coordonnées,  des  branches  tangentes  à  l'axe 
des  y,  et  ordonnant  son  équation,  je  l'écris 

(1)  0  =  f[x.y)  =  .f'"o[;,  _  m„]  +  .r"''lp  -  m,  +  a,] 

-f  ,t"'^|/j  —  m,  +  «,]  +  ...-+-  ,r'"'[/j  -  »/j  +  o,J  -f  .... 


1 
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OÙ  les  nombres  entiers  ai,a,,  ...,  a,,  ...,  dont  le  premier  est  au  moins  égal 
à  l'unité,  croissent  avec  leurs  indices.  L'entier  jj  marque  la  multiplicité  de 
l'origine  sur  la  courbe  (1).  Parmi  les  entiers  îjIo,  m^,...,  nii, ...,  un  au  moins 
est  nul,  sans  quoi  f{.v,  y)  serait  divisible  par  une  puissance  de  x.  On  voit 
que  la  forme  de  l'équation  (1)  est  un  peu  plus  générale  que  celle  adoptée 
par  M.  Painvin;  on  obtien  ira  celte  dernière  en  supposant  f/,=  i. 

Je  suppose  que  y  soit  inliniment  petit  du  1"  ordre,  et  qu'on  mette  dans 
f{x,y)y  au  lieu  de  -r,  un  infiniment  petit  d'ordre  supérieur  l  +  £(£>0). 
L'expression  .r"''[;j  —  TWj-f-a,]  est  infiniment  petite  d'ordre  7^-1- a, -h  £»«<. 
Donc  l'ordre  de  f{x,y)  est  le  minimum  de  celte  dernière  expression,  quand 
on  y  fait  varier  l'indice  i.  La  seule  exception  à  cette  règle  a  lieu  si  l'infini- 
ment  petit,  qu'on  substitue  à  ^,  a  pour  partie  principale  celle  d'une  racine 
de  l'équation  (1).  L'ordre  f{x,y)  s'élèverait  dans  ce  cas. 

Je  considère  maintenant  une  seconde  courbe  se  composant,  au  point  0, 
de  p  brancbes  ayant  avec  l'axe  des  y  des  contacts  d'ordre  t.  D'après  ce  que 
je  viens  de  dire,  et  conformément  au  tbéorème  II,  le  nombre  des  inteisec- 
tions  des  deux  courbes,  réunies  au  point  0,  est  égal  à  p  fois  le  minimum 
ûep-\-ai-i-e7n,.  Comme  pp  est  le  produit  des  multiplicités  du  point  0  sur 
les  deux  courbes,  je  vois  que  Vordre  total  du  contact  des  deux  courbes  est 
le  minimum  de  ^(aj +  £»«,),  sauf  toutefois  le  cas  d'exception  signalé  plus 
liant. 

Soit,  comme  exemple, 

l'équation  de  la  seconde  courbe,  ordonnée  comme /u,//).  Un  voit  aisément 
que,  parmi  les  t:  brancbes  de  courbe  qui  passent  en  0,  il  en  est  y.  dont  ijy 

est  la  tangente,  et  que  l'ordre  commun  de  leur  contact  avec  Oj/ est-.  Si, 

d'ailleurs,  je  laisse  aux  polynômes  qui  figurent  dans  (1)  et  (2)  toute  leur 
généralité,  le  cas  d'exception  n'a  pas  lieu.  Donc,  en  appliquant  le  résultat 

précédent,  et  faisant  p  =  y-,  t=~>  j'ai  cette  conclusion  : 

L'ordre  total  du  contact  des  courbes  (1)  et  (2)  au  point  0  est  le  minimum     M 
de  [ixii  -h  ami.  ■ 

Kn  supp()sanl!/  =  1,  cl  fli  =  t\  ou  obtient  l'élégante  solution  que  M.  Pain- 
vin  a  donnée  pour  ce  cas  particulier  du  problème,  et  à  laquelle  j'ai  fait 
prccédenunent  allusion. 

Si  la  seconde  courbe,  au  lieu  de  contenir  en  Ô  un  seUl  groupe  de  bran- 
die» ayant  des  (contacts  du  inèuK!  oidre  avciM)»/,  conlii'ut  plusieurs  groupes 
analogues,  ce  n'c^■t  plus  le  minimum  de  /i(a,-l-£m,)  que  l'on  devra  clier- 
clicr,  mais  bien  le  minimum  de  p{ai-\-im\)  -\-p'(a^  -{-tm,)  -f-  ...^  en  sup- 
posant toujours,  bien  entendu^  mis  de  côlé  le  cas  d'exccjiliou  doul  j'ai 
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parlé,  et  sur  lequel  je  reviendrai  dans  la  dernière  partie  de  ce  travail.  Ce 
que  Ton  doit  chercher,  c'est  d'exprimer  ce  minimum  au  moyen  des  nombres 
qui  interviennent  dans  l'équation  de  la  seconde  courbe,  et  qui  y  sont  ana- 
logues à  nii,  tti.  J'y  parviendrai,  comme  on  va  le  voir,  assez  rapidement,  en 
faisant  usage  du  parallélogramme  de  Neivton,  dont  je  modifie  trés-légère- 
ment  la  définition  pour  l'approprier  à  mon  objet  actuel. 

3.  Je  reprends  l'équation  (1),  et  je  marque,  sur  un  plan,  des  points 
Po,Pi,..,,Pi, ...,  dont  les  coordonnées,  par  rapport  à  des  axes  rectangulaires, 
soient 

\iZ=:mi,       Y)=:aj, 


Comme  il  a  été  dit  plus  liant,  si  l'on  fait  y  infiniment  petit  du  l^""  ordre, 
et  X  infiniment  petit  d'ordre  1  -+-z,  l'ordre  de  f{'V,y)  surpasse  p  de  la  plus 
petite  des  quantités  ai  -+-  zmi.  Je  figure  ces  quantités  en  traçant  une 
droite  D  passant  par  l'origine  des  coordonnées  et  faisant  avec  la  direction 
négative  de  l'axe  des  x  l'angle  w  dont  la  tangonte  est  s.  J'ai  ainsi 

ai  +  cm,  —  Y/  +  /r/w.X;  =  — ^  > 

COSOJ 

5,- étant  In  distance  du  point  Pj  à  la  droite  D. 

Ainsi  le  groupe  de  termes  d'ordri!  le  moindre  dans  /(  r,^)  correspond  au 
point  Pi  dont  la  distance  à  D  est  minima.  On  remarquera  d'ailleurs  que, 
dans  un  tel  groupe,  un  seul  terme  est  de  l'ordre  p  ■+•  ai -\- imi;  c'est  celui 
qui  contient  y  à  la  puissance  p  —  în,H-at.  Par  conséquent,  le  cas  d'excep- 
tion dans  lequel  la  partie  principale  de  r  est  celle  d'une  racine  de  (1),  et 
où  les  termes  d'ordre  minimum  disparaissent,  no  peut  se  produire  que  si 
deux  points  au  moins,  tels  que  Pj,  sont  à  la  distance  minima  de  D.  De  là 
cette  conclusion  facile  que,  si  une  droite  contient  plusieurs  points  P  et 
sépare  l'origine  de  tous  les  autres,  et  si  les  points  extrêmes  qu'elle  contient 
sont  Pi  et  Pj^-f,  l'équation  (1)  admet  m,  — mi  +  j  racines  x  infiniment 
petites  d'ordre  1  -h/;,  rj  étant  la  tangente  de  l'angle  que  fait,  avec  la  direc- 
tion négative  de  l'axe  des  x,  la  droite  considérée.  Par  suite,  on  n'aura  qu'à 
tracer  un  polygone,  tournant  sa  convexité  vers  l'origine,  ayant  pour  som- 
mets des  points  P,  et  séparant  l'origine  de  tous  les  autres,  pour  obtenir  la 
figuration  des  diverses  quantités  telles  que  rr,  et  du  nombre  des  racines  x 
auxquelles  elles  se  rapportent. 

Tout  ceci  est  trop  semblable  à  la  célèbre  règle  du  parallélogramme  de 
Neiùlon,  pour  qu'il  soit  utile  d'entrer  dans  plus  de  détails. 
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Pour  abréger,  je  désignerai  le  polygone  dont  je  viens  de  parler,  et  rela- 
tif.! f{x,y),  par  ce  mot  :  le  polygone  (/). 

Soit  maintenant  une  seconde  courbe  dont  l'équation  est 

(ô)     0  =  v(.r,i/)  =  x^[^  -  i>.o]  +  .r^'[^  -  ri  +  'il  +  .••  +  x''i[7,  -  'j.j  +  aj  J  +  ..., 

ordonnée  comme  f{x,y);  en  sorte  que  a^.oi.,,  ...,  u^,...  sont  des  entiers  crois- 
sants, dont  le  premier  est  au  moins  égal  à  l'unité. 

iNous  nous  proposons  de  chercher  l'ordre  total  du  contact  de  cette  courbe 
avec  la  courbe  (1)  au  point  0. 

A'ous  figurons  »,  comme  f,  par  des  points  iij,  et  nous  considérons  encore 
un  polygone  (y),  défini  comme  le  précédent. 

,  Nous  supposerons  en  plus,  pour  le  moment,  et  celte  hypothèse  dispa- 
raîtra plus  loin,  que  le  polygone  (yj  sépare  l'origine  de  tous  les  points  1*,  en 
sorte  que  le  polygone  {f)  est  entièrement  à  droite  de  (y). 

Je  suppose  que  l'équation  (5)  admette  un  groupe  do  p  racines  x'  infini- 
ment petites  d'ordre  1  -f-  £,  pour  y  infiniment  petit  du  1"  ordre.  En 
appliquant  à  œ  ce  qui  a  été  dit  pour  /",  je  vois  que  e  est  la  tangente  de 
l'angle  w  que  fait  avec  la  direction  négative  de  l'axe  des  x  un  certain  côté  a 
du  polygone  (»),  et  que  p  est  la  projection  de  ce  côté  sur  l'axe  des  x.  Par 

suite,  — ^—  est  la  longeur  \  de  ce  côté.  D'ailleurs,  si  i)  est  la  parallèle  menée 

COSOJ  °  ^ 

j)ar  0  à  A,  et  <î(  la  distance  de  P;  à  D,  nous  avons  trouvé 


Don(; 


ces  W 


'5 
"  '         COSw 


Comme,  par  hypothèse,  0  et  Pj  sont  de  part  et  d'autre  de  A,  la  quan- 
tité ).0j  est  le  double  de  la  somme  des  aires  des  triangles  ayant  le  côté  a 
pour  base,  et  pour  sommets  les  points  0  et  Pj.  Le  premier  de  ces  triangles 
ne  dépend  pas  du  point  P,.  Quant  au  second,  on  voit  aisément  qu'on  le 
rendra  minimum  en  prenant  pour  P,  un  sommet  du. polygone  (/"),  tellement 
choisi  que  les  directions  dos  côtés  qui  y  aboutissent  com[)rennent  entre  elles, 
celle  de  a. 

J'ai  à  considérer  ensuite  d'autres  groupes  de  racines  de  y.  Soitp'  le  nombre 
des  racines  d'un  de  ces  groupes,  et  soit  aussi  1  4-e'  leur  ordre.  Il  y  cor- 
ri'spou'l  un  autre  côté  a'  du  polygone  {y}. 

La  quantité  pia,  -f-  z'nii)  est  représentée  par  le  double  de  l'aire  du  triangle 
de  sommet  0  et  de  la  base  A',  augmenté  du  double  de  l'aire  du  triangle  de 
sommet  P,  et  de  même  base,  et  ainsi  do  suite. 
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J'ai  d'ailleurs  à  chercher  le  minimum  de 

f(«!  +  ='",)  +  ?'(«;  +  :/",)  +  .... 

pour  obtenir  l'ordre  lolal  du  contact  des  courbes  (1)  et  (ô).  Ce  nombre  est 
donc  égal  au  double  do  l'aire  comprise  entre  les  axes  et  le  polygone  (ç^), 
augmenté  du  double  de  la  somme  des  aires  minima  des  triangles  construits 
sur  les  côtés  successifs  de  ce  polygone  et  ayant  pour  sonnnets  des  points  P. 

Rien  n'est  plus  aisé  que  de  trouver  la  règle  pour  former  ce  minimum. 
Je  ne  m'y  arrête  pas  ici.  Je  remarque  seulement  que  les  divers  triangles  de 
sommets  P^,  Pj,  ...,  dans  la  figure  qui  fournit  l'aire  minima,  n'empiètent 
pas  les  uns  sur  les  autres,  en  sorte  que  l'on  peut  dire  que  :  La  moitié  de 
l'ordre  total  du  contact  de  (1)  et  (5)  efit  égale  à  l'aire  comprise  entre  les  axes 
et  une  ligne  polygonale  ahonlissant  à  ces  axes,  et  ayant  alternativement 
pour  sommets  des  points  P  et  des  sommets  de  (o),  de  manière  que  cette  aire 
soit  minima. 

J'ai  supposé  que  le  polygone  [o]  séparait  l'origine  de  tous  les  points  P. 
Je  suppose  qu'en  outre  tous  les  poiuls  n  soient  compris  entre  le  polygone  (y) 
et  le  polygone  (f).  Dans  celte  hypothèse,  on  peut  modifier  le  dernier  énoncé 
et  dire  que  : 

La  moitié  de  l'ordre  du  conlacl  de  (1  )  et  (5)  est  égale  au  minimum  de  Vaire 
comprise  entre  les  axes  et  une  ligne  polygonale  aboutissant  a  ces  axes  et 
ayantpcfur  sommets  cdternativement  un  point  ri  et  un  point  P. 

Pour  traduire  ce  résultat  en  une  foriUule  algébrique  sans  qu'il  y  ait  au- 
cune ambiguïté,  je  vais  supprimer  a  priori  un  certain  nomlire  de  termes 
dans  les  équations  proposées.  A  cet  effet,  j'observe  qu'un  point  ri;  ne  peut 
faire  partie  du  polygone  (o),  si  l'exposant  correspondant  y.,  n'est  pas  infé- 
rieur à  tous  les  nombres  i>.  d'indices  moindres.  Comme  je  sais  d'ailleurs 
que  ce  sont  les  sommets  du  polygone  qui  doivent  intervenir  seuls  pour  la 
solution,  je  peux  supprimer  un  tel  point.  Il  en  est  de  même  pour  les 
points  P.  En  d'autres  termes,  je  puis  supposer  que,  dans  les  équations  (1) 
et  (5),  les  nombres  ??io,  '"i,  •  -  et  y^,  Uj, ...  vont  en  décroissant  qunnd  leurs 
indices  croissent. 

Soit  alors  k-\-\  le  rang  du  dernier  groupe  de  termes  subsistant  dans 
©(.r,i/).  Je  peux  supposer  y;,=  0,  c'est-à-dire  f{x,y)  non  divisible  par  x. 
Parmi  les  points  n,  il  en  est  un  sur  l'axe  des  x,  c'est  rif,;  et  un  sur  l'axe 
des  y,  c'est  n^.  Je  peux,  dans  tous  les  cas,  supposer  que  la  ligne  polygo- 
nale, limite  de  l'aire  considérée,  part  de  Uq  et  aboutit  à  n^. 

Une  quelconque  de  ces  lignes  polygonales  peut  être  définie  comme  il 
suit.  Parmi  les  points  iii,  Hg,..  ,  nA_  „  j'en  choisis  quelques-uns.  Soit  r  leur 
nombre.  Leurs  indices  seront  r  nombres,  compris  entre  I  et  h —  1  inclu- 
sivement. Je  les  désigne,  dans  l'ordre  croissant,  par  (1),  (2),  ...,  (r).  Parmi 
tous  les  points  P,  j'en  choisis  de  même  r~\-\.  Leurs  indices  seront  r-f-  l 
ni  6 
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nombres  compris  entre  zéro  et  l'indice  supérieur  des  points  P  inclusive- 
ment, .le  les  désigue,  dans  l'ordre  croissant,  par  [I],  ['2],...,  [)'-+-l].  En 
mettant  simplement  l'indice  pour  représenter  chaque  point,  j'ai  ainsi  une 
ligne  polygonale 

0[l](l)[2](2)...(r)[r  +  1JA-. 

C'est  cette  ligne  que  l'on  doit  faire  varier,  (ant  en  changeant  ses  som- 
mets, sauf  les  extrêmes,  qu'en  modifiant  le  nombre  de  ces  sommets,  de 
manière  à  rendre  minima  l'aire  comprise  entre  celte  ligne  et  les  deux 
axes. 

Je  considère  la  portion  de  cette  aire  comprise  dans  le  quadrilatère  formé 
par  l'origine  et  les  points  (i),  [i  -h  1]  et  (t  +  1).  Son  double  a  pour  expres- 
sion 

Si=:aj  +  []{l).{!)  —  [■'■(î  +  lj)  +  '«[(  +  l](a(!  +  i)  —  »(/)). 

Le  double  de  l'aire  totale  est 

Sz=So4-S, +  ...  +  S,. 

Pour  exprimer  ce  résultat  d'une  manière  plus  simple,  je  donne  une  dé- 
signation uniforme  aux  coordonnées  des  sommets  successifs  de  cette  ligne 
polygonale. 

J'appelle  A,,  Mj  les  coordonnées  du  sommet  de  rang  j-|-  1.  Le  sommet  (i) 
occupe  le  rang  2i  -I-  !..  et  le  sommet  [i]  le  rang  21.  J'ai  donc 


.\o  =  0,          Mo  =  p,„ 

A,  =«^1],        Mj  =i)iX' 

■> 1 

.\2,_1  =«1,     I\I2J_1  =  >«[,], 

Aii  =  a(,  ,          M2/  =  a(j), 

> > 

•V2,-+2=  «(A;,        M2,-  +  2  =  0. 

Soit 

Aj^iMj-M,+iA,  =  Sj; 

j'ai 

Si  =:  Sa,  -f-  22/ -(-1. 

Par  sui 

te 

S=:2, -hï,  -t-...  +  v,,.,  , 

Telle  e.'-t  l'expression  dunt  le  minimum  Ibuniira  le  nombre  que  l'on 
clierchc.  Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  cette  formule  n'est  établie  (pie 
dans  l'hypothèse  où  tous  les  points  ri  sont  compris  entre  les  polygoiu's  (y) 
cl  (/*).  Je  vais  maintenant  montrer  (juc  celle  restriction  peut  être  écarlée^  cl 
que  mon  dernier  résultat  en  est  affranchi. 

On  assure  la  réalisation  de  l'hypolhèse  que  je  viens  de  rappeler,  en  don- 


k 
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liant  à  la  figure  formée  par  les  points  P  une  translation  suivant  la  direction 
positive  de  l'axe  des  x.  Ceci  revient  à  multiplier  fix,y)  par  une  puissance 
de  X.  11  est  vrai  que,  de  la  sorte,  aucun  des  points  P  ne  se  trouve  plus  sur 
l'axe  des  y.  Mais  on  peut  remarquer  que,  dans  ce  qui  précède,  on  n'a  pas 
supposé  qw'il  y  en  eût.  Les  conclusions  ne  sont  donc  pas  troublées.  Mais 
on  a  fait  subir  au  nombre  cberché  une  augmentalion  dont  il  faut  acluelle- 
ment  tenir  compte. 

En  multipliant  /(•>^',y)  par  x'-,  j'augmente  l'ordre  total  du  contact  des 
deux  courbes,  f  et  y,  d'un  nombre  égal  à  celui  de  »  avec  l'axe  des  ?/, 
répélé  ).  fois.  Cett^'.  augmenlation  est  donc  ).«^.  Pour  obtenir  l'ordre  total 
du  contact  de/"ot  o,  j'ai  donc  :  1°  à  augmenter  chaque  nombre  m,  dans 
l'expression  S,  de  la  quantité  fixe),;  2"  à  retrancher /a^.  Or  la  première 
opération  conduit  à  augmenter  chaque  nombre  S/ de  '/{(y-u+i) — t/,,)).  Par 
suite,  S  qui  est  la  somme  des  nombres  S^,  se  trouve  augmenté  de  /«t ,  c'est- 
à-dire  précisément  du  nombre  qu'il  faut  retrancher  ensuite.  Donc,  ainsi 
que  je  l'ai  annoncé,  les  résultats  ci-dessus  sont  affranchis  de  l'hypothèse 
qui  a  servi  à  les  établir. 

La  généralité  de  ces  résultats  étant  reconnue,  on  peut  maintenant  sup- 
poser que  f{x,])),  ainsi  que  's[x,y),  ne  contient  pas  le  facteur  x.  Ceci  permet 
de  prendre  les  couples  extrêmes  de  nombre  A,  M,  dans  l'une  ou  l'antre 
des  équations,  pour  former  les  diverses  valeurs  de  S,  entre  lesquelles  on 
aura  à  choisir  la  plus  petite. 

Pour  énoncer  sous  forme  de  théorème  les  résultats  obtenus,  de  telle  sorte 
qu'ils  soient  applicables  à  tous  les  cas,  je  donnerai  au  nombre  ainsi  calculé 
le  nom  de  premier  surcroît  iV intersection  des  branches  des  deux  courbes, 
tangentes  à  l'axe  des  /y.  J'ai  supposé  jusqu'ici  que,  si  deux  branches  des 
deux  courbes  ont  avec  la  tangente  commune,  à  l'origine  des  coordonnées, 
un  contact  du  même  ordre,  elles  ont  aussi  entre  elles  un  contact  de  ce 
même  ordre.  Dans  celte  hypothèse,  le  premier  surcroit  d'intersection  n'est 
autre  chose  que  l'ordre  total  du  contact  cherché.  Quand  cette  hypothèse 
n'a  plus  lieu,  il  n'en  est  plus  de  même.  Ainsi  que  je  l'ai  déjà  annoncé,  je 
traiterai  plus  loin  ce  cas,  et  j'aurai  encore  à  y  faire  usage  du  nombre  calculé 
comme  il  vient  d'être  dit.  C'est  en  vue  de  cet  usage  que  j'adopte  ici, 
pour  ce  nombre,  une  dénomination  particulière.  Cette  définition  posée, 
voici  le  théorème  : 

TmioRÈME  111.  —  Soient  deiic  courbes  représentées  par  les  équations  ew^ 
tières 

0  =  ,r'""[/j  -  m,]  +  a;"''fp  -  m,  +  «,]  +  ...+  ,r'"'fp  -  »!,  -t-  «,]  +  .... 
0  =  ,r'»[-  —  y,,]    +  .ï^'-'f-  ~;^-,  +  y-i\    -+•  ...  +  X'''[- —  [;.,  i-  a<j  +  ..., 

dans  lesquelles  [n]  représente  un  polynôme  homoyène  en  x  et  y,  de  degré  n, 
non  divisible  par  x,  oii  les  entiers  a  croissent  ai'cc  leurs  indices,  le  premier 
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étaut  au  moina  cgal  à  riinitc,  et  où  il  en  est  de  même  des  entiers  a.  On  fera 
abstraction  de  tous  les  ternies  de  la  première  équation,  dans  lesquels  l'expo- 
sant m  n'est  pas  inférieur  à  tous  ceux  qui  le  précèdent;  et  de  même  dans  la 
seconde  équation,  à  l'égard  des  exposants  a.  Parmi  les  termes  qui  subsistent, 
on  prendra  le  premier  terme  de  l'une  des  équations,  puis  un  quelconque  de 
rang  t  dans  l'autre,  puis  un  quelconque  de  rang  t'  dans  la  première,  puis  un 
ternie  de  rang  supérieur  à  tdans  la  seconde,  un  terme  de  rang  supérieur  à  t' 
dans  la  première,  et  ainsi  de  suite  en  alternant,  sans  jamais  rétrograder  dans 
une  même  équation,  et  en  terminant  par  le  dernier  terme  de  l  une  des  deux 
équations.  Soient  M,,  A,  les  deux  nombres  m,  a,  ou  a,  a,  caractérisant  le 
terme  auquel  on  a  ainsi  assigné  le  rang  i-\-\.  On  formera  la  somme  des 
expressions 

Le  minimum  de  celte  somme  est  le  premier  surcroît  d' intersection  des 
branches  des  deux  courbes  tangentes  à  l'are  des  y,  à  l'origine  des  coor- 
données. 

D'après  los  raisonnomcnts  employés  ci-dessus,  il  est  Irès-aisé  de  démon- 
trer la  proposition  suivante  que  je  me  borne  à  énoncer. 

TiiiioRÈME  lY.  —  Si  l'on  a  soin  de  rejeter  les  combinaisons  dans  lesquelles 
quelques  éléments 

Ai  +  tM(  —  A,- M,  4-1 

de  la  somme  ci-dessus  seraient  nuls,  et  que,  dans  ces  conditions,  le  minimum 
de  cette  somme  s' obtienne  d'une  seule  manière,  ce  minimum  nest  autre  que 
l'ordre  total  du  contact  des  branches  des  courbes  tangentes  à  l'axe  des  y,  à 
l'origine  des  coordonnées. 

Il  importe  de  rcmnrrpiei'  (jue  la  réciproque  de  cette  proposition  ne  serait 
pas  exacte. 

l'our  l'application  du  lliéorcme  111,  on  peut  manifestement  prendre  les 
terjncs  extrêmes  à  volonté  dans  l'une  ou  Tautre  des  équations  et  s'abstenir 
de  les  faire  varier.  Supposons,  par  exemple,  que  l'on  ait  /:aj  =  0,  la  seconde 
éfpialioii,  bornée  aux  termes  convenables,  ainsi  qu'il  est  dit  dans  l'énoncé 
du  théorème,  se  réduit  à  deux  termes 

Je  prends  ces  deux  termes  pour  exlrêmes.  Je  n'y  peux  intercaler  qu'un 
seul  terme  de  la  prcmiéie  é(pialion.  J'ai  donc 

Mo  =  |yo,      M,  =  »l,,      M.jr=0, 

Ao  =  0,      A,  =  fl,,      .\.,=zai. 
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La  somme  ù  considérer  se  réduit  à 

dont  le  minimum  fournil  le  premier  surcroit  cherché.  On  voit  donc  que  le 
théorème  IH  contient  le  résultat  particulier  déjà  trouvé  précédemment. 

4.  Pour  former  le  minimum  qui,  suivant  le  théorème  111,  fournit  le  sur- 
croit cherché,  on  peut  former  toutes  les  combinaisons  différentes  des 
termes  des  deux  équations.  On  peut  y  parvenir  aussi  d'une  manière  géné- 
ralement plus  rapide  en  suivant  une  règle  que  je  vais  énoncer.  Celte  régie 
n'est  autre  chose  que  la  traduction  algébrique  du  procédé  géométrique  le 
plus  simple  pour  former  le  minimum  de  l'aire  qui  a  été  considérée  ci-des- 
sus. Voici  cette  régie  : 

Règle.  —  Dans  la  première  des  équations  du  théorème  III,  considérons  les 

nombres ^ — .  Soit  L  le  plus  petit  d'entre  eue,  et  n  le  plus  qrand  indice 

pour  lequel  on  ait " —  =  L.   Considérons  ensuite  les  nombres  — -^, 

ni^  —  m„  m,^—mi 

pour  les  valeurs  de  i  supérieures  à  n,  et  soit  n'  le  plus  grand  indice  i  qui 

donne  à  ce  nombre  sa  valeur  minima  U .  Considérons  ensuite  les  nombres 

■ — ^ '^—  pour  les  valeurs  de  i  supérieures  à  n',  et  soit  L"  le  plus  petit 

nin'  —  Mi 

d'entre  eux,  et  ainsi  de  suite.  Nous  formons  ainsi  des  nombres  L,  L',  L",..., 
qui  vont  en  croissant. 

Relativement  à  la  seconde  des  équations  du  tiiéorème  ///,  iious  formons,  de 
la  même  manière,  des  nombres  \,  a',  a",.... 

Rangeons  tous  les  nombres  L  et  A  par  ordre  de  grandeur  en  commençant 
par  le  plus  petit.  Nous  formons  ainsi  une  suite  de  groupes  alternativement 
composés,  les  uns  de  nombres  L,  les  autres  de  nombres  a.  Considérons  le 
premier  nombre  de  chacun  de  ces  groupes  sauf  le  premier,  et  prenons,  parmi 
les  deux  couples  dénombres  m,  a  ou  y.,  a,  qui  figurent  dans  son  expression, 
celui  dont  l'indice  est  le  plus  petit.  Nous  avons  ainsi  une  série  de  couples  de 
nombres  (Mq.Ao),  (Mi, Ai),....  Joignons-y  le  couple,  d'indice  le  plus  grand, 
(jui  figure  dans  le  dernier  nombre  de  l' avant-dernier  groupe. 

Ces  couples  de  nombres  (M, A)  sont,  dans  l'ordre  incnie  oii  nous  les  rencon- 
trons, ceux  qui  fournissent  le  minimum  mentionné  au  théorème  III. 

Chaque  nombre  tel  que  L  est  la  tangente  de  l'inclinaison  dun  côté  du 
polygone  if)  sur  l'axe  des  x  ;  en  d'autres  termes,  1  4-L  est  Tordre  d'infini- 
ment petit  auquel  appartient  un  groupe  de  racines  x  de  la  première  équa- 
tion, y  étant  supposé  du  premier  ordre. 

Le  dénominateur  de  L  est  égal  au  nombre  de  ces  racines.  Donc  un 
nombre  a  ne  peut  être  égal  à  un  nombre  L,  que  si  les  deux  équations  cou- 
sidérées  admettent  des  racines  x,  infiniment  petites  du  même  ordre.  Ce 
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n'est  aussi  que  dans  ce  dernier  cas  que  l'ordre  total  du  contact  peut  sur- 
passer le  premier  surcroît.  On  peut  donc  ajouter  à  la  lègle  précédente 
celte  remarque,  qui  s'accorde  avec  le  théorème  IV  : 

Si  aucun  des  nombres  \  n'est  ér/al  à  un  des  nombres  L,  lepremier  surcroît 
d' intersection  des  branches  des  deux  courbes  tangentes  à  Vaxe  des  y,  à  l'ori- 
gine des  coordonnées,  est  égal  à  V ordre  total  de  leur  contact. 

A  peine  est-il  besoin  faire  observer  que  : 

Si,  au  contraire,  deux  nombres  L,  A  sont  égaux,  on  peut,  pour  Fapplica- 
tion  de  la  règle  ci-dessus,  en  intervertir  l'ordre,  sans  troubler  le  résultat. 

L'application  de  la  règle  que  je  viens  de  donner  est  simple  et  rapide.  J'en 
donnerai  un  exemple  : 

Exemple.  —  Désignant  par  n  un  entier  positif,  je  pose 

7ni  =  (n — i)-,  (ii  =  i,     i  =  0,1,2,  ..., /(, 


11  V  a  71  nombres  L,  et  l'on  a 


nih-i  —  »i/.        In  —  2A  +  I 


11  y  a  2«  nombres  a,  et  l'on  a 

At  = ,      A- =  1,2,  .../iH. 

Dans  cet  exemple,  se  présente  la  particularité  \j,^  =  a^^,  dont  il  vient 
d'être  question  :  il  y  a  plusieurs  manières  de  ranger  les  nombres  L  et  A  j)ar 
ordre  de  grandeur,  .l'en  choisis  une 

A,A.,LiA3A Jjo  ...  A2(,4.i)L,+ iA2,4_3  ...  As,;L„, 

j'ai  ainsi 

Mo,- =  («  —  ?•)*,  A2,  =  /,  /—(), 1,2,. ..,(»  — 2), 

M2i+ ,  =  (//  -i-i  )(2«  -  2/  -  1  ) ,     Aa/,. ,  =  2i  -f  2. 

Le  dernier  couple  .sera 
J'ai  à  former  la  quantité 

t  =  ?n  — s 

S=:2(MAAt-^,-AAMA.M), 
k  =  0 

que  je  puis  écrire 

A=4n— -, 

S  =  A,M„+_2M,(Aa  +  ,-A^_,). 
*  =  1 
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En  groupant  les  ternios  suivant  la  parité  de  l'indice  de  M,  et  à  cause  ûo 
\,i  +  i-.\,i^iz=%     A,  =2,     h.i+.-\,i=i. 
je  puis  écrire 

_  njAiV^  +  T))       (/;+!)(» +  2) 
~         5         "^  2 

Cette  dernière  valeur  de  S  est  le  résultat  demandé, 

5,  Je  dois  signaler  ici  un  cas  particulier,  celui  où  les  nombres  (,y.,  a) 
coïncident  avec  les  nombres  (m,  a).  Les  équations,  dans  lesquelles  figurent 
ces  nombres,  donnent  lieu  au  même  polygone.  Dans  ce  cas,  le  premier 
surcroît  d'intersection  est  égal  au  double  de  l'aire  comprise  entre  ce  poly- 
gone et  les  axes.  On  voit  bien  aisément  aussi  que,  pour  appliquer  ici  le 
Ibéorème  III,  on  devra  prendre  simplement  pour  les  couples  successifs 
(M,  A)  des  couples  (m,  a)  dans  l'ordre  croissant  des  indices.  Enfin,  polir 
appliquer  la  règle  du  paragrapbe  précédent,  on  prendra  pour  les  couples 
{m,  a)  donnant  le  minimum,  tous  ceux  qui  figurent  dans  les  expressions 
des  nombre  b. 

On  voit  ainsi  comment  les  résultats  généraux  acquis  jusqu'à  présent 
s'appliquent  au  cas  particulier  considéré,  .l'en  veux  maintenant  tirer  une 
importante  conséquence  ;  à  savoir  le  procédé  pour  calculer  l'abaissement 
produit  dans  la  classe  d'une  courbe  par  un  point  singulier. 

Pour  un  instant  encore,  je  raisonne  sur  les  deux  courbes  /"et  f,  définies 
au  théorème  111,  en  supposant  que  les  couples  successifs  de  nombres  (/,  a 
soient  respectivement  égaux  aux  couples  de  nombres  m,  a. 

A  chaque  branche  B  de  f,  tangente  à  l'axe  des  y,  à  l'origine  des  coor- 
données, on  peut,  dans  le  cas  actuel,  taire  correspondre  une  branche  B' 
de  o,  ayant  avec  la  môme  droite,  au  même  point,  un  contact  du  même 
ordre,  et  inversement.  Du  nombre  S,  qui  est  le  premier  surcroît  d'intersec- 
tion de  tontes  les  branches  B  avec  toutes  les  branches  B',  je  retranche  le 
nombre  T,  premier  surcroît  d'intersection  des  couples  de  branches  cor- 
lespondautes.  De  la  sorte,  si  C,C'  sont  deux  autres  branches  correspon- 
dantes, et  si  je  désigne  abréviatement  par  (B(7)  le  premier  surcroît  d'inter- 
section de  B  et  de  C,  le  nombre  S  —  T  se  compose  d'une  somme  d'élémenls 
telsque(BC')-l-(CB'). 

Je  rappelle  que,  par  définition,  le  premier  surcroît  d'intersection  de 
deux  branches  n'est  autre  chose  que  l'ordre  de  leur  contact,  si  elles  ont  avec 
la  tangente  commune  des  contacts  d'ordres  différents;  si,  au  contraire,  elles 
ont  avec  cette  tangente  des  contacts  du  même  ordre,  c'est  précisément  cet 
ordre,  D'après  cela,  il  n'y  a  aucune  difficulté  à  étendre  cette  définition  à 
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deux  brancliGS  R,  C  dïiiio  même  courbe.  Ceci  étant  convenu,  j'ai,  dans  le 
ca<  aciuel, 

(BC')  =  {CB')  =  (BC). 

Par  suite,  S  —  T  se  compose  du  double  de  la  somme  des  éléments  tels  que 
(BC).  End'auties  termes,  S  —  T  est  le  double  du  premier  surcroît  d'intersec- 
tion de  toutes  les  branches  do  /",  tangentes  à  l'axe  des  y,  ù  l'origine  des 
coordonnées,  prises  deux  à  deux  de  toutes  les  manières.  Dans  des  cas  par- 
ticuliers, ce  premier  surcroit  est  précisément  égal  à  la  somme  des  ordres 
des  contacts  de  ces  branches  entre  elles.  D;ms  le  cas  général,  c'ei-t  un 
élément  de  cette  somme,  dont  l'usage  apparaîtra  dons  le  paragraplie  sui- 
vant. 

Or,  d'après  M.  Cayley,  si  p  est  l'ordre  de  multiplicité  d'un  point  singulier, 
ce  point  produit  dans  la  classe  un  abaissement  égal  à  p^p  —  1),  augmenté 
du  double  de  la  somme  des  ordres  des  contacts  des  branches  qui  y  passent, 
prises  deux  à  deux.  On  voit  donc  que  S  —  T  est,  dans  le  cas  général,  un  pre- 
mier élément  du  nombre  que  l'on  doit  ajouter  à  pip  —  1),  pour  obtenir  l'a- 
baissement de  classe  dû  au  point  singulier. 

Je  l'appelle  premier  surcroit  d'abaissement  (te  classe,  relatif  aux  branches 
considérées.  Pour  être  en  mesure  de  le  calculer,  il  me  suffit,  connaissant  S, 
de  chercher  l'expression  de  T. 

Je  considère,  à  cet  effet,  un  côté  du  polygone  (/'j,  etsoient  B,  C,...  les 
branches  qui  lui  correspondent.  Leur  nombre  est  égal  à  la  projection  de  ce 
côté  sur  l'axe  des  .r,  et  l'ordre  commun  de  leur  contact  avec  la  tangente  est 
la  tangente  de  l'inclinaison  de  ce  côté  sur  l'axe  des  .r.  Par  tuile,  la  somme 
des  ordres  de  leurs  contacts  avec  la  tangente  e.sl  égale  à  la  projection  du 
même  côté  sur  l'axe  des  y.  Cette  somme  n'est  pas  autre  vÀmse  que 
(BB') -}- (CC)  +  ....  Je  considère  successivement  tous  les  côtés  du  poly- 
gone if),  et  je  conclus  que  T  est  égal  à  la  projection  de  ce  polygone  sur 
l'axe  des?/,  c'est-à-dire  au  dernier  des  nombres  a.  De  là,  en  premier  lieu, 
cet  énoncé  géométrique  : 

TiitORiîMK  V.  —  Étant  donnée  la  courbe  f{.v,y)=^  U,  traçons  le  polygone  (/")> 
ainsi  quil  a  été  expliqué  au  paragraphe  5;  joignons  le  point  oii  ce  polygone 
rencontre  Vaxe  des  y  au  point  situé  sur  l'axe  des  x  et  ayant  pour  abscisse 
Vunilé.  L aire  comprise  entre  cette  dernière  droite,  Vaxe  des  x  et  le  polygone, 
est  égale  à  la  moitié  du  premier  surcroît  d' abaissement  de  classe  dû  aux 
branches  de  la  courbe  tangentes  à  iaxe  des  y,  à  l'origine  des  coor- 
données. 

On  remarquera  ici  que  :  Si  aucun  côté  du  polygone  {[)  ne  contient  plus  de 
deux  points  représentatifs  de  f{x;y),  ce  premier  surcroit  est  égal  au  double 
de  l'ordre  total  du  contact  des  branches  considérées  entre  elles. 

J'ai,  en  second  lieu,  sous  une  forme  analogue  à  celle  du  théorème  III  : 
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Théorème  VI.  —  Véquation  (Viine  courbe  étant  réduite  comme  il  est  dit  au 
théorème  lll,  et  «„  étant  le  dernier  des  nowbres  a,  on  prendra  une  smte  de 
couples  m,  a,  dans  Vordre  croissant  des  indices,  en  y  comprenant  les  extrêmes. 
Soit  Ms,As,  le  couple  m,  a,  qui  occupe  ainsi  le  rang  s  -f- 1 . 

Le  premier  surcroît  d'abaissement  de  classe,  relatif  aux  branches  de  la 
courbe  tangentes  à  l'axe  des  y,  à  l'origine  des  coordonnées,  est  le  minimum  de 
l'expression 
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2(A.  +  iM,^-A,)i,+  i) 


Semblablemeiit  au  théorème  IV,  j'ai  cette  proposition  : 

Théorèmr  Vil.  —  Si  le  minimum  de  cette  somme  s' obtient  d' une  seule  ma~ 
Uière,  ce  minimum  est  égal  à  tordre  total  du  contact  des  branches  considérées 
entre  elles. 

J'ai  enfin,  pour  former  le  minimum,  une  règle  analoge  à  celle  du  para- 
graphe IV  : 

Règle.  —  Pour  former  le  minimum  indiqué  au  théorème  VI,  on  n'aura 
qu'à  prendre  pour  les  couples  M, A,  les  couples  de  nombres  m,a,  qui  figurent 
dans  les  expressions  des  nombres  L,  dont  la  formation  est  expliquée  dans  la 
règle  du  paragraphe  4,  et  en  respectant  leur  ordre. 

J'applique  cette  dernière  règle  à  l'exemple  cité  plus  haut,  à  savoir 

?«,=  (n  —  i)-,     air=i,     i=:  0,1,2,  ...,  ». 

2 
Je  trouve,  pour  le  surcroît  cherché,  ^n  (n-  —  1).  Il   est  facile   de  voir 

que,  dans  cet  exemple,  le  théorème  VII  a  lieu.  Ainsi  le  nombre  indiqué  est 
précisément  égal  à  l'ordre  total  du  contact  des  branches  considérées  entre 
elles,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  forme  des  polynômes  qui  entrent  dans 
l'équation  de  la  courbe. 

6.  Dans  ce  paragraphe,  je  vais  m'occiiper  du  cas  le  plus  général  de  l'in- 
tersection de  deux  courbes  en  un  point  singulier,  et  montrer  quel  usage  on 
peut  faire  alors  des  résultats  obtenus  précédemment.  J'invoquerai  quelques 
propositions  contenues  dans  mon  Mémoire  sur  les  points  singuliers  des 
courbes  algébriques,  auquel  je  renvoie  pour  les  démonstrations. 

Soit  f{x,y)  =  0  l'équation  d'une  courbe,  contenant  des  branches  tan- 
gentes à  l'axe  des  y,  à  l'origine  des  coordonnées.  Ces  branches  se  répar- 
tissent, comme  on  sait  {voy.  le  mémoire  cité),  en  un  certain  nombre  de 
systèmes  circulaires,  correspondant  aux  systèmes  circulaires  formés  par 
celle  des  racines  x  de  l'équation,  qui  sont  infiniment  petites  avec  y.  J'en- 
visage un  de  ces  systèmes  circulaires  D.  Soit  uy^~^q\à  partie  principale 
d'une  racine  appartenant  à  ce  système,  s  et  q  étant  des  entiers  positifs  pre- 
miers entre  eux.  On  sait  que  les  parties  principales  de  toutes  les  autres  ra- 
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cincs,  nppartpnanl  an  syslèiiio  D,  ont  la  même  expression,  qui  est  d'ailleurs 
suscepli])lc  do  7  valeurs. 

On  sait,  en  outre,  (pi'à  (iiacnne  de  ces  q  valeurs  correspond  un  même 
nombre  /■  de  racines,  dont  le  nombre  total  est  ainsi  7q.  Je  pose 

1+- 
(1)  yi  =  y      'I,     x,  =  x  —  iuj^. 

J'obtiens  ainsi  une  transformée  fi{x^,y^)  =  0  de  l'équation  primitive. 

Dans  cette  transformée,  le  système  circulaire  l)  se  change  en  autre  D,, 
composé  de  r{q  -f-s)  racines  a:i  infiniment  petites  par  rapport  à  ij^{ihid.). 

De  même,  tout  autre  système  circulaire  D'  composé  de  r'q  racines  x, 
ayant  uy^  pour  partie  principale,  donne  également  lieu,  dans  la  transfor- 
mée, à  un  système  circulaire  D\,  composé  de  r'{q-\-s)  racines  .r,  infini- 
ment petites  par  rapport  à  y^.  En  d'autres  termes,  ces  systèmes  D,D'  don- 
nent lieu  à  des  branches  de  la  courbe  transformée  f^,  qui  sont  tangentes  à 
l'axe  des  î/p  à  l'origine  des  coordonnées. 

Au  contraire,  tout  système  circulaire  de  racines  .r  ayant  une  partie  prin- 
cipale dilférente  A&uy^,  donne  lieu,  dans  la  transformée,  à  un  système  cir- 
culaire de  racines  x^  qui  appartiennent  à  un  ordre  d'infiniment  petit  ne 
surpassant  pas  celui  de  y^.  Si,  en  effet,  x  est  de  Tordre  de  y^,  sans  avoir 
pour  partie  principale  m?/i,  ou  bien  si  x  est  d'ordre  supérieur  à  celui  de  ?/i, 
x^  est  du  même  ordre  que  y^.  Enfin,  si  x  est  d'un  ordre  inférieur  à  celui 
de  y^,  il  en  est  de  même  do  .r,.  Dans  lous  les  cas,  à  cette  racine  .r^  cor- 
respond une  branche  n'ayant  pas,  à  l'origine  des  coordonnées,  l'axe  des  y^ 
pour  tangente. 

Si  maintenant  je  considère  à  part,  dans  la  transformée,  comme  je  l'ai  fait 
précédemment  pour  la  courbe  primitive,  les  branches  tangentes  à  l'axe  des 
y,  j'ai  éliminé  toutes  celles  qui  correspondent  aux  racines  x  dont  la  partie 
principale  diffère  de  uy^^. 

Je  considère,  à  présent,  une  seconde  courbe  o  {x,y)  =  0,  contenant, 
comme  la  première,  des  branches  tangentes  à  l'axe  des  y,  à  l'origine.  Par 
les  formules  (I),  j'en  déduis  une  transformée  f^.  Si  î///i  n'est  la  partie  jirin- 
cipale  d'aucune  racine  de  «,  on  voit  que  y,  n'a  aucune  branche  tangente  à 
l'axe  des  v/,,  à  l'origine.  L'ordre  du  contact  des  branches  de  /^  et  de  w,,  tan- 
egnles  à  cet  axe,  est  nul.  Et  dans  ce  cas  aussi,  l'ordre  du  contact  des  bran- 
ches de  f,  correspondant  aux  racines  x  dont  la  partie  principale  est  inji, 
avec  les  branches  de  f,  se  borne  au  premier  surcroît  d'intersection  de  ces 
branches. 

Si,  au  contraire,  î/z/j  est  la  pai'lie  principale  d'une  racine  de»,  les  choses 
changent,  ha  transformée  ©i  a,  comme  f^,  dos  branches  tangentes  à  l'axe 
des  ?;,,  à  l'origine  dt;  coordonnées.  Dans  (;e  cas  aussi,  l'ordre  total  du  con- 
tact des  branches  des  deux  courbes  f  elf,  correspondant  aux  racines  dont 
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la  partie  principale  est  »//,,  surpasse  leur  premier  surornîi  d'intersection. 

Je  vais  prouver  qu'iV  le  surpasse  d'un  nombre  précisément  éfjal  à  l'ordre  total 

du  contact  des  branches  de  f^  et  de  '^i,  tangentes  à  l'axe  des  y^,  à  l'origine. 

Soit  A  un  système  circulaire  de  racines  x  de  ©,  ayant  ?/?/i  pour  partie 

principale.  Je  considère  une  branche  o  correspondant  à  une  de  ces  racines, 

s 
et  une  branche  d  du  svstème  circulaire  D.  Soit-  -h;  (;!>0)  l'oidre  du  con- 

q 

lact  de  d  et  de  o.  On  sait  (ibid.)  que  le  nombre  des  cou[)les,  tels  que  d,o,  de 
branches  des  deux  systèmes  ayant  entre  elles  un  contact  de  ce  même  ordre 
est  toujours  un  multiple  de  q.  Par  suite,  la  somme  des  ordres  des  contacts 
de  toutes  ces  branches  entre  elles  est  un  nornbre  tel  que  t  (s-f-rysi,  t  étant 
un  nombre  entier,  et  tq  le  nombre  des  couples  d,o  envisagés. 

Dans  les  transformées  f^  et  0^,  à  deux  branches,  telles  que  d  et  o,  corres- 
pondent des  racines  Xy  dont  la  différence  est  de  l'ordre  (  I  -i-  -  +  -)  l'ela- 

tivement  à?/,  c'est-à-dire  de  l'ordre  (1 4-^ — ht] — —  relativement    à     ?/.. 

\        q       /  s-{-q 

C'est-à-dire  qu'à  deux  branches  telles  que  (/  et  o  correspondent,  dans  les 

transformées,  des  branches  d^  et  o^,  dont  l'ordre  du  contact  est 


\         (1         /s  +  q 

Les  couples  d,S  et  les  couples  d^  et  o^  ne  se  correspondent  pas  un  à  un. 
Mais  au  groupe  de  tq  couples  d,  ^,  correspond  un  groupe  de  couples  d^,  S^  ; 
et  le  nombre  de  ces  derniers  est  t{s~hq)  (ibid.).  Donc,  la  somme  des 
ordres  des  contacts  des  branches  composant  ces  derniers  couples  est  égale 
à  tqt.  Ce  dernier  nombre  est  précisément  égal  à  celui  dont  la  somme  des 
ordres  des  contacts  des  branches  d,  S  de  chaque  couple  surpasse  leur  pre- 
mier surcroît  d'intersection. 

On  répétera  le  même  raisonnement  en  considérant  successivement  toutes 
les  combinaisons  des  branches  d'une  courbe  avec  les  branches  de  Taulre, 
On  obtiendra  ainsi  la  démonstration  de  la  proposition  énoncée,  et  comme 
conclusion  : 

Théorème  Ylll.  —  Si  mf'^'^  (^^^O)  est  la  partie  principale  à  la  fois  d'une 
racine  infiniment  petite  x  de  chacune  des  deux  équations  f{x,  y)  =  0, 
o{x,ij)  =  0,  formons  deux  transformées  fi{x\,Xi)  ^0,  (a^  {x^,y^)  =  0,  en 
posant  yi  =  y^~^^,  x^  =  x  —  uyy.  Formons  de  même  toutes  les  transformées 
analogues  et  relatives  aux  autres  quantités  différentes  entre  elles  u'^^"-' 
(■;'  >>  0 ) ,  . . . ,  analogues  à  la  première,  et  soient  f,  =  0,  a,  =  0  ;  f.  =  0,o-  =  0; 
etc.,  ces  divers  couples  de  transformées. 

L'ordre  total  du  contact  des  branches  des  courbes  f  et  ç?,  tangentes  à  l'axe 
des  y,  à  V  origine  des  coordonnées,  est  égala  la  somme  des  nombres  analogues 
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et  relatifs  aux  divers  couples  de  courbes  fy  et  ç>j,  f.-,  et  y,,  f.  et  w.,  ...,  aug- 
mentée  du  premier  surcroît  d'intersection  des  branches  considérées  des  deux 
courbes  f  et  a. 

Il  résîdte  de  ce  théorème  que  l'application  du  théorème  III,  faite  successi- 
vement aux  équations  proposées  et  à  un  certain  nombre  de  transformées, 
conduira  toîijours  au  calcul  précis  de  l'ordre  total  du  contact  cherché. 

On  aperçoit  immédiatement  comment  le  théorème  Vlll  s'applique  au  cal- 
cul de  l'abaissement  de  classe  dû  à  un  point  singulier  ;  cette  application 
peut  s'énoncer  ainsi  : 

Théorème  IX.  —  Les  notations  restant  les  mêmes  qu'au  théorème  VIII,  si 
une  même  valeur  de  uif'^'-'  est  la  partie  principale  de  plus  d'une  racine  de 
f  {x,y)=:0,  et  demême  pour  u'tf^'-' ,  ...,  le  double  de  l'ordre  total  du  con- 
tact des  branches  de  f,  tangentes  à  l'axe  des  y,  à  l'origine  des  coordonnées, 
entre  elles,  est  égal  à  la  somme  des  nombres  analogues  pour  tes  diverses 
transformées  f^,  f,,  ...,  augmentée  du  premier  surcroit  d'abaissement  de 
classe,  dû  aux  branches  considérées  de  f. 

Par  suite,  l'application  des  théorèmes  V  ou  VI,  faite  successivement  à 
f{x,y)  et  à  des  transformées,  conduira  toujours  au  calcul  précis  de  l'ordre 
total  du  contact  des  branches  considérées  dans  la  courbe  f,  entre  elles. 

En  répétant  les  mêmes  calcids  relativement  à  chaque  tangente  d'une  courbe 
donnée,  en  un  point  singulier,  multiple  d'ordre  p,  et  ajoutant  à  p{p  —  i)  la 
somme  de  tous  les  premiers  surcroils  calculés,  on  obtiendra  l'abaissement 
produit  par  le  point  singulier  dans  la  classe  de  la  courbe. 

Je  dois  faire  remarcjuer  que  la  considération  des  transformées  ci-dessus 
revient  complètement  à  celle  des  développements  relatifs  aux  branches  par- 
tielles employés  par  M.  de  la  Gournerie.  On  observera,  en  outre,  que  ces 
considérations  présentent  de  grandes  analogies,  (pie  l'on  pourrait  rendre 
complètes,  avec  un  ordre  de  recherches  bleu  différent  en  apparence.  Je 
veux  parler  des  recherches  relatives  à  la  simplification  des  points  singuliers 
dans  les  tran>formées  d'une  courbe.  Les  résultats  que  j'ai  obtenus  dans  un 
mémoire  déjà  cité  ici,  relativement  aux  développées  successives  des  cour- 
bes algébriques  se  rattachent  à  ce  sujet.  Il  en  est  de  même  de  la  méthode 
(pio  j'ai  employée  dans  une  note  sur  les  fondions  abéliennes  {Comptes  ren- 
dus, t.  lAWlII,  p.  1855)  ;  j'ai  d'ailleurs  été  de  beaucoiq)  prévenu  dans  cette 
voie  par  M.  Nùlher  (Gùlt.  Nachr.,  1871). 
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Résolution  graphique  (Vwi  système  il  équations  du  premier  degré; 
par  M.  G.  Fouret. 

(StMiicc  du  '2  ninrs  1875) 

M.  Chasles,  dans  son  Traité  de  géométrie  supérieure  (p.  ^^i),  a  donni'; 
une  méthode  de  fausse  position  géométrique,  fondée  sur  la  détorminatiou 
des  points  doubles  do  deux  divisions  hoinographiques,  pour  résoudre  un 
système  d'équations  du  premier  ou  du  second  degré  à  plusieurs  inconnues. 
En  suivant  le  même  ordre  d'idées,  je  vais  exposer  brièvement,  pour  le  cas 
d'un  système  d'équations  du  pnMuier  degré,  une  méthode  graphique  de 
fausse  position,  ba'sée  sur  des  procédés  un  peu  différents  de  ceux  donnés 
par  M.  Chasles.  Les  équations  que  je  considère  ont  une  forme  plus  générale, 
et  la  construction  que  j'obtiens  présente  l'avantage  de  fournir  à  la  fois  les 
valeurs  de  toutes  les  inconnues,  au  lieu  de  les  déterminer  isolément,  comme 
le  fait  la  méthode  que  je  viens  de  rappeler. 

Je  m'appuierai  sur  le  lenime  suivant,  très-facile  à  démontrer  d'ailleurs. 

Lemme.  —  Si  l'on  désigne  par  x  et  y  les  distances  parcourues  respective- 
ment par  deux  points  mobiles  sur  deux  droites  (X)  et  (Y),  à  partir  dori- 
gines  prises  sur  ces  deux  droites,  et  que  x  et  y  soient  liés  par  une  relation 
linéaire 

(1)  rjx^-[\y=^, 

les  positions  correspondantes  des  deux  points  mobiles  déterminent  sur  les 
droites  qu'ils  décrivent  des  segments  proportionnels.  Si,  de  plus,  (\)  et  (Y) 
sont  parallèles,  les  droites  joignant  les  positions  correspondantes  des  deux 
points  mobiles  concourent  en  un  même  point.  Le  rapport  des  distances  de  ce 

dernier  point  aux  droites  (X)  et  (Y)  est  égal  a  —  -• 

Considérons  un  système  de  n  équations  du  premier  degré  à  n  inconnues 

.rj,  .r,,  .r-,  ...,x^^\  el  supposons-le  ramené  à  la  forme 

'...=/„ 


«i.r,  4-rt..r.  + 

c^x^  -f  (vc,  -f  c-.r-  +  Cj^.r^  -\- =  'r.' 


r-) 


h^^x^  +  K^\,+  h-x-  +  //;.r.4  +  .  .  .  +  /(„.(•„  =  /„-!. 
\  k^x^  +  /.•,.r._,  +  h-x-  +  k;,x,,  -+-...+  A:  ,.f„  :;=  /„. 

Introduisons  dans  la  n''""  équation  u:;e  (/i -h  1)^""^  variable  Xn+i  avec  un 
coefficient  arbitraire  A-,j  +  i.  Cette  équalion  deviendia 


5 


kyXi  +  /.-..X,  -f  k.x~  +  k^x^  +  .  . .  +  kiiXn  4-  A/j  +  i'h  +  1  —  ht- 
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Imaginons  maintenant  quo.  a\,  ,r,,  .r.,  ...,  .r„,  .r„^i  représentent  les  dis- 
tances de  n-+-  1  points  mobiles  Mi,  Mo,  M-,  ...,  M„,  M„  +  i,  à  des  origines 
fines  Oi,  0,,  0-,  ...,  0„,  On  +  i,  snr  autant  de  droites  parallèles  (XJ,  (XJ,  (X-), 
...,  (X„),  (X,;  +  i),  les  distances  parcourues  simultanément  par  les  points 
mobiles  étant  par  consécpient  liées  par  l'ensemble  des  n — 1  premières 
équations  (2  >  et  de  l'éjuation  (5). 

En  éliminant  de  cliaque  équation  toutes  les  variables  moins  les  deux 
dernières,  et  remplaçant  toutes  les  autres  par  leurs  valeurs  tirées  des 
éqnations  précédentes,  on  obtiendrait  une  lelalion  linéaire  telle  que  (1) 
entre  les  deux  variables  conservées.  D'où  l'on  conclut,  en  vertu  du  lemme, 
que  les  n  droites  M^M,,  M^M^,  MJ!,,,  ...,M„M„  +  i  pivotent  constamment  au- 
tour d'autant  do  points  fixes  Ij,  K,  L,  ...,!„•  H  ost  facile  de  conslrnire  n 
droites  (Zj,  (Z,),  (Z-),  ...,  (Z„),  parallèles  aux  droites  (X)  et  contenant  cba- 
cune  un  des  points  I.  A  cet  effet,  si  l'on  désigne  d'une  manière  générale 
par  p,,  le  rapport  des  distancis  de  la  droite  {7j,,)  aux  droites  (X^)  et  (X^,  ^.  i),  p 
pouvant  recevoir  toutes  les  valeurs  entières  de  1  à  n  inclusivement  on  a, 
pour  déterminer  les  ?i  rapports,  le  système  d'équations 

«iç,  4-  "j  + =0, 

/'i-i?-i  +  ''-jr-'i  +  '^r.  + =0, 

CiH'-2?T,  +  ^"iP-i-r,  +  'V'-,  +  <'i  -f-   •     •    .  =  0, 

/.■]f,po  ...  f,(  +  /.-.^o,,  ...  p,j  +  ...  -H  /,-„:,,  +  hi,+  i  =  0. 

Ces  équations  se  déduisent  imiuédiatemenl  des  a  —  1  premières  écpia- 
tions  (2)  et  de  l'èquatio:!  (3),  en  se  servant  du  lenuue.  Chacune  d'elles 
fournit  très-simplement  l'un  des  rapports  p,  dès  que  l'on  connaît  les  pré- 
cédenis. 

Ayant  construit  les  droites  (Z),  attribuons  à  Xi  une  valeur  choisie  arbi- 
trairement. La  premièie  des  équations  (2)  détermine  immédiatement  une 
valeur  correspondante  de  .r^,  la  deuxième  é(piation  une  valeur  correspon- 
danle  de  x.^  et  ainsi  de  suite  juscju'à  la  {n  —  1)'""^  équation  (2)  cpii  donne 
une  valeur  (\{\  .Ci^.  lùifin  l'écpialion  {7))  donne  une  valeur  correspondante  de 
.r„4-i.  Si  celle  dernière  quantité  était  nulle,  l'ensemble  des  valeiu's  de 
.r,,  .r.,,  ...,  ,r„,  obtenues  comme  nous  venons  derin(li(pier,  formerait  la  solu- 
tion du  sy;>tèine  des  é(piations{2).  Il  n'en  sera  pas  ainsi  généralement,  puis- 
que .<.i  a  été  pris  au  hasard.  Mais,  ayant  consiruit  les  vah'uis  caleulées 
.y,  z=  0,Mi ,  -T.,  --'  'X\l . ,  . . . ,  .r„  =  0„M„,  X;,  ,.  1  =  Ort  ^.  iM„  + 1 ,  on  obtiendra  les 
pi\i)l.sl,,  L,  . ..,!„,  (Ml  (ii'eiiant  les  points  où  M,!\h,  M.j}\-,,  ...,  M„M„  ,_!  lencon- 
lr(!iit  )'e.>>peclivemcnl  (Z,),  (Z,),  ...,  (Z„).  Puis  on  joindra  0,;.,.  il„qui  rencon- 
trera (\„)  eu  un  ceitain  |)()int  i'„;  pareillement  l'„l„._  i  coupera  (X;,_i)  eu 
•  Ml  point  l'„  _  I,  etc.  On  obtiendra  ainsi  de  proche  en  proche  une  série  de 
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poiiils  [•„,  I'„_i,  ...,  V-,  P,,  l\,  k'is  ([uo  rcnsemblc  des  valeurs  ,ri  =  Oil\, 
x,=:LKV,,  ...,  x,^  =  OJ\,  l'onnera  la  solulion  du  système  des  équations  (2). 

Remarques.  —  I.  Les  droites  (X),  dans  ce  qui  précède,  sont  assujetties  à 
la  seule  condition  d'être  parallèles.  Mais  on  pourra,  dans  certains  cas, 
choisir  leur  espacement,  de  manière  à  simplifier  la  construction  des  droi- 
tes (Z). 

II.  Généralement,  étant  donné  un  système  d'équations  du  premier  degré 
à  plusieurs  inconnues,  il  sera  nécessaire  de  lui  faire  subir  une  préparation 
préalable,  de  manière  à  le  ramener  à  la  l'orme  du  système  (2),  avant  d'ap- 
pliquer la  méthode  que  nous  venons  d'exposer.  Mais  il  se  présentera  souvent 
des  cas  dans  lesquels  les  équations  à  résoudre  se  trouveront  immèdiate- 
ments  écrite  sous  la  forme  convenable.  Ce  fait  se  présente  par  exemple  pour 
le  système  d'équations  qui  détermine  les  moments  fléchissants  sur  les 
appuis  d'une  poulre  à  plusieurs  travées.  L'application  de  notre  méthode  à 
ce  cas  intéressant  a  fait  l'objet  d'une  note  communiquée  à  l'Académie, 
dans  sa  séance  du  1"  mars.  En  m'aidant  de  quelques  autres  considérations 
fort  simples,  j'ai  de  plus  été  conduit  à  une  construction  purement  géomé- 
trique de  ces  moments  lléchissants,  dont  la  détermination,  dans  le  cas  d'un 
cerlain  nombre  de  travées,  exi:^e  des  calculs  assez  laborieux. 


Sur  la  (jénévation  des  cijdiqms  et  cijclides ;  par  M.  L.  Saltel. 
(Séance  du  14  a\ril  1875) 

P  R  0  B  L  È  M  E  s    r  R  É  1. 1  M  I  rs'  A I  R  E  S . 

Problème  I.  —  Etant  donné  dans  nu  plan  un  cercle  S,  déterminer  deux 
cercles  passant  respectivement  par  deux  couples  de  points  donnés  (ApEJ, 
{\,,li,)  et  coupant  le  cercle  S  aux  deux  mêmes  points?  En  d'autres  termes, 
trouver  deux  cercles  passant  respectivement  par  (Ai,lji),  (A,,B,,)  et  ayant 
même  axe  radical  avec  le  cercle  S. 

Voici  la  solution  que  nous  proposons  et  dont  la  dèmonstralion  est  évidente  : 
Par  les  points  (Ai,Bi)  faites  passer  un  cercle  arbitraire  \  ;  soit  \y  le  point 
de  rencontre  de  la  droite  Xfi^  avec  l'axe  radical  des  cercles  S^  et  li  ;  de 
même  par  les  points  {\i,\ii)  faites  passer  un  second  cercle  quelconque  /,,  et 
soit  \,  le  point  de  rencontre  de  la  droite  \J\,  avec  Vaxe  radical  des  cercles  S 
et  ï,\  la  droite  ÏJ,  rencontre  le  cercle  S  aux  deux  points  cherchés. 

l'RoBLÏiME  II.  —  Ètatit  donné  sur  une  sphère  un  cercle  S,  déterminer  deux 
cercles  de  cette  sphère  passant  respectivement  par  deux  couples  de  points 
donnés  (Ai,bi),  (A,,r.o)  et  coupant  le  cercle  Saur  deux  mêmes  points? 

De  la  solution  du  problème  précédent  résulte  innnédiatemeiit  la  suivante 
pour  ce  second  problème  : 
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Prenez  nn  point  arbitraire  P  sur  la  sphère,  et  par  les  points  (Ai,R,)  tracez 
sur  cette  surface  un  cercle  arbitraire  >i;  soit  Ij  le  point  de  rencontre  du 
cercle  fXfi^  avec  le  cercle  qui  passe  par  P  et  par  les  deux  points  d'inter- 
section des  deux  cercles  S  et  ij;  de  même  par  les  points  (AjiB,)  tracez  sur  la 
sphère  un  second  cercle  arbitraire  l^  '■>  ^oit  I^  le  point  de  rencontre  du  cercle 
PAjB,  avec  le  cercle  qui  passe  par  P  et  par  les  deux  points  d'intersection  des 
deux  cercles  Set'u;  le  cercle  PIJo  rcnconlre  le  cercle  S  aux  deux  points 
demandés. 

Problème  111.  —  Étant  donnés  trois  cercles  arbitraires  dans  F  espace  1,^1,0^, 
trouver  deux  sphères  qui  passent  respectivement  par  les  deux  derniers  et 
qui  coupent  le  premier  aux  deux  mêmes  points. 

Si  l'on  considère  les  points  d'intersection  (Ai,Bi),  (A.J},)  des  cercles  01,0^ 
avec  le  plan  du  cercle  /,  la  question  c^t  évidcjnment  ramenée  à  celle  du 
premier  problème. 

THÉORÈMES    SUR    LES    CYCLIQUES    PLANES    (*). 

THKonÈME  I.  —  Soient  C^C,  deux  points  d'une  cyclique  plane  i,  et  (P,Q), 
(Ai,A2l  les  points  d'intersection  de  cette  courbe  et  de  deux  cercles  passant 
par  (CpCj;  si  l'on  considère  la  série  des  cercles  passant  par  (Ai,A,)  et  cou- 
pante suivant  des  couples  de  points  (Mi,N,),  (M.,N.),  (M3,N.)  ,...,  les  cercles 
(PMtNi),  (PiVIaNj),  (PMjiVs),...,  contenant  tous  le  point  P,  passent  aussi  par  le 
point  0. 

Théorème  II.  —  Soient  (Ai,H,)>  (A,,)).),  [S..JV)  trois  couples  de  points  arbi- 
traires pris  dans  un  même  plan  ;  si,  par  les  deuv.  premiers  points  (AplJJ,  on 
mène  un  cercle  quelconque  /,  et  que  l'on  considère  les  deux  cercles  passant 
respectivement  par  les  points  |A,,B,),  (A-,B-)  et  coupant  le  cercle  l  aux  deux 
points  ai,7:,,  ces  derniers  points  décrivent  une  cyclique  du  A'""^  ordre  conte- 
nant les  six  points  {\i,]ii),  (A2,B,),  (AjJ}-). 

Théorème  III.  —  Non-seulement  la  réciproque  du  théorème  précédent  est 
vraie;  mais  on  peut,  étant  donnée  une  cyclique  quelconque  l,  trouver  une 
itiftnité  de  systèmes  de  points  (Ai,Bi),  (A., Il),  (A-, M.)  qui  peuvent  servir  à  sa 
génération. 

Voici  un  moyen  de  détermiuer  ces  systèmes  de  poinis  : 

Soient  P,n  deuv  points  arbitraires  de  la  cyclique,  et  (Ai,n,),  (A,,,BJ, 
(A.,B-I  les  trois  couples  de  points  d'intersection  de  cette  même  cyclique  et  de 
ti'ois  cercles  quelconques  passant  par  P,Q  ;  ces  trois  couples  de  points  répon- 
dent à  la  question. 

Hemarque.  —  Parmi  Ics-nombrcux  corollaires  que  l'on  peut  déduire  de 
cet  ituporlaul  théorème,  nous  ne  citei'ons  (pie  les  suivants  : 

(*j  Courl)os  (lu  4'  ordn!  ayant  pour  jioints  douljlcs  lo.s  iioiiils  circulaires  à  l'iulini. 
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\'  Détermination  de  la  tangente  en  un  point  quelconque. —  Il  est  maiii- 
leste  que  si  l'on  sait  déterminer  la  tangente  au  point  Ap  on  saura  la  déter- 
miner par  là  même  en  un  point  quelconque.  Cette  dernière  détermination 
résulte  immédiatement  de  la  génération  que  nous  venons  d'indiquer  et  l'on 
est  conduit  à  celte  régie  : 

Soit  \\  le  second  point  de  rencontre  des  cercles  (A^AoUJ,  (A^A^Bj);  la  tan- 
gente au  point  Aj  au  cercle  (AiIi^A'j)  est  la  tangente  demandée. 

"2*^  Détermination  du  cercle  oscillateur  en  un  point  quelconque.  —  Si  l'on 
suppose  les  deux  points  (Ai,Bi)  réunis  au  point  A  dans  la  direction  AT,  on 
obtient  le  cercle  osculateur  en  ce  point  en  procédant  comme  il  suit  : 

Soit  S.'  le  second  point  d'intersection  des  cercles  (AA.L!,),  (AA.B-),  le  cercle 
qui  est  tangent  en  A  //  la  droite  AT  et  qui  passe  par  le  point  V  est  le  cercle 
osculateur  cherché. 

THÉORÈMES    SUR    LES   CYCLIQUES    SPHÉRIQUES    ('). 

Théorème  1.  — Soient  €1,0^  deux  points  d'une  cyclique  sphérique^,  et  (P,Q), 
(AjjAj)  les  points  d'intersection  de  cette  courbe  et  de  deux  cercles  passant  par 
(CpCj)  ;  si  Von  considère  la  série  des  cercles  passant  par  (A^jAg)  et  coupant  2 
suivant  des  couples  de  points  (Mi,Ni),  (M2,N,),  (MjîNJ,...,  les  cercles  (PM^Ni), 
(PMjNJ,  (PM.N-J,...,  contestant  tous  le  point  P,  passent  aussi  par  le  point  Q. 

Théorème  11.  —  Soient  (A^BJ,  (A^BJ,  (A-^r,)  trois  couples  de  points  arbi- 
traires pins  sur  une  même  sphère;  si,  par  les  deux  premiers  points  (A^,BJ,on 
mène  un  cercle  quelconque  l  situé  sur  la  sphère  et  que  l'on  considère  les  deux 
cerclespassantrespectivement  parlespoints{A^,B.^),{A.,B.)  etcoupantle  cercle'X 
aux  deux  mêmes  points  «1,  ««,  ces  derniers  points  décriront  une  cyclique 
sphérique  du  A*"""^  ordre  contenant  les  six  points  (Ai,BJ,  (A^.Bj),  (A^jB;). 

Théorème  111.  —  Non-seulement  la  réciproque  du  théorème  précédent  est 
vraie  ;  mais  on  peut,  étant  donné  une  cyclique  sphérique  quelconque  2,  trouver 
une  infmité  de  systèmes  de  points  (Ai,Bj,  {\^,]i.,),  (A-,B.),  qui  peuvent  servir 
à  sa  génération. 

Voici  un  moyen  de  déterminer  ces  systèmes  de  points  : 

Soient  P,  Q  deux  points  arbitraires  de  la  cyclique,  et  (Ai,Bi).  (A^jBj),  (A^Bj) 
les  trois  couples  de  points  d' intersection  de  cette  même  cyclique  et  de  trois 
cercles  quelconques  de  la  sphère  passant  par  (P,Q)  ;  ces  trois  couples  de  points 
répondent  à  la  question. 

Parmi  les  corollaires  que  l'on  peut  déduire  de  ce  théorème,  nous  ne 
citerons  que  les  suivants  : 

1''  Détermination  de  la  tangente  en  un  point  quelconque.  —  Il  suflit  évi- 
demment de  savoir  la  déterminer  au  point  A^.  Pour  cela,  on  suivra  la  lègle 
suivante  : 

(')  Courbes  rcsultaut  de  l'iutersectiou  d'une  surlace  du  second  ordre  et  d'une  sphère. 
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Soit  A'i  le  second  point  de  rencontre  des  cercles  (AiÂ^Bj),  (Â1A5B5)  ;  la 
tangente  an  point  X^au  cercle  {\jhyk'i)  est  la  tangente  demandée. 

M.  Darboux,  dans  son  ouvrage  Sur  une  classe  remarquable  de  courbes  et 
de  surfaces  algébriques,  p.  56  et  77,  donne  deux  solutions  différentes  de 
ce  même  problème. 

2"  Détermination  du  cercle  osculateur  en  un  point  quelconque.  —  Si  l'on 
suppose  les  deux  points  Ai,Bi  réunis  au  point  A  dans  la  direction  AT,  on 
obtient  le  cercle  osculateur  en  procédant  comme  il  suit  : 

Soit  X'  le  second  point  d'intersection  des  cercles  (AA^Bj),  (AÂ3B5),  le  cercle 
qui  est  tangent  en  A  à  la  droite  AT  et  qui  ])asse  pur  le  point  A'  est  le  cercle 
osculateur  cherché  (). 

THÉORÈMES    SUR    LES    CYCLIDES    DU    4^'"^    ORDRE    (**). 

Théorème  I.  —  Soit  G  un  cercle  de  la  cyclide  l  et  Gi,C,  deux  cercles  d'in- 
tersection de  cette  surface  et  de  deux  sphères  passant  par  le  1"  cercle  C  ;  si 
l'on  considère  la  série  des  sphères  passant  par  C,  et  coupant  2  suivant  des 
cercles  Ei,E2,E;,.,.,  les  sphères  (PEj),  (PE,),  (PE-),...,  contenant  un  même 
point  P  du  cercle  C^,  le  contiennent  en  entier. 

Théouème  11.  —  Soient  Q.^^,Çt,  deux  cercles  arbitraires  pris  dans  V espace;  si, 
par  deux  points  P^P,  également  arbitraires,  on  mène  un  cercle  \  dont  le  plan 
et  le  rayon  sont  arbitraires,  et  que  Von  considère  les  deux  sphères  passant 
respectivement  par  les  cercles  £^,0,  et  coupant  le  cercle  l  aux  deux  mêmes 
points  a^jKj,  ces  derniers  points  décrivent  une  cyclide  du  à^^^  ordre  contenant 
les  points  Pi,Pj  et  les  deux  cercles  C^jC^. 

Théorème  111. — Non-seulement  la  réciproque  du  théorème  précédent  est 
vraie;  mais  on  peut,  étant  donnée  une  cyclide  quelconque  l,  trouver  une 
infinité  de  systèmes  de  points  Pj.Pj  et  de  cercles  0,1,0^  '/wi  peuvent  servir  à  sa 
génération. 

Voici  un  moyen  de  les  déterminer  : 

SoitC  un  cercle  arbitraire  de  la  cyclide  et  C',C,,Co  les  trois  cercles  d'in- 
tersection de  celte  surface  et  de  trois  sphères  quelconques  passant  pnrC; 
deux  points  arbitraires  \\,?,pris  sur  la  circonférence  G'  et  les  deux  cercles 
GpC,  répondent  à  la  question. 

Parmi  les  corollaires  de  cet  important  théorème,  bornons-nous  à  remar- 
quer, pour  le  moment,  qu'il  crscignc  à  dèteiiniiicr  le  plan  tanj^ent  en  un 
point  quelconque  de  la  surface,  au  point  \\  par  exemple.  Il  suffit,  on  effet, 
de  mener  en  ce  point  les  tangentes  aux  deux  courbes  planes  que  décrivent 
les  points  «j.a,  |)0ur  deux  jiosilions  dilTérenlos  du  plan  du  cercle  ï,  pro 
blême  que  nous  avons  déjà  appris  à  résoudre. 

■    M.  I.iinueri'i'  il  il(''j;'i  iikpIiom'',  I.  I,  \>.  Kll  ilii  IlitlUiin  de  l;i  Socirté,  une  auU'O  solution. 
"    Surlace.s  tiu  4°  ordre  iiyanl  h;  cercK;  do  l'iidiiii  pur  ligne  double. 


I 


t 
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Seconde  note  sur  la  génération  des  cycliques  ;  par  M.  L.  Saltel. 
^Séance  du  \\  avril  1875 

Dans  une  précédente  communication,  j'ai  montré  avec  quelle  facilité  on 
peut  décrire  par  points  une  cyclique  i  plane  ou  sphérique,  lorsqu'on  con- 
naît l'un  des  systèmes  de  trois  couples  de  points  désignés  par  les  lettres 
(Ai,Bi),  (Aj.BJ,  (A3,B-),  système  de  points  que  nous  appellerons  associés. 
L'objet  de  la  note  actuelle  a  pour  but  d'enseigner  à  déterminer,  parla  lègle 
et  le  compas,  l'un  des  systèmes  de  points,  lorsqu'on  définit  la  courbe  par 
huit  points  Ai,Bj,l,2,5,4,5,6. 

Lemme  1.  —  Décrire  une  cyclique  ::  dans  le  cas  particulier  où  les  huit 
points  Ai,tii,l,2,5,4,o,6  sont  tels  que  les  points  (ApBi,!,^,)  sont  sur  un 
même  cercle,  ainsi  que  les  points  (Aj,Bi,5,4). 

Soient  5'  le  second  point  de  rencontre  des  cercles  (l,'2,ô),  (5,4,b),  et  de 
même  6'  le  second  point  de  rencontre  des  cercles  (l,2,6j,  (3,4,6);  les 
couples  de  points 

(A^BJ,  (5,5'),  (6,0') 

constituent  un  système  de  points  associés. 

Lemme  II.  —  Décrire  une  cyclique  passant  par  les  sept  points  arbi- 
traires Ai,Bi,l,2,3,4,5. 

Soient  5'  le  second  point  d'intersection  des  cercles  (Ai,Bi,5),  (1,2,5),  et 
de  même  4' le  second  point  d'intersection  des  cercles  (Ai,Bj,4),  (1,2,4); 
soit  en  outre  5'  le  second  point  d'intersection  des  cercles  (3, 5', 5),  (4, 4', 5), 

les  points 

(Ai,B.),  (1,2),  (5,5') 

constituent  un  système  de  points  associés  à  une  cyclique  i\,  passant  par 
les  sept  points  donnés,  c'est-à-dire  que  l'on  obtiendra  les  deux  nouveaux 
points  communs  à  cette  courbe  et  à  un  cercle  quelconque  C,  passant  par 
(Ai,Bi),  en  construisant,  ce  que  nous  avons  appris  à  faire,  les  deux  cercles 
passant  respectivement  par  les  points  (1,2),  (5,5')  et  par  les  deux  mêmes 
points  du  cercle  C^;  désignons  par  uy,y^  les  deux  points  ainsi  obtenus. 

Remarque  I.  —  En  faisant  jouer  à  deux  des  points  (1,2,3,4,5),  à  l'excep- 
tion de  (i  ,2),  le  même  rôle  que  ces  deux  derniers  viennent  de  jouer  dans  la 
construction  de  la  courbe  i\,  on  obtiendrait  une  nouvelle  courbe  ^'.,  pas- 
sant par  les  sept  points  donnés  et  qui  couperait  le  cercle  Gj  en  deux  points 
'/i/fî,  faciles  à  déterminer.  Désignons  par  V  le  point  de  rencontre  dos  droites 

Remarque  II.  —  Il  est  évident  i[\ic  toutes  les  cycliques  passant  par  les  sept 
points  donnés  Ai,Bpl,2,3,4,3  rencontrent  le  cercle  Cj  en  deux  points,  en 
ligne  droite  avec  le  point  V. 
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Uemarque  III.  —  En  suivant  la  même  marclie  pour  les  sept  points 
Al, 13,1,2,0,4,0,  on  obtiendrait,  relativement  au  cercle  C,,  un  second  point  V 
en  ligne  droite  avec  les  deux  points  d'intersection  de  ce  cercle  et  de  toutes 
les  cycliques  passant  par  ces  sept  points. 

Corollaire  I.  —  Il  est  manifeste  que  la  ligne  droite  VV  rencontre  le 
cercle  Ci  aux  deux  mêmes  points  que  la  cyclique  cherchée,  c'est-à-dire  la 
cyclique  passant  par  les  huit  points  Ai,Bi,l,2,o,4,o,6. 

CoROLL.uRE  IL  —  Le  cercle  Cj  passant  par  les  deux  points  Ai,Bi,  on  peut 
dire  que  nous  venons  de  résoudre  ce  problème  : 

Une  cyclique  étant  définie  par  huit  points,  trouver  les  deux  nouveaux  points 
d  intersection  de  cette  courbe  et  d'un  cercle  quelconque  passant  par  deux  de 
ces  huit  points. 

Corollaire  111.  —  En  cherchant  les  nouvelles  intersections  {cii,a^),  {^i,Pi), 
de  la  cyclique  définie  par  les  huit  points  Ai,A2,l,2,5,4,5,6,  avec  deux 
cercles  Ci,C2,  passant  par  \i^,X„  et  prenant  deux  des  six  points  1,2,5,4,5,6, 
les  points  1 ,2,  par  exemple,  on  aura  huitnouveaux  points  Ai,A2,ai,a2,(3i,|32, 1 ,2, 
définissant  la  courbe,  et  qui  seront  dans  les  mêmes  conditions  que  les  huit 
points  du  lemme  I. 

CoROLLAinElV.  —  Une  cyclique  étant  définie  par  huit  points  \^,?)^,i  ,2,0, A,o,<o, 
on  peut  toujours  trouver  un  système  de  trois  couples  de  points  associés,  parmi 
lesquels  peuvent  figurer  deux  des  points  donnés. 

C'est  là  le  problème  que  nous  nous  étions  proposé. 


Sur  les  foyers  des  cycliques;  par  M.  L.  Saltel. 
, Séance  du  14  avril  1875) 

L'objet  de  cette  nouvelle  communication  est  d'enseigner  à  déterminer 
géomètriqueinent  le  foyer  singulier  d'une  cubique  circulaire,  définie  par 
sept  points,  et  d'indiquer  une  voie  qui  probablement  conduira  à  la  déter- 
mination de  ces  mêmes  points  dans  les  cycliques  du  4'^""^  ordre. 

Théorème  I.  —  Soient  A  une  parallèle  quelconque  à  iasymplote  réelle 
d'une  cubique  circulaire  1,  et  C,  1)  ses  deux  points  de  rencontre  avec  cette 
courbe.  St,  par  ces  deux  points,  on  mène  autant  de  cercles  que  l'on  veut,  cou- 
pant lauxpoints  (a,,|3,),  («^i/^-i),  (a-, p.),...,  les  perpendiculaires  élevées  sîir 
les  7nilieiu  des  droites  ('/.iPi),  («^/Sj),  {a.^.),...  passent  toutes  par  le  foyer  sin- 
gulier de  la  cubique. 

TjiÉoRi^ME  11.  —  .Si,  du  foyer  sinr/ulier  d'une  cubique  circulaire  comme 
centre,  on  décrit  des  cercles  de  rayons  arbitraires,  le  lieu  des  pieds  des  per- 
pendiculaires abaissées  du  foyer  sur  les  cordes  que  ces  cercles  déterminent 
sur  la  cyclique,  est  un  cercle. 
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Problème.  —  Reconnaître  si  vn  point  donne  V  est  foyer  d'une  cyclique 
du  4''"'-  ordre,  définie  par  huit  points. 

Notre  d(Hermination  d'un  conique  qui  passe  par  les  quatre  points  com- 
muns à  un  cercle  et  à  une  cyclique,  s'appliquant  tout  aussi  bien  que  le 
rayon  du  cercle  soit  nul  ou  non  nul,  on  en  déduit  la  solution  suivante  du 
problème  en  question  : 

Pour  reconnaître  si  un  point  P  est  le  foyer  d'une  cyclique  1  du  4'^'"''  ordre, 
on  considérera  ce  point  comme  un  cercle  de  rayon  nul,  on  déterminera  une 
conique  M  pansant  par  ses  points  communs  avec  Z.  Si  P  est  un  foyer  ordi- 
naire de  1,  il  devra  être  un  foyer  de  la  conique  M  ;  si  P  est  un  foyer  singu- 
lier, la  conique  M  devra  être  un  cercle. 

Nota. — Si  les  trois  couples  de  points  associés  (Ai.Bj),  (Ao.B,),  (A-.B-) 
sont  respectivement  sur  trois  cercles  concenfriques,  le  cenire  de  ce  cercle 
est  un  fover  sinfrulier  de  s. 


Sur  différentes  formes  que  Von  peut  donner  à   Vintégrale  de  Féquation 

d'Erder,  par  M.  Laguerre. 

(Séance  du  17  mars  1875.] 

\ .  Soit  un  polynôme  du  quatrième  degré  en  x  que  je  représenterai  par 
la  forme  homogène  Uf.r,?/),  où  y  désigne  une  constante  égale  à  l'unité  et 
introduite  pour  l'homogénéité  des  formules,  l'équation  d'Euler 

d.r  dl 


sJU{x,y)      s/m-,) 

a,  comme  je  l'ai  montré  précédemment  (*),  pour  intégrale  générale  l'équa- 
tion suivante 

(1  )  OaU,  +  r)6H,  +  (5S  —  a2)to2  =r  0, 

où  a  représente  une  constante  arbitraire,  w  le  déterminant  .r-c  —  y'I,  U,,  H^ 
les  émanants  principaux  de  U  et  du  hessien  II  de  la  forme  donnée,  et  S  son 
invariant  quadratique. 

Cela  posé,  on  a  l'identité  suivante,  que  l'on  vérifiera  facilement, 

(2)  V{x,y)\]{l,r.)  —  VI  =  /tIL«2  _|_  ^,,,4 . 

je  l'écrirai  pins  simplement  sous  la  foi'me  suivante 

UU'— U~4IU2  +  ^oA 
.) 

d'où 

Sm4+  1 2IU2  =  5UII' —  5U^ 

(*)  Sur  l'appllrritlon  de  In  l/irorlr  (Ir.t  formes  l)iiiaires  à  In  r/éotné(rie  des  enitriies  tra- 
cées sur  une  surface  du  second  ordre.  [Bulletin  de  la  Soc.  vmt/i.,  t.  I,  p.  55.) 
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Multiplions  maintpnant  par  w*  le  premier  membre  do  l'équation  (I),  et 
remplaçons  Sw*H- 12IL/j^  par  sa  valeur  tirée  de  la  relation  précédente,  il 
viendra 

0aUj«2  —  a^to*  +  9UU'  —  9U^  =  0, 

ou 

9UU'  =  (3U2-a«2)2; 

OU  encore 

(ô)  u2-v/niF=*o)2. 

0 

2.  Cette  nouvelle  forme  de  l'équation  d'Euler  peut  elle-même  se  trans- 
former d'une  façon  remarquable. 

Décomposons  U  d'une  façon  quelconque  en  un  produit  de  deux  facteurs 
du  second  degré,  en  posant 

U=/"(-r,?/)cp(a;,?/), 


ou 


et 


On  aui'a  évidemment 


f(x,y)  =  Â.r2  +  2B,n/  +  Cî/- 
o(.r,?y)  =  k'x^  +  2B'xy  +  Ci/-. 


d'autre  part,  en  désignant  par  A  l'invariant  quadratique  simultané  des  deux 
formes  fet  y,  AC'-i-CA'  —  2BB',  on  vérifiera  facilement  l'identité  suivante 

/!.t,i/)cp(Ç,r))  4- A?,vi)?(.T,?y)  =  2U,  +  ûi«|. 

Portons  ces  valeurs  de  Uj  et  de  UU'  dans  l'équation  (5),  elle  deviendra,  en 
faisant  pour  abréger  f{^,n)  =f'  et  'f%r.]  =/, 

/•cp'  +  /'?-2v//W  =  "'(^^)-' 

d'où 

(4)  V//V-V^=pc, 

p  désignant  une  constante  arbitraire. 

D'où  la  proposition  suivante,  où  j'ai  fait  disparaître  les  quantités  auxi- 
liaires y  cln  : 

Si  l'on  décompose  d'une  façon  quelconqne  le  polynôme  du  qualneme  degré, 
F(a),  en  deu.v  facteun  du  second  degré  f[x)  et  <f{x),  l' intégrale  générale  de 
l'équation 

d.r    _    dl 
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est 


'^  y    '^  '  =  constante. 

x  —  ^ 

J'avais  déjà  déduit  cette  proposition  de  considérations  purement  géomè" 
triques,  dans  une  note  Sur  les  propriétés  des  coniques  qui  se  rattachent  à 
Véquation  (VEuler,  insérée  dans  les  Nouv.  ami.  de  math.,  1872. 


Svr  la  limite  du  degré  de  la  fonction  entière  qui  satisfait  à  certaines 
conditions;  par  M.  Tchebyciief. 

(Séance  du  2!  juillet  18751 

Si  une  fonction  entière,  entre  deux  limites  quelconques  de  la  variable, 
s'écarte  peu  de  zéro,  et  qu'elle  ait  une  valeur  considérable  en  dehors  de  ces 
limites  ;  il  est  certain  que  la  fonction  est  d'un  degré  élevé.  Quelle  est  donc 
la  formule  qui  donne  la  limite  du  degré  de  la  fonction  entière,  d'après  ses 
écarts  de  zéro,  pour  des  valeurs  de  la  variable  comprises  entre  certaines 
limites,  et  sa  valeur  an  delà  de  ce  champ?  En  cherchant  à  résoudre  ce  pro- 
blème d'après  les  méthodes  exposées  dans  notre  mémoire  sur  les  questions 
de  minima  qui  se  rattachent  à  la  représentation  approximative  des  fonc- 
tions, nous  sommes  parvenu  à  ce  théorème  très-simple  : 

Théorème.  —  Si  .f{x)  est  une  fonction  entière  du  degré  n  qui,  depuis 
.r=:  —  /  jusqu'à  ■r  =  +  /,  ne  sorte  pas  des  limites  — L  et  -+-L,  et  que, 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  en  dehors  des  limites  nommées  ,r  =  —  /, 
x  =  -\-l,  les  valeurs  de  la  fonction  f{x)  soient  en  dehors  des  limites  —  L  et 
-l-L,  on  aura 


^\/x'  —  s/x-  —  i-J        \lf-\x)  —  sjf-{x)  —  \/ 
en  donnant  aux  radicaux  les  valeurs  positives. 


Essai  sur  la  géométrie  à  n  dimensions:  par  M.  C\mh,i,k  Jordan. 
(Séance  du  i'I  niiii  1875) 

On  sait  que  la  fusion  opérée  par  Descaries  entre  l'algèbre  et  la  géométrie 
ne  s'est  pas  montrée  moins  féconde  pour  l'une  de  ces  sciences  que  pour 
l'autre. 

Car,  si  d'une  part  les  géomètres  ont  appris,  au  contact  de  l'analyse,  à 
donner  à  leurs  recherches  une  généralité  jusque-h'i  inconnue,  les  analystes, 
de  leur  côté,  ont  trouvé  un  puissant  secours  dans  les  images  de  la  géométrie, 
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f.int  pour  rlérouvrir  lonrs  théorèmes  que  pour  los  énoncer  sous  une  forme 
simple  et  IVnppaiito. 

Ce  secours  cesse  lorsqu'on  passe  à  la  considération  des  fonctions  de  plus 
de  trois  variables;  aussi  la  théorie  de  ces  fonctions  est-elle  relativement  fort 
en  retard.  Le  moment  semble  venu  de  combler  cette  lacune  en  généralisant 
les  résultats  déjà  obtenus  pour  ce  cas  de  trois  variables.  Un  grand  nombre 
de  géomètres  s'en  sont  déjà  occupés  d'un  manière  plus  ou  moins  immédiate. 
Nous  ne  connaissons  cependant  aucun  travail  d'ensemble  sur  ce  sujet  (*). 

Nous  nous  proposons,  dans  le  présent  essai,  de  m.ontrer  comment  les  prin- 
cipales formules  de  la  théorie  de  la  ligne  droite  et  du  plan  doivent  être 
généralisées  pour  s'étendre  aux  fonctions  linéaires  d'un  nombre  quelconque 
de  variables.  L'étude  de  ces  questions  élémentaires  doit  naturellement  pré- 
céder toute  recherche  relative  aux  fonctions  de  degré  supérieur. 

Bien  que  ces  recherches  soient  purement  algébriques,  nous  avons  cru 
utile  d'emprunter,  ainsi  que  nos  devanciers,  quelques  expressions  à  la  géo- 
métrie. Ainsi,  nous  considérons  un  pomt  comme  défini  dans  l'espace  à  n 
dimensions,  par  les  valeurs  de  ?i  coo»YZonnees  .Ti,...,.r„.  Une  équation  liné- 
aire entre  ces  coordonnées  définira  un  plan  ;  k  équations  linéaires  simul- 
tanées, un  k-plan  ;  n  —  1  équations,  une  droite.  La  distance  de  deux  points 
sera  y/(.rj — x^f  -^...•,  etc. 

Ces  définitions  posées,  nous  étudions,  dans  la  section  I  de  notre  Mémoire, 
les  divers  degrés  de  parallélisme  qui  peuvent  exister  entre  deux  multiplans. 

Dans  la  seconde  section,  nous  donnons  les  conditions  de  perpendicularité. 

Dans  la  troisième,  les  formules  de  transformation  des  coordonnées. 

Les  sections  suivantes  renferment  des  résultais  plus  intéressants. 

Les  sections  IV  et  V  sont  consacrées  à  l'étude  des  relations  indépendantes 
du  choix  des  axes  (les  coordonnées  restant  rectangulaires),  qui  peuvent 
exister  entre  deux  multiplans.  Nos  principaux  résultats  consistent  dans  les 
propositions  suivantes  : 

1°  Un  système  formé  d'un  k-plan  P^  et  d'un  l-plan  P/  passant  par  un  même 
point  de  V espace  a  p  invariants  distincts,  p  étant  k  plus  petit  des  nombres  k, 
1^  Il  —  /.-^  n  —  /.  On  peut  considérer  ces  invariants  comme  définissant  les 
angles  des  deux  multiplans. 

2°  Les  divers  plans  perpendiculaires  à  Pt  et  à  P,  forment  respectivement 
par  leurs  intersections  un  n — k  plan  P„_n  et  un  n  —  /  plan  P„_;,  formant  entre 
eux  les  mêmes  angles  que  P;,  et  P, . 

r»"  Si  ]\  et  Pi  71  ont  pas  de  point  commun,  on  aura  un  invariant  de  plus,  à 
savoir  leur  plus  courte  distance.  Cet  invariant  s'exprime  par  une  fraction, 

{')  Un  «f^ul  chapitre  flo  cotte  nouvollo  aénm(''lrip  non?;  pnrnît  poiivoir  iSlro  considi'M'é 
comrno  ù  peu  près  aciiové;  c'osl  coliii  ilc  In  coiiii)iii'('  des  .snifacos.  (Voir  In  tlîése  de 
M.  Moriii,  18(37,  cl  les  mômoiros  de  M,  Sopliiis  I>io,  Cdilinger  Narhrichtr.n,  1871.) 
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dont  le  nnmérnlenr  et  le  dénominateur  sont  des  sommes  de  carrés  de  déter- 
minants. 

Dans  la  section  VI,  nous  donnons  le  système  dos  fornnilos  qui  relient 
entre  eux  les  angles  mutuels  des  divers  mulliplans  formés  avec  n  plans 
donnés  quelconques  (se  coupant  au  même  point).  Ces  formules  se  réduisent, 
pour  n=  5,  cà  celles  de  la  trigonométrie  sphérique.  Nous  les  rattachons  à  la 
considération  du  déterminant  de  la  forme  quadratique  qui  donne  la  distance 
de  deux  points  (les  n  plans  donnés  étant  pris  pour  plans  coordonnés). 

Dans  la  section  Vil,  nous  montrons  comment  une  substitution  orthogonale 
de  déterminant  1  peut  être  ramenée  par  un  changement  d'axes  rectangulaires 

71 

à  une  forme  canonique  simple,  dépendant  de  ^  invariants  si  n  est  pair,  de 

n — 1 

—^ —  s'il  est  impair.  Nous  donnons  les  équations  différentielles  partielles 

auxquelles  satisfont  ces  invariants.  De  cette  recherche,  nous  déduisons  entre 
autres  résultats  la  généralisation  des  théorèmes  suivants  : 

Tout  mouvement  plan  se  réduit  à  une  rotation  autour  d'un  point. 

Tout  mouvement  dans  V espace  est  un  mouvement  hélicoidcd. 

Nous  en  tirons  encore  la  généralisation  de  la  loi  de  réciprocité  signalée 
par  M.  Chasles,  et  qui  a  servi  de  fondement  à  ses  belles  recherches  sur  le 
mouvement  d'un  corps  solide. 

Nous  terminons  en  donnant  les  lois  de  la  composition  des  mouvements 
infiniment  petits  dans  l'espace  à  4  dimensions.  Le  résultat  auquel  nous 
arrivons  se  formule  dans  ce  théorème  : 

Une  rotation  R,  autour  d'un  point  dans  l'espace  à  4  dimensions,  peut  être 
représentée  dans  l'espace  à  o  dimensions  par  deux  droites  k  et  B,  de  gran- 
deur  et  de  direction  convenables.  Deux  rotations  R^  et  R^,  respectivement 
représentées  par  les  droites  Aj  efBi,  Ag  e^B^,  auronï pour  résultante  7ine  rota- 
tion représentée  par  les  droites  A,  résultante  de  Aj  et  Aj,  et  B,  résultante  de 
Bj  et  Bg  [ces  droites  étant  combinées  suivant  la  règle  du  parallélogramme). 


I.    PEFIÎJITtONS.    —    PARALLELISME. 

] .  Nous  définirons  la  position  d'un  point  dans  l'espace  à  n  dimensions  au 
moyen  de  n  coordonnées  x^,  ...,  x^. 

Une  équation  linéaire  entre  ces  coordonnées  définira  un  plan  ;  deux  équa- 
tions linéaires  simultanées,  distinctes,  et  non  incompatibles,  définiront  un 
hiplan;  k  équations,  un  k-plan  ;  n  —  1  équations  définiront  une  droite; 
n  équations,  un  point. 

On  pourra  comprendre  tous  les  êtres  géométriques  ci-dessus  sous  le  nom 
générique  de  multiplans. 


I 
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2.  Soient 

(1)  A,=:0,  ...,A,  =  0 

les  équations  d'un  A-plan  P)t;  en  les  combinant  linéairement,  on  obtiendra 
une  infinité  d'équations  de  la  forme 

>lAi  +  ...  +  XtAt=:0. 

Les  plans  représentés  par  ces  diverses  équations  auront  évidemment 
Pt  pour  interseclion  commune,  et  nous  les  appellerons  pour  abréger  les 
plans  générateurs  de  P^.  Leurs  intersections  deux  à  deux,  trois  à  trois,..., 
/.• — 1  à/i  —  1,  donneront  une  infinité  de  biplans,  de  triplans,  etc.,  conte- 
nant P^,  et  qu'on  pourra  appeler  les  biplans,  les  triplans  générateurs,  etc., 
deP,. 

Il  est  clair  que  l'on  pourra  prendre  pour  définir  P^,  au  lieu  des  équa- 
tions (1),  les  équations  dek  plans  générateurs  quelconques 

XjA,  +  ...  -f  ikh  =  0,    x;Ai  +  ...  4-  XjiA*  =0, ..., 

pourvu  que  le  déterminant  des  coefficients  1  ne  soit  pas  nul. 

D'autre  part,  soit  k'  un  entier  quelconque  >>  k,  et  ne  dépassant  pas  n.  Si 
l'on  joint  aux  équations  (I),  qui  détermineitt  V^,  k'  —  k  nouvelles  équations 
Ai^.1  =0,...,  kk'=^^,  l'ensemble  de  ces  équations  (supposées  distinctes  et 
non  incompatibles)  déterminera  un  A;*-plan  contenu  en  entier  dans  P^.  Nous 
dirons  que  les  /c'-plans  ainsi  obtenus  sont  les  k'-plans  de  P^. 

Nous  remarquerons  enfin  que  les  coordonnées  courantes  d'un  /î-plan 
quelconque 

A,  =  0,...,At  =  0, 

pourront  être  exprimées  linéairement  en  fonction  de  w  —  k  variables  auxi- 
liaires indépendantes.  Il  suffira  en  effet  de  poser 

A)t+i,  ...,  A„  étant  des  fonctions  linéaires  quelconques  de  x^, ...,  ,r„,  et  l'on 
aura  un  système  de  n  équations  qui  permettront  d'exprimer  ces  coordon- 
nées en  fonction  des  nouvelles  variables  >. 

3.  Vn  plan  sera  déterminé  en  général  par  n  points.  En  effet,  l'équation 
générale  du  plan  contient  w -|- 1  coefficients,  dont  les  rapports  seroni  déter- 
minés par  les  n  équations  linéaires  que  l'on  obtient  en  substituant  succes- 
sivement dans  l'équation  les  valeurs  des  coordonnées  des  n  points  donnés. 

Un  k-plan  sera  déterminé  par  n  —  k-\-\  points. 

En  effet,  considérons  un  plan  quelconque  assujetti  à  passer  par  les 
n  —  k-\-\  points.  Cette  condition  donnera  entre  les  n  H- 1  coefficients  du 
jjlan  n — k-\-\  équations   linéaires;  éliminante  —  A  +  l   coefficients    au 
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moyen  de  ces  équations  de  condition,  il  restera  dans  l'équation  du  plan  k 
coefficients  arbitraires.  Donc  l'équation  générale  des  plans  passant  par  les 
n —  k-hi  points  donnés  sera  de  la  forme 

(2)  X,Ai+...  +  XkAj.  =  0, 

et  le  /i:-plan  Ai=  ...  =At  =  0,  intersection  commune  de  ces  plans,  pas- 
sera par  les  n  —  k-+-\  points  donnés.  D'ailleurs  ce  fc-plan  sera  le  seul  à 
jouir  de  cette  propriété  ;  car  si  un  A;-plan  P^  contient  les  points  donnés,  ses 
plans  générateurs  les  contiendront  a  fortiori,  ils  seront  donc  de  la  forme  (2); 
et  Vie  se  confondra  avec  le  ^-plan  A^  =  ...  =A(i=  0,  intersection  commune 
de  ces  plans, 
à       4.  Deux  plans  donnés  par  les  équations 

A  =  ttiXi  4-  . . .  +  o„.»"rt  +  *  =  0, 
B=  bix^  +  . ..  +  b^Xn  +  fi  =  0, 

se  couperont  en  général  suivant  un  biplan.  Mais  on  doit  excepter  le  cas  où 
l'on  aurait 

«1  _       _  ^, 
bi       '"      in 

car  les  deux  équations  A=:0,  B  =  0  seront  incompatibles.  On  dira  dans  ce 
cas  que  les  deux  plans  sont  parallèles. 
Enfin,  si  l'on  avait 

les  deux  équations  A  =  0,  B  =  0  n'en  lormeraient  plus  qu'une  seule,  et  les 
deux  plans  seraient  non-seulement  parallèles,  mais  coïncidents. 

5.  Soient  P^  et  Pj  deux  multiplans  quelconques.  Si,  parmi  les  plans  généra- 
teurs de  Fit,  il  en  est  qui  soient  parallèles  à  ceux  de  P/,  ils  engendreront  un 
multiplan. 

Soient  en  effet 

des  plans  générateurs  de  P^  parallèles  à  des  plans  générateurs  de  Pj  et 
choisis  de  telle  sorte  ;  1°  qu'ils  soient  indépendants  les  uns  des  autres, 
c'est-à-dire  ne  soient  liés  par  aucune  équation  linéaire  identique 

XiCi  +  ...  +  X,Cj  =  0; 

2"  qu'il  n'existe  aucun  plan  générateur  de  P^  indépendant  de  ceux-là  et  pa- 
rallèle à  un  plan  générateur  de  Pj.  Par  définition,  Pj  aura  parmi  ses  plans 
générateurs  des  plans 

Cj  =  ^i,  ...,Cç  =  8ç 
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respectivement  parallèles  aux  précédents.  P^  aura  parmi  ses  plans  généra- 
teurs tous  les  plans 

(3)  ).,Ci  +  ...  +  >.,C,  =  0, 
qui  engendrent  le  c-plan 

C,  =  0,  ...,  Cj  =  0, 

que  nous  désignerons  par  P,.  De  son  côté,  P(  aura  parmi  ses  plans  généra- 
teurs ceux  de  la  forme 

(4)  >,jCi+...+>.,C^  =  ),.,^, +  ...+).,/^ 
respectivement  parallèles  aux  précédents  et  qui  engendrent  le  p-plan 

Ci=j.,...,c,  =  .V 

que  nous  pourrons  désigner  parP' . 

Donc,  pour  qu'un  plan  générateur  de  Pa  soit  parallèle  à  un  plan  généra- 
teur de  P;,  il  sera  non-seulement  nécessaire,  mais  suffisant,  qu'il  soit  un 
plan  générateur  de  Pj.  Et  réciproquement,  pour  qu'un  plan  générateur  de 
P(  soit  parallèle  à  l'un  de  ceux  de  P;;,  il  sera  nécessaire  et  suffisant  qu'il 
soit  l'un  des  plans  générateurs  de  P'^. 

Nous  exprimerons  cette  relation  en  disant  que  deux  multiplans  Pj  et  P;  ont 
entre  eux  un  parallélisme  d'ordre  p. 

Nous  dirons  d'une  manière  absolue  que  P^  est  parallèle  à  P/,  si  tous  ses 
plans  générateurs  sont  parallèles  à  ceux  de  P/.  Il  faut  évidemment  pour  cela 
que  l'on  ail  /c<<Z.  Si  k=  1,  il  est  clair  que  P;  sera  réciproquement  paral- 
lèle à  P^. 

Si  l'on  a  à  la  fois  >,  =  0,  ...,  >j=0,  les  divers  plans  de  P^  seront  non- 
seulement  parallèles  à  ceux  de  P', ,  mais  coïncidents;  et  P/  et  Pj  seront  con- 
tenus dans  le  mèmep-plauP,. 

Au  contraire,  si  /j  par  exemple  est  différent  de  zéro,  il  faudra  pour  qu(> 
les  plans  (5)  et  (4)  se  confondent,  que  l'on  ait  la  relation 

Déterminant  ).i  par  cette  relation  et  substituant  dans  (o),  on  aura 

c,_|c,)  +  ...  +  >,,(i-;,-ic,)  =  « 

pour  l'équntion  générale  des  plans  générateurs  communs  à  P^  et  à  P,;  el 
l'on  voit  par  là  que  ces  plans  ne  seront  autres  que  les  plans  générateurs  du 
p  —  1-plan 


lequel  contiendra  P/  et 
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6.  Cherchons  maintenant  à  quelles  conditions  doivent  satisfaire  les 
coefficients  des  équations  de  1\  et  de  F(  pour  que  ces  nudlipians  aient  entre 
eux  un  parallélisme  d'ordre  &,  en  étant  ou  non  contenus  dans  un  même 
,0-plan. 


Soient 

1  -^1  =  «n-'i  +  •  •  •  H-  «i«';i  +  "-i  —  *^' 

(5) 

, 

\h  =  flAi.r,  +  . . .  +  akn-i'fi  +  H  =  0 , 

s  équations  de  P^  ; 

i  B,  =  tu-i-i  +  . ••  +  ^i«-r«  +  ?i  =  0^ 

(«) 

1 

1  Bi  =  bu.v,  +  ...  +  t,,,r„  +  P;  =  0, 

celles  de  P(.  Pour  qu'un  plan  générateur  de  Pt  soit  parallèle  à  un  plan  gé- 
nérateur de  P;,  il  faudra  qu'on  ait  la  relation  identique 

ÀjA,  +  ...  +  À^A/c  =  7.iBi  +  ,..  4-  y-iB;+  constanle  ; 
ou,  en  égalant  séparément  à  zéro  les  coefficients  dos  variables, 

j  Xja,,  +  .  .  +  '■kCiKi  =  .'^■1^11  +  ••■  y-i^/i' 

(^) • 

(  >.iaiK  +  •••  +  HUi.ii=^  [J-ibin  +  •••  +  [J-fiiit; 

et  si  l'on  veut  que  les  plans  générateurs  considérés  soient  non-seulement 
parallèles  mais  coïncidents,  la  constante  devra  être  nulle,  et  l'on  aura  par 
suite  une  nouvelle  équation 

(8)  J.jaj  +  ...  +  /.^7.A  =  u.^i  +  ...  +  u-fii. 

7.  Cela  posé,  soit  d'abord  A;  -h  /<^n;  le  nombre  des  paramétres  1,  y.  sera 
égal  ou  inférieur  à  celui  des  équations  (7);  si  donc  ces  équations  sont 
distinctes,  ce  qui  est  le  cas  général,  on  ne  pourra  y  satifaire  autiement 
qu'en  annulant  tous  les  paramètres.  Donc  dans  ce  cas  Pt  et  Pi  n'auront  en 
général  aucun  parallélisme. 

Mais  celle  conséquence  sera  en  défaut,  si  les  coefficients  a,  b  sont  choi- 
sis de  telle  sorte  que  les  équations  (7)  se  réduisent  à  un  nombre  p  d'équa- 
tions distinctes  inférieur  h  k-\-l. 

Il  est  d'ailleurs  aisé  de  voir  que  p  ne  peut  être  inférieur  à  /.  En  effet,  les 
équations  (6)  qui  définissent  Pj  étant  supposées  distinctes  et  compatibles 
entre  elles,  l'un  au  moins  des  déterminants  obtenus  en  prenant  /  colonnes 
du  tableau 

/'il  ...   bm  I 

I  > 

bu   ...  bin  I 


par  exemple  celui-ci 
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t,,  ...  bu 
bii    ...  bu 


différera  de  zéro.  Cela  posé,  les  /  premières  équations  (7)  seront  dis- 
tinctes, et  permettront  de  déterminer  ^i^,  ...,  p;  en  funclioii  de  \,  .,.,  m; 
car  le  déterminant  des  coeftlcienls  par  lesquels  elles  multiplient  p^i, ...,  p.(, 
étant  égal  à  A,  sera  différent  de  zéro. 

Soit  donc  ;j  =  A:-i- /  —  p,  et  p-^k.  Les  équations  (7)  permeltront  de  dé- 
terminer pi, ...,  ///et  /.:  —  p  des  quantités  >,  telles  que  >>j  +  i,  ....  ),i,  en  fonc- 
tion des  p  paramètres  indéterminés  Âi,  ...,  Xj . 

Soit 


(l') 


Xç+i  =  mç_,.iXi  +  ...  +  ii.^  +  i\, 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'expression 

\ki  +  ...-j-'/.i,\k  =  0 
dos  plans  générateurs  de  P;,,  et  posant  pour  abréger 

Ci  =  Ai  +  //ij  +  iAj  +  i  +  ...  +  mtA/t, 

■■••> 

Cç  =  A,  ^-/(j  +  iAj  +  i  +  .  .  +  )ik\h, 


10) 


on  aura  l'équation 

(11) 


XiCi+...-f  x,C,  =  0 


pour  définir  ceux  des  plans  générateurs  de  l'j  qui  sont  parallèles  à  ceux  de 
P;.  D'ailleurs  les  plans  Ci  =  0, ...,  Cj=:0  sont  indépendants  les  uns  des 
autres;  car  si  l'on  avait  une  identité  de  la  forme 

on  aurait,  en  substituant  les  valeurs  de  Ci,  ..,,Cç,  données  par  l'équation, 
une  nouvelle  identité  de  la  forme 

v,A, -+-  ...  +  v,^A,,  +  VJ  +  lA,^.l+  ...=0, 

ce  qui  est  absurde,  les  équations  Ai=:0,  ...,  hk=0  étant  supposées  dis- 
tinctes. 

Les  plans  définis  par  ré(juation  (H)  ne  seront  dune  autres  que  les  [ilans 
générateurs  du  p-plau  Ci  =  0,  ...,  Cf=  U;  et  P/,  aura  avec  P/  un  parallélisuio 
d'ordre  p. 
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En  outre,  P^  et  l'(  seront  dans  un  même  p-plan,  si  l'équation  (8)  est  une 
conséquence  des  équations  (7). 

8.  Supposons  maintenant  que  l'on  ait  k-^l^n.  On  aura  un  parallé- 
lisme d'ordre  k-\-l  —  n  dans  le  cas  général  où  les  équations  (7)  sont  toutes 
distinctes;  un  parallélisme  d'ordre  k-\~l  —  p  si  elles  se  réduisent  à  /> 
équations  distinctes.  Eiitin  P^et  P;  seront  dans  un  mèmep-plan  si  l'équation 
(8)  est  une  conséquence  des  équations  (7). 

9.  Pour  écrire  les  conditions  d'un  parallélisme  d'ordre  quelconque,  on 
n'aura  donc  qu'à  exprimer  que  les  équations  (7)  se  réduisent  àp  distinctes. 
Or,  on  sait  que  pour  cela  il  faut  et  il  suffit  :  1°  que  l'un  au  moins  des  mi- 
neurs de  degré  p  formés  avec  les  coefficients  de  ces  équations  soit  différent 
de  zéro  ;  2°  que  tous  les  mineurs  de  degré  p  -+- 1  s'ani\ulent. 

Pour  que  P^  et  P;  soient  dans  un  même  p-plan,  il  faudra  de  plus  que 
l'équation  (8)  étant  adjointe  au  système  des  équations  (7),  les  nouveaux  mi- 
neurs de  degré  p  -h  1  où  figurent  les  coefficients  de  cette  nouvelle  équation 
s'annulent  comme  les  précédents. 

10.  Si  deux  midtiplans  P^  et  Vi  nont  aucun  parallélisme ^  ils  se  coupent 
suivant  un  multiplan  Pfc  +  ;. 

En  effet,  par  hypothèse,  on  ne  peut  satisfaire  à  l'équation 

Xi-Vi  4-  ■..  4-À«-Vt  =  L/.,Bi  -f-  ...  +  L(.iBi  4-  constante, 
OU,  ce  qui  revient  au  même,  à  celle-ci 

>-i(Ai  -  a,)  4-  ...  +  Xi(.\i  -  «0  =,"'i(Bi  -  PO  4-  ...  +  ai(B,-P,). 

Donc  les/i:  +  /  fonctions  A^  —  «j,  ...,At — aji,  Bj  —  Pi,  ...,B;  —  (3/ seront 
distinctes,  et  les  équations 

A,  =  0,...,At=0,  B,  =  0,  ...,B^=0 

lesquelles  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

Aj  —  «1  =: —  aj,  ...,Bj  —  p;=  —  l^i, 

seront  distinctes  et  compatibles  entre  elles,  et  détermineront  un  k  -h  /-plan. 

11.  Si  [\  et  P;  ont  un  parallélisme  d'ordre  p,  sans  être  dans  un  même 
p-plan,  ils  ne  se  couperont  pas. 

En  effet,  \\  et  Pi  ont  par  hypothèse  des  plans  générateurs  parallèles,  mais 
non  coïncidents,  C^  =  0  et  Cj,  =  5i.  Les  points  de  l'intersection  devraient 
satisfaire  à  ces  deux  équations,  qui  sont  incompatibles.  Si  donc  P^  et  P/  ont 
un  parallélisme  d'ordre  p  et  se  coupent,  ils  seront  dans  un  même  p-plan. 

12.  Si  Vh  et  Pj  sont  dans  un  même  f.-plan,  ils  se  couperont  suivant  un 
k-+-l — p-plan. 

Soit  en  effet 

(:.=  ..  =:C,=:0 
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le  r,-plaii  formé  par  les  plans  générateuis  communs  à  l\  et  à  I',.  Ou  peut 
remplacer  les  équations 

qui  définissent  P,,  par  les  équations  équivalentes 

Ci  =  0,...,C,  =  0,  B,^i  =  0,  ...,B,=  0, 

dont  les  o  premières  ne  sont  que  des  combinaisons  des  équations  Aj  =  U, 
...,  A/i=  0  qui  définissent  P^.  Le  nombre  des  équations  distinctes  auxquelles 
satisfait  riiilorsection  de  P/  et  de  P^  se  réduit  donc  à  k-i-l — p. 

15.  Un  k-plan  P^,  glissant  parallèlement  à  lui-même  sur  un  l-phui  P,, 
engendrera  un  multiplan. 

Les  deux  mulliplans  étant  encore  supposés  définis  parles  équations  (5)  et 
(6),  les  équations  d'un  /i-plan  parallèle  à  Pa  et  passant  par  le  point  S^,  ...,ç„ 
seront 

I  A,  =  aj,t, +  ...  +fli«;„ -+-?.!, 

1  .\ii  =  a/a'îi  +  . ..  +  flji«H„  +  a„. 
Mais  si  le  point  t^,  ..  ,  i„  appartient  à  P/,  on  aura 

j  ?)i,;,  +  ...  +  /'j„;„  +  3i  =  0, 
bnli  +  ...  +  fc/„;„  +  3„  =  0. 


(12) 


(13) 


Donc,  en  éliminant  2^, ...,  S„  entre  les  équations  {l'I)  et  (15),  on  aura  les 
équations  du  lieu  cherché,  qui  seront  luiéaires. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  P^  et  P/  soient  dans  un  même  o-plan 
P,.  On  pourra  admettre  que,  parmi  les  plans  choisis  pour  définir  I\  et  P/,  se 
trouvent  les  plans  Ci  =  0,  ...,  Cç=:  0  qui  définissent  P./,  ou  peut  donc 
admettre  que  l'on  ait 

A,=B,  =  C,,,..,  A,  =  B,^=:Cj . 

Mais  alors  les  seconds  inendjres  des  &  premières  équations  du  système  (12) 
s'annulent  en  vertu  des  équations  (15).  Ou  aura  donc,  parmi  les  équations 
du  lieu  cherché,  les  suivantes 

A,— 0, ...,  A,  =U, 

et  l'on  aura  les  autres  en  éliminant  les  n  variables  2  entre  les  k  —  p  der- 
nières équations  du  système  (12)  et  les  /  du  système  (15).  Cette  élimination 
donnera  l-\-k  —  p  —  n  équations  nouvelles  qui  achèveront  de  déterminer  le 
lieu  cherché. 


—  m; 


II.    DISTANCES.    —    PERPENDICLLAKITÉ 


14.  La  distance  de  deux  points  ayant  respectivement  pour  coordonnées 
^i,  ■■■,  Xn  etyiy  ...,ijn  sera  définie  par  la  formule 

^  ^ v/(-t-i -!/.)-+  ...  +  (-f „-!/„)*• 

On  appellera  distance  d\ui point  p  à  un  multiplan  sa  distance  au  point  du 
multiplan  qui  en  est  le  plus  rapproché.  Ce  point  q  sera  la  projection  du 
point  p  sur  le  multiplan. 

La  distance  de  deux  midtiplans  qui  ne  se  coupent  pas  sera  la  distance  de 
leurs  points  les  plus  voisins. 

Ldi  projection  d'un  multiplan  sur  un  autre  sera  le  lieu  des  projections  de 
ses  points. 

15.  Cherchons  les  coordonnées  a-j,  ..,,  a:„  de  la  projection  q  d'un  point  p, 
dont  les  coordonnées  sont  y^,  ,..,  y,^  sur  le  multiplan  P^  ayant  pour 
équations 

(  ûiix,  +  ...  +  ai,ja-„  +  a,  =  0, 


(14) 


(  auxi  +  . . .  +  aknX^  +  a„  =  0 .  ci^ 

Le  point  q  étant  dans  P^-,  ses  coordonnées  satisferont  aux  équations  (li). 
D'autre  part,  Pexpression 

A>=(.ci  — !/i )*  +  ...  + (.r„-  y„Y 

doit  être  moindre  que  pour  tout  point  voisin  q'  situé  dans  Pjt,  et  ayant  pour 
coordonnées  Xi+di^,  ...,  x^-i-dx^^. 

La  différentielle  de  A'',  égalée  à  zéro,  nous  donnera  l'équation 

(15)  (xi  —  î/i)J.i',  +  ...  +  (j„  —  î/„)rfx„  =  0. 

D'ailleurs  q'  étant  situé  dans  1\,  dx^,  ...,  dx,^  ne  seront  pas  arbitraires, 
mais  satisferont  aux  équations 

j  a^ydx^  +  . . .  +  aindx^  =  0, 

{^^)  ' 

(  akidxi  4-  ...  -i-akndx,^=:0. 

L'équation  (15),  devant  être  satifaite  toutes  les  fois  que  les  équations  (16) 
le  seront,  sera  une  combinaison  linéaire  de  celles-ci;  on  aura  donc,  en  dési- 
gnant par  \, ...,  îikdes  multiplicateurs  convenables. 


(17) 


'i'i  —  Vi'-^  '''l"ii  +  ...  +  HUkl, 


III 
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Si  l'on  élimine  entre  ces  équations  les  k  paramètres  )i,  ...,lk,  il  restera, 
entre  x^,  ...,'i„.  >i  —  ^'  équations  distinctes 

(18)  Ci  =  0,  ...,C„_A  =  0, 

qui,  jointes  aux  équations  (14),  détermineront  complètement  ces  quantités. 

16.  Supposons  maintenant  que  x^,  ...,  x,^,  au  lieu  d'être  des  inconnues  à 
déterminer,  soient  les  coordonnées  d'un  point  donné  de  P*. 

Les  équations  (17)  ou  (18),  dans  lesquelles  j/i,  ...,  </„  seront  considérées 
connne  coordonnées  courantes,  représenteront  le  lieu  des  points  de  l'espace 
dont  la  projection  sur  P^  tombe  sur  le  point  ^i,  ....  x^.  Ce  lieu  sera  donc  un 
n  —  A:-plan  P„_jt.  Nous  dirons  que  Pn-k  est  le  a  —  k-plan  perpetidiculaire 
à  Pa,  élevé  par  le  point  x^,  ...,  a;,(. 

En  général,  un  /-plan  Pj  sera  dit  perpendiculair  à  un  k-plan  P^,  si  deux 
raultiplans  P'^,  P'j  respectivement  parallèles  à  ceux-là  étant  menés  par  un 
point  quelconque  p  de  l'espace,  chacun  des  points  de  P',  se  projette  sur 
Pj  en  un  des  points  d'intersection  de  P'^  avec  P'j. 

17.  Cherchons  à  établir  les  conditions  de  perpendicularité. 
Soient  comme  précédemment 


(19) 
les  équations  de  P'^  ; 

(tiO) 


Al  =  «ii-t'i  +  . . .  +  ai«-*'„  +  *i  =  ^, 
Aa  =  anXi  +  . . .  -H  at„,r,j  +  a^  =  0 

1^1  =  ^1 A -}-... -f- fci«a;„ -f  Pi  =  0, 
> 

Bi  =  /;,!. T,  +  ...-\-b,nX„  +  {il  =  0 


celles  de  P',. 

Un  point  quelconque  de  Pj ,  tel  que  î/^  ...,  î/„,  sera  lié  à  sa  projection 
Xi,  ...,.r„  par  les  relations  (17);  et,  pour  que  P',  soit  perpendiculaire  à  P),, 
il  faudra,  par  définition,  que  x^, ...,  ^„  satisfassent  aux  relations  (20),  ainsi 
que  ?/i,  ...,  y,^.  On  aura  par  suite  les  équations 


(21) 


^ii(-'i  —  .'/.)+•••+  ^i«(a«  — ?/«)  =  0, 
*/i('''i  —  î/i)  +  ■••  +  f^ini-c,,  —  y,;)  =  0, 


lesquelles  devront  èlic  une  conséquence  identique  des  équations  (17), 
toutes  les  fois  (jue  x^, ...,  .f^  satisferont  aux  équations  (19),  et  z/^,  .,.,  //„  aux 
équations  ("iOj. 

18.  Supposons  d'abord  que  l\  et  P(  n'aient  aucun  parallélisme;  Pjk  et 
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P',  n'auront  aucun  plan  générateur  commun.  Les  équations  (19)  auxquelles 
satisfont  a\,  ...,x„el  les  équations 


(22) 


B'i=bnij^  +  ...  +  hin  ])n  4-  .\  =  "^ 


ne  donneront  aucune  relation  entre  les  quantités  x^  —  //i,  ...,  .r„  —  «/„. 
Supposons  en  effet  qu'un  pût  en  déduire  une  relation  de  la  forme 

aiAi  + .,.  +  u.AÂA  +  viB, +  ...  +  v,B'(  =  c,(,r,  —  î/,)-|-...  -+-c„(.r„  — j/„)=0. 

Cette  relation  donnerait,  en  y  changeant t/i,  ...,  y,,  en  j\,  ...,  .r„,  l'identité 
l^iA,  4-  ...  +  utA*  +  ViB,  +  ...  +  vjBi  =  0; 

donc  P;  et  P'^  auraient  contre  l'hypothèse  un  plan  générateur  commun 
(/.,A,  4-  ...  +[;.^Afc=  — (v,B, -l-...+v,B()=iO. 

Donc  les  équations  (21)  devront  se  déduire  des  seules  équations  (17);  ce 
qui  donnera,  en  substituant  les  valeurs  de  a\  —  ?/j,  ...,  .:i\  —  ?/„  tirées  des 
équations  (17),  et  égalant  ensuite  à  zéro  les  coefficients  des  indétermi- 
nées \,  ...,  Ik}  le  système  d'équations  suivant 


(23) 


bnOst  -f-  ...  +  hrndsn  =  0, 


Chacune  de  ces  kl  équations,  considérée  séparément,  exprime  que  l'un  des 
plans  Bi,...,Bj  est  perpendiculaire  à  l'un  des  plans  A^,  ...,Aik.  D'ailleurs 
leur  forme  symétrique  montre  que  siVi  est  perpemliculaire  à  Pu,  récipro- 
quement Pa  le  sera  à  P;. 

19.  Supposons  plus  généralement  que  P/  et  P^  aient  un  parallélisme 
d'ordre  p;  Pj  et  P,  seront  contenus  dans  un  même  o-plan. 

Soient 

Cl  =u.iiAi  +  ...  +  u.uAjt  =  v,iB,  +  ...  -+-vi;Bj=rCi,Xj  +  ...  -t-Ci,j.r„  +7,  =  0, 

Cp  =  [>.jiAi  +  . . .  +  a,^tAit  =  v.^iBj  +  . . .  +  v^, B(  =  Cjix-,  +  •  •  •  4-  Cj„.r„  +  7,  =  0 

les  équations  de  ce  p-plan  F  ; 

S,B,  +  ...+  vaB,  =  Ci--!>\=:0, 


—  X\û  — 

les  plans  générateurs  coirespondants  de  i\.  Les  équations  (19)  et  (22)  don- 
neront les  suivantes 

f^iiAi  +  ...  +  pAiÂi  — v.jB;—  ...— v„B/'  =  C^^{X^  —  </i)  +  ...    +  C,„(.r„— 7/„)  =  0, 

{Aj,Ai  +  ...  +  (AçAAt  — VpiB;  — ...  —  v,^,B;  =  c,i(a:,  —  j/,)+  ...  +  Cj„(.r„  — ?/„)  =  0. 

Substituant  dans  ces  équations  les  valeurs  de  .rj  —  y^,  .,.,  x,^  —  y^  tirées 
des  équations  (17),  on  aura  ^o  équations  de  condition 

(24)  D,  =  0,  ...,D,=:Û 

entre  les  paramètres  ),i,  ...,lk-  Et  pour  avoir  les  conditions  de  perpendicu- 
larité,  il  faudra,  après  avoir  substitué  les  valeurs  de  .r,  —  î/j,  ...,a;„  —  y^ 
tirées  des  équations  (17)  dans  les  équations  (21),  éliminer  ^o  des  paramètres 
^1,  ...,).^  à  l'aide  des  équations  (24),  et  alors  seulement  égaler  à  zéro  les 
coefficients  des  paramètres  restants  ;  les  équations  (21)  se  décomposeront 
chacune  eak  —  p  équations  distinctes.  Et  ces  /systèmes  de  A:  —  p  équa- 
tions exprimeront  respectivement  que  le  point  .x\,  ...,  .r,j  se  trouve  sur  les 
plans  Bi=:0,  ...,B,=  0. 

Mais  ces  systèmes  de  conditions  ne  sont  pas  distincts.  En  effet,  le  point 
Xi,...,x^  se  trouvant  d'après  les  données  de  la  question  sur  les  plans  Ci=  0, 
...,  Cj=0,  il  suffira  qu'il  se  trouve  en  outre  sur  / — p  plans  convenable- 
ment choisis  dans  la  suite  Bi,  ...,  B;  pour  qu'il  se  trouve  sur  les  autres;  ce 
qui  réduira  à  (/  —  p)  {k  —  a)  le  nombre  des  conditions  distinctes  néces- 
saires à  la  perpendicularité. 

20.  D'ailleurs,  ici  encore,  si  P;  est  perpendiculaire  à  P^,  P^  sera  réci- 
proquement perpendiculaire  à  P;.  Pour  constater  avec  évidence  cette  réci- 
procité, nous  pourrons  admettre  que  les  plans  Cj,  ...,  Cp  aient  été  choisis 
parmi  ceux  qui  servent  à  définir  P).  et  P^, 

Les  autres  plans  qui  définissent  ces  deux  multiplans  pourront,  en  outre, 
être  choisis  de  telle  sorte  qu'ils  soient  perpendiculaires  aux  précédents.  En 
effet,  soit 

7riAi  +  ...  4-7îAAt  =  0 

l'un  des  plans  générateurs  de  P)^.  Il  sera  perpendiculaire  aux  plans  Ci=-0, 
...,  Cf  =  0,  si  l'on  a  les  équations 

(~l«il  +  ••.  -1-  T^haih)Crl  -f  ...  +  (TTjain  4-  ...  -h  '^kakn)Cm  =  ^, 

pour  r=  1,  2,  ...,  p.  Ces  p  équations  détermineront  p  des  constantes  tt,  par 
exemple  7t^_^^,,  ...,  tta,  en  fonction  des  autres. 
Soil,  par  exemple, 

îrt_j,  +  i=mi7r,  +  ...  +  «,iTit_p,  ..., 
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Les  plans  cherchés  seront  donnés  par  la  formulo 

-,(A,  +  m,Ai_j^.i  +  ...  +  m,A„)  -+-  ...  +  ~,(Aj  +  »iAa_,+  i+  ...  +  ?i,A„)  =  0, 

laquelle  représente  un  A:  —  p-plan,  dans  lequel  on  pourra  choisir  à  volonté 
k — p  plans  pour  achever  de  définir  P^ . 
Soient  donc 

A,  =  Cl  =  Cn.r,  +  .. .  +  c^„x„  +  71  =  0, 
(25 


Aç  =  Cj  =  Cji.r,  -4-  . . .  +  c,nXn  +  7y  =  0, 


Ait  =^auXy  -I-  ...  +  (Ikn^n  +  '-i^  '• 

les  plans  qui  définissent  P^,  choisis  comme  nous  l'avons  indiqué;  on  aura 
une  série  d'équations  de  condition  contenues  dans  ce  type  général 

(26)  Cnttsi  +  ...  +  CrnUsn  =  0. 

On  pourra  de  même  définir  V\  à  l'aide  des  plans 

1  Ci  =  0,...,Cj  =  0, 
,27)  B,^  +  i=i),+  i,,.T,  +  ...  4-ft,  +  i,„.r„+  ['^,  +  1  =  0, 

(  ^^  =  hliX^+..■  +  hinx^  +  ■i«  =  <>. 

choisis  de  telle  sorte  que  l'on  ait 

En  comparant  les  équations  (25)  et  (27)  aux  équations  (19)  et  (20),  il 
viendra 

(29)  an  =  h^y—Cii,...,a,n  =  h,n  —  c^n- 

Substituons  maintenant  les  valeurs  (17)   dans  les  équations  (21).  En 
tenant  compte  des  équations  (29),  (26)  et  (28),  et  posant  pour  abréger 

CnCsi  +  ...  +  CrnCin{=  Kri, 


il  viendra 


X,K,,  +  ...  +>.,Ki,  =  0, 

• •       •       •      •, 

).,Kç, +  ...  +  X,Kjj=0, 
x.^iL;,  +  ...-f-XsLa— 0. 
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Les  p  premières  équations  de  ce  sysième  sont  le  résultat  de  la  substitu- 
tion des  valeurs  (17)  dans  les  équations  Ci  =  0,  ...,Cj  =  0;  et  toutes  les 
valeurs  de  >i,  ...,  >a  qui  satisfont  à  ces  p  équations  doivent  satisfan'e  iden- 
tiquement aux  autres  équations  du  système;  ce  qui  donne  les  relations 

L,-;i.,r=0.  ...,Ln=:0, 

lesquelles  sont  évidemment  symétriques  par  rapport  aux  a  et  aux  t,  et 
et  expriment  que  chacun  des  plans  k^  +  i, ...,  Ak  est  perpendiculaire  à  cha- 
cun des  plans  B^  +  i,  . ..,  B;. 

21.  Tout  k-plan  V^peut  être  déterminé  d'une  infinité  de  manières  par  l'in^ 
tersection  de  k-plans  rectangulaires. 

Soit  en  effet  Aj  =  0  un  quelconque  des  plans  générateurs  de  P^.  Nous 
avons  vu  que  P^  contient  un  k —  1-plan  Pn_i  perpendiculaire  à  Pu.  Soit  Aj 
l'un  quelconque  des  plans  générateurs  de  ^n-ù  il  sera  perpendiculaire 
à  Aj.  D'ailleurs  P/,  contiendra  un  A-  — 2-plan  Pt  _2  perpendiculaire  au  biplan 
(Al,  A2).Soit  A3  un  de  ses  plans  générateurs  ;  il  sera  perpendiculaire  à  Aj  et 
à  A,.  On  pourra  de  même  déterminer  dans  P^  un  nouveau  plan  A*  perpen- 
diculaire aux  trois  précédents  ;  etc. 

En  posant  k  =  n  dans  la  proposition  qui  précède,  on  voit  que  par  un 
point  quelconque  de  l'espace  on  peut  faire  passer  une  infinité  de  systèmes  de 
plans  rectangulaires. 

22.  Soient  p  un  point  quelconque;  q  sa  projection  sur  un  niultiplan  P^; 
r  un  point  quelconque  de  Pj;  on  aura  entre  les  distances  des  trois  points  p^q,r 
la  relation 

pr^=pq^  +  qr'. 

En  effet,  soient  î/p  ...,  j/„,  .T^,  ...,.r„,  ?,,  ...,?„  les  coordonnées  des  trois 
points  p,q,r;  et  supposons  P^  défini  par  les  équations  (14);  on  aura 

f'  =  (2/1-^1? -+-•••  +  (?/«- y 

=  ^1  —  ^  +  ■l'i  —  ^1)'  +  •  •  •  +  (!/„  —  ^n  +  ^n  —  Çn)' 

=  pq^  +  qr'  +  2|(?/,  -  x,)(x,  _  ^,)  +  ...  +  (j/„  _  x„){x,  -  Ç„)}. 

Mais,  si  l'on  remplace  i/j — Xi,...,y„  —  .r„  par  leurs  valeurs  tirées  des 
équations  (17),  le  terme  entre  parenthèses  deviendra 

/,ia„(a:,  —  5,)-f-...-|-fl,„(a;„  — y  I  +  ... -j-x^j  au(.r,  —  $,)  +  ...+  aA„(x,— Ç,,)}, 

expression  dans  laquelle  les  multiplicateurs  de  >,i,  ...,>*  s'annulent  évidem- 
ment; Xi, ...,  x„et  ?t,  ...,  Ç„ satisfaisant  aux  équations  (14). 

23.  Soit  P^H  i  un  multiplan  contenu  dana  \\  ;  la  projection  de  p  sur  V^  +  i 
tombera  au  même  point  s  que  la  projection  de  q . 
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En  effet,  r  étant  un  point  quelconque  de  P/,4-i,  on  aura,  d'apivs  ce  qui 
précède, 


pr^=pq'  -hqr* 


En  outre,  s  étant  la  projection  de  q  sur  P^  +  ; ,  on  aura 


On  a  enfin 

On  déduit  de  tout  cela 


2  — S  — i 

qr  =qs  +  rs  . 


ps  =pq   +  qs  ■ 


pr  =  ps   +  sr  1 


équation  qui  montre  que  le  point  s  est  la  projection  de  p  sur  P^. 


m,  CHANGEMENTS  DE  COORDONNEES. 


24.  Des  droites  parallèles  D,D',  limitées  à  des  plans  parallèles  P,P',  ont 
la  même  longueur. 
Soient  en  effet 

I  A,r=ai,.T,  +  ...  + rti,,c,,-f-a,  =  0, 


(50) 


!   A„_i  =  On  -  i.ia'i  -+-...+«»-  l,«<-„  +  a„_  1  =:  0 

.les  équations  de  la  droite  D  ; 

(  31  )  B  =  b^Xi  +  ...  +  b„x„  +  p  =  () 

celle  du  plan  P; 

(32)  A,  =^a',  ...,  An_i  =  a;j_i 

celles  de  D'  ; 

(33)  B  =  fl' 

celle  de  F. 

Les  coordonnées  Çj,  ,..,?„  de  l'intersection  de  D  avec  P  satisferont  aux 
équations  (30)  et  (51);  celles  ni,...,  »)„  du  point  d'intersection  de  D  avec  P' 
satisferont  aux  équations  (30)  et  (52);  on  en  déduira 


(34) 


«ii(-«i  —  E.)  +  ■ ..  +  «.„(•'■'«  —  In)  =  0. 
> 

Un  -  i,i(-/;i  —?,)  +  ...  +  «n-i.n(-''.,i  —  ?«)  =  0. 
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Les  coordonnées  H^, ...,  H^,  y;',,  ...,  ■«'„  des  points  d'intersection  de  D'  avec 
P  et  avec  P'  satisferont  à  ces  mêmes  équations  ;  on  en  déduira 

■»-'[-  ^'t=f'i—^i %  — ?;  =  r.„  — P„, 

d'où 

(^;  -  ?.')-+•■•  +  {<-Q^  ■=  {^,  -  ^i)-  +  ■••  +  K  -  ?«)% 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Remarquons  d'ailleurs  que  les  valeurs  de  vji  —  Hp  ...,ï;„  — 1,^  déduites 
des  équations  (34)  varient  proportionnellement  à  la  constante  p';  d'où  celte 
conclusion  : 

Trois  plans  parallèles  coupent  proportionnellement  deux  droites  quel- 
conques. 

25.  Le  lieu  des  points  dont  la  distance  à  un  plan  fixe  P,  comptée  suivant 
une  direction  donnée,  est  constante  sera  donc  un  plan  parallèle  à  P. 

Un  système  de  n  plans  indépendants  P,  Q,  ...  étant  donné,  la  position 
d'un  point  dans  l'espace  sera  complètement  déterminée  lorsqu'on  connaîtra 
sa  distance  à  chacun  d'eux,  cette  distance  étant  comptée,  par  exemple, 
dans  la  direction  de  l'intersection  des  n  —  1  autres  plans.  En  effet,  ces 
distances  détermineront  n  plans,  respectivement  parallèles  àP,Q,...,  et  dont 
l'intersection  donnera  le  point  cherché. 

Les  distances  ci-dessus  Xj,  ...,  X„  formeront  donc  un  nouveau  système  de 
coordonnées  qui  pourront  servir,  au  lieu  de  Xi,  ...,  x„,  pour  définir  les 
points  de  l'espace. 

26.  Les  nouvelles  coordonnées  sont  liées  aux  anciennes  par  des  équa- 
tions linéaires. 
Soient  en  effet 

1  a^ix^  +  ...+aj„.T„  +  «,  =0, 

(35)  

I  a„iXi  +  . . .  +  «„„-^«  +  ««  =  0 

es  équations  des  plans  P,Q,  ....  Soient  ^^  ...,  H„  les  coordonnées dun  point 
quelconque.  La  parallèle  à  l'intersection  des  plans  Q,  ...,  menée  par  ce 
point,  aura  pour  équations 

(36)  an{x,-^,)  +  ...-\-arn{x„-Q^O     (r=r  2,  ,..,»i), 

et  les  coordonnées  .rj, ...,  .r„  de  son  intersection  avec  P  satisferont  en  outre 
à  l'équation  de  P,  ou  ce  qui  revient  au  mémo  à  celle-ci 

(7>1)      fl,,(.r,  —  ?,)+  ...  +«,„(,r„  — y  =  «,,?,  +  ...-|-«„^— a,. 

Posons,  pour  abréger, 

a,,l,  +  ...  +  rt,„E„  — a,  =  1, 
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«11  •••«!« 
««I  •••««« 
aOrs 


A, 


v/ft^i  +  ...  +  ftf„=M,-; 
on  déduira  des  équations  (36)  et  (57)  les  suivantes 

■^i        ^1 —      .      j  •  •  •  )  ^rt       '^n —      .     > 
Mir_Mi 


On  trouvera  de  même,  pour  toute  valeur  de  r, 


(58) 


M 

Xr  =  Y  (<^rl$i  +  . . .  +  Urnln  —  «r) 


Renversant  ces  égalités,  il  viendra 

(59)  l 


_X,  +  ...  +  -   \„+  ^ 


bnr^H 


27.  11  est  aisé  d'exprimer  la  distance  de  deux  points  en  fonction  des 
nouvelles  coordonnées. 

Soient,  en  effet,  ?i,  ...,?'„  et  X'j,  ...,  X'„  les  coordonnées  d'un  second  point. 
Elles  satisferont  aux  équation  (36)  et  (59);  on  aura,  par  suite, 

=,-?,  =  !;  ,x,_x;):+...  +  ^^(x.-x;). 

La  distance  D  des  deux  points  sera  donnée  par  la  formule 

+  22j„ Mljj;  (X.-X,)(X,-XJ. 

Cette  formule  se  simplifie  lorsque  les  nouveaux  plans  coordonnés  sont 
orthogonaux. 
Ou  a,  en  effet,  par  définition, 

(40)  Orlfli    -I-  ... +arnasn=:0,      SI   r=iS. 

On  peut  d'ailleurs,  sans  rien  changer  au  système  des  nouveaux  plans, 
multiplier  l'équation  de  chacun  d'eux  par  une  constante,  telle  que  l'on  ait 

«f,     4-  ...  +   flr»    =1- 


—  122  — 

.Mais  alors  a^^,  ...„a„„  seront  les  coefficients  d'une  substitution  orthogonale; 
et.  d'après  les  propriétés  connues  de  ces  substitutions,  on  aura 

al-  +  ...  +  ft«r=  1  ,      Oir(hs  -+-...  +  Onrdns  =  0, 

(41)  ^j^j =  \%airau+  ...+a„rfl«s)=0; 

de  sorte  que  D*  se  réduit  à  une  somme  de  carrés. 

Réciproquement,  si  les  équations  (41)  sont  satisfaites,  les  équations  (59) 
représenteront  une  substitution  orthogonale.  La  substitution  réciproque 
définie  par  les  équations  (58)  sera  aussi  orthogonale.  Les  équations  (40) 
seront  donc  satisfaites  ;  les  nouveaux  plans  coordonnés  seront  donc  perpen- 
diculaires entre  eux. 


IV.    INVARIANTS    ANGl'LAIRKS. 

28.  La  transformation  des  coordonnées  dans  l'espace  à  n  dimensions 
présente  les  mêmes  avantages  que  dans  la  géométrie  ordinaire.  Elle  per- 
met de  changer  les  équations  qui  représentent  une  même  figure,  et  de  les 
simplifier  par  un  choix  convenable  des  indéterminées  qui  figurent  dans  les 
transformations. 

Deux  figures  quelconques  tracées  dans  l'espace  sont  considérées  comme 
pareilles,  lorsqu'en  les  rapportant  à  des  systèmes  de  coordonnées  ortho- 
gonales, convenablement  choisis  pour  chacune  d'elles,  on  peut  les  repré- 
senter par  les  mêmes  équations. 

Si  les  systèmes  orthogonaux  auxquels  ces  deux  figures  sont  respective- 
ment rapportées  sont  tels  que  l'on  puisse  passer  de  l'un  à  l'autre  par  une 
substitution  orthogonale  de  coefficient  1,  ces  deux  figures  seront  considé- 
rées comme  éyalen  et  ne  différant  que  par  leur  situation  dans  l'espace  ; 
elles  seront  symétriques,  si  le  déterminant  de  la  substitutiin  est  égal  à —  i. 

29,  Tous  les  k-plans  sont  à  la  fois  e'gnux  et  .^symétriques.  Nous  avons  vu 
en  effet  qu'un  A-plan  quelconque  P*  peut  être  considéré  comme  résultant 
de  l'intersection  de  k  plans  rectangulaires.  En  un  point  quelconque  de 
Pjfc,  élevons  le  P,,-*  plan  qui  lui  est  perpendiculaire.  Il  sera  lui-môme  l'in- 
tersection de  n  —  k  plans  perpendiculaires  entre  eux,  et  perpendiculaires 
aux  précédents.  Prenant  les  n  plans  ainsi  définis  pour  plans  coordonnés, 
les  équations  de  Pj  prendront  la  forme 

Les  équations  d'un  A;-plan  quelconque  étant  réductibles  à  cette  même 
forme,  ce  A-plan  sera  identique  ou  symétrique  à  P*.  Mais  il  sera  à  la  fois 


1 
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identique  et  symétrique;  car  P*  est  symétrique  ;\  lui-même,  ses  équations 
n'étant  pas  altérées  lorsqu'on  y  change  .r  en  — x  (opération  qui  est  une 
substitution  orthogonale  de  détorniinant  —  \), 

50.  Considérons  maintenant  un  système  de  deux  plans  P,Q  qui  se  cou- 
pent. Prenons  pour  origine  l'un  des  points  de  l'intersection,  pour  plan  des  x^ 
le  plan  P,  pour  plan  des  x^_  un  plan  rectangulaire  à  celui-là  passant  par  le 
biplan  (P,Q),  et  pour  les  autres  plans  coordonnés,  n  —  2  plans  rectangu- 
laires, situés  dans  le  n  —  ^-plan  perpendiculaire  à  (P,Q).  Les  équations  des 
deuv  plans  prendront  la  forme 

oîi  =  0, 

ou,  en  divisant  la  seconde  équation  par  \Ja-  H- ^*,  ce  qui  est  permis,  et 

a  h 

posant    ,  =  cosa,  •  =:  sni  a, 

'  I  x^  cos  %  -t-  a-j  sm  a  :^  0 . 

La  forme  canonique  à  laquelle  nous  pouvons  réduire  les  équations  d'un 
système  de  deux  plans  contient  donc  comme  paramètre  un  angle  a.  Ponc 
tous  les  systèmes  de  deux  plans  ne  sont  pas  pareils,  mais  différent  entre 
eux  par  un  élément  caractéristique. 

51.  On  pouvait  voir  a  priori  qu'il  eu  devait  être  ainsi.  Considérons  en 
effet  les  équations  de  deux  plans  sous  leur  forme  générale 

Soient  y^,  ...,  y^  les  coordonnées  de  l'un  quelconque  q  des  points  de  Q. 
Sa  projection  .r^, ...,  .r„  sur  P  sera  donnée  par  les  relations 

Xi  —  yi  =  >ai a;,,— i/„  =  Àa„, 

>  étant  une  constante  à  déterminer  par  la  condition  que  x^, ,..,  a:,,  satisfas- 
sent à  l'équation  P=  0,  ou  ce  qui  revient  au  même,  à  la  suivante 

«il^i  —  y»)  +  ...  -f  a„K  -  tjn)  =L 

en  posant,  pour  abréger,  L  =  a^y^  +  . , .  +  a^y,^  —  a. 
On  déduira  de  là 


On 
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el  la  distance  D  dos  deux  points  iji,  ..■,y„  et  .r^  ...,.r„  sera  donnée  par  la 
formule 


(43)  D*=:/.^(flï-4- ...  +  fl;i) 


•  ■•  +«« 


Cherchons  maintenant  la  distance  A  de  r/  à  l'intersection  des  plans  P,Q. 
La  projection  z^,  ...,  Zp  du  point  p  sur  son  intersection  sera  donnée  par  les 
relations 

-1  —2/1  =>ai  +  y-''i s«— !/«=>•««  +  l^K 

les  paramètres  ),,  u  devant  être  déterminés  par  la  condition  que  z^,  ...,  z„ 
satisfassent  aux  relations  P  =  0,  Q  =  0,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  à 
celles-ci 

«i(-i  — J/i)+-'- +««(=«  — 2/«)  =  L, 
^'.(^<-?/i)  +  •••  +  ^(î«-?/«)  =  o. 
On  en  déduit 

d'où 

2bf.L  _  Ittrbr.  L 

~~-2aflbf  —  (larbr)-'  "'  ~  ~~  laflbr  —  (SOrfc,)*" 
Substituant  ces  valeurs  dans  l'expression 

AS  =  (Xfl,  +  î^t,)'  +  ...  +  (Àfl„  +  i>.b,)\ 

il  vient,  en  supprimant  le  facteur  commun  la^  ib^  —  (2arfcr)^ 

(44)  As  = ^^l^ . 

Cette  équation,  comparée  à  l'équation  (45),  donnera 

D» 
Le  rapport  —  est  donc  indépendant  de  la  situation  du  point  q  dans  le  plan 

Q,  et  égal  à  une  constante  K. 

Remplaçons  maintenant  le  système  actuel  de  coordonnées  par  un  autre 

système  quelconque,  également  rectangulaire.  On  aura  —  =K',K' étant  la 

fonction  analogue  à  K  formée  avec  les  nouveaux  coefficients.  Mais  les 
distances  1)  et  A  ne  sont  pas  altérées  par  les  substitutions  orthogonales  ; 
on  aura  donc  K  =K'.  Donc  la  fonction  K  est  un  invariant  pour  toute  substi- 
tution orlhogonale;  et  deux  systèmes  de  doux  plans  ne  pourront  êti'e  pa- 
reils, s'ils  donnent  dos  valeurs  différentes  de  cet  invariant. 


Il 
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Les  deux  plans  étant  mis  sous  la  forme  canonique  (42),  il  viendra 

K  =  sin*a. 
La  quantité 

1  —  K-  =  '     ,     ,  =  COS*a 
laflbf 

sera  un  autre  invariant,  symétrique  comme  le  premier  par  rapport  aux 
coeflicients  des  deux  plans. 

L'angle  a  peut  être  appelé  l'angle  des  deux  plans. 

32.  11  est  à  remarquer  que  si  sin-a  et  cos^a  sont  des  invariants,  il  n'en 
est  pas  de  même  de  sina  et  cosa,  coefficients  de  l'équation  canonique  du 
plan  Q..En  effet,  en  changeant  le  signe  d'une  des  coordonnées  x^,  x.^,  ou  de 
toutes  deux,  on  pourra  changer  le  signe  de  ces  coefficients. 

53.  Passons  à  la  considération  d'un  système  de  deux  multiplans  P^,  Pj, 
ayant  un  point  commun  tt.  Pour  traiter  la  question  dans  toute  sa  généralité, 
nous  supposerons  : 

1"  Que  Pjt  et  P;  sont  dans  un  même  p-plan  Pc  (sans  être  dans  un  même 
pH-1-plan); 

2"  Que  les  multiplans  P„_t,  ?a-i  élevés  par  le  point  tt  perpendiculaire- 
ment à  P/(  et  à  P;  sont  dans  un  même  «7-plan  P^  (sans  être  dans  un  même 
0-  H- 1  plan)  ; 

3°  Que  ?n-k  etP;  sont  dans  un  même  T-pIan  Px  (sans  être  dans  un  même 
T  +  l-plan); 

4"  Que  P,t_  ;  etPjt  sont  dans  un  même  j-plan  P,  (sans  être  dans  un  même 
•j  +  l-plan). 

Nous  prendrons  pour  plans  coordonnés  ; 

1  "  p  plans  rectangulaires 

pris  parmi  les  plans  générateurs  de  Pp  ; 
2°  0-  plans  rectangulaires 

!/i=0,  ...,î/j  =  0 

pris  pai'mi  les  plans  générateurs  de  P,; 
3"  T  plans  rectangulaires 

pris  parmi  les  plans  générateurs  de  Px  ; 
¥  y  plans  rectangulaires 

M,  =  0, .  .,«,=  0 

pris  parmi  les  plans  générateurs  de  Pu  ; 
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0°  ^  —  p  —  u  =:  a  plans  rectangulaires 

l',  =  0,  .  .  '.  ,  Va  =  0 

choisis  abilrairement  parmi  les  plans  générateurs  du  multiplan  !'<,  mené  par 
Pa  perpendiculairement  à  Pj  et  à  P^  ; 

G"  71  —  k  —  a  —  T  =  3  plans  rectangulaires 

choisis  abitrairement  parmi  les  plans  générateurs  du  multiplan  P^  mené 
par  P„_jk  perpendiculairement  à  P(r  et  à  P-. 

Il  est  clair  que  les  plans  coordonnés  ainsi  choisis  seront  tous  rectangu  ■ 
laires  entre  eux,  et  que  les  équations  de  P/t  prendront  la  forme 

.T,  =  0,  .....r,  =  0, 

îfj  =:  0,  ...,«.j  =  0, 

ri  =  0,  ...,iv=0. 
Quant  à  Pj,  il  résultera  de  l'intersection  des  plans 

.T,  =0,  ...,x^  =  0, 

avec  un  /  —  p  —  x  =  7-plan  P.,  perpendiculaire  à  ceux-ci.  P^  étant  d'ailleurs 
perpendiculaire  à  P„_i,  le  sera  aux  plans 

t/i  =  0, ...,  y,  =  0,  î/i  =  0,...,Mu  =  O 

contenus  dans  P».-;.  Donc  les  équations  de  ses  plans  générateurs  se  rédui- 
ront à  la  forme 

I  k^  =  a^^Vl+  ...  +  u^,,v^-{'b^^w^  -t-  ...  +  fcj^  w- =  0, 

m > 

(  A.^  =:  a.,iVi  +  ...  +  a..^Vy-\-b.,iiVi  +   ..  4-  b..^Wi;  ==  U. 

La  comparaison  des  deux  imdtii>lans  Pa  et  P/  se  trouve  ainsi  ramenée  à 
celle  du  y-plan  P.,  avec  le  a-plan  P»  intersection  des  plans 

«,  =  0,  ...,D„=0. 

Cherchons  à  effectuer  cette  dernière  comparaison. 

34.  H  est  aisé  de  voir  en  premier  lieu  que  les  trois  entiers  a,  (3,  y  sont 
égaux. 

En  effet,  si  •/  était  >>  a,  on  pourrait  en  combinant  les  y  équations  (46) 
éliminer  Vj, ...,  iv  et  obtenir  l'équation  d'un  plan  générateur  de  P^  et  dont 
l'équation  se  réduirait  à  la  forme 

(47)  f,u', -f- .,.-hCsUJ5  =0. 
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Ce  plan  serait  perpendiculaire  à  W  et  par  suite  à  P^  ;  et  en  joignant  son 
équation  à  celles  qui  déterminent  1\,  ou  aurait  un  r-h  1  plan  contenant  ù 
la  fois  P„_  t  et  Pj,  contrairement  à  ce  qui  a  été  supposé. 

Si  7  était  <«,  on  pourrait  déterminer  dans  P,  un  a  —  y-plan  perpendi- 
culaire à  Pv.  Car  l'équation  générale  des  plans  générateurs  de  Pc. 

Xii'i  +  ...  +  uvy=  0 

confient  a  paramètres  )>i,  ...,  ),,.  et  les  conditions  de  perpendicularité  sont 
au  nombre  dey  seulement;  donc  a — y  paramètres  resteraient  indéterminés. 
Enjoignant  les  équations  de  ce  a  —y-plan  à  celles  de  P,,  on  obtiendrait, 
contre  l'bypotbèse,  un  u  -h  «  —  y-plan  contenant  à  la  fois  1\  et  P„  _  i. 

Donc  y  =  a. 

Si  y  était  >(3,  on  pourrait  éliminer  lu^,  ...,  w^,  entre  les  équations  (46) 
de  manière  à  obtenir  un  plan  générateur  de  P,.,  dont  l'équation  serait  de  la 
forme 

c^v^  +  ...  +  C^V,==0. 

Ce  plan  serait  donc  l'un  des  plans  générateurs  de  P^,  et  en  joignant  son 
équation  à  celle  de  Pj  on  obtiendrait,  contre  l'hypotbése,  un  p  +  1-plan 
contenant  à  la  fois  V^  et  P;. 

Si  y  était  <p,  on  pourrait  déterminer  dans  P^  un  (3  —  y-plan  perpendi- 
culaire à  P.,.  En  joignant  les  équations  de  ce  p  — y-plan  à  celles  de  P<r,  on 
aurait,  contre  l'hypothèse,  un  (7-i-(3 — y-plan  contenant  à  la  fois  P„  _  jt  et 

Donc7  =  |3  =  «. 

Les  équations  (46)  pourront  donc  s'écrire  sous  la  forme 

(48)  A,.  =  anVi  4-  ...  +  «;•«««+ ^ritt^i  +  •.■  +  ^,w,=0    (r  =l,ii,  ...,a). 
35.  En  second  lieu,  les  a  fonctions  de  la  forme 

(49)  B,.  =  anî^i  +  ...  +  rtr«fa 

sont  toutes  distinctes;  car,  si  elles  étaient  liées  par  une  équation  linéaire 

/ciB,  +  ... +A,13^  =  0, 
p..  aurait  un  plan  générateur 

dont  l'équation  se  réduirait  à  la  forme  (47),  résultat  dont  nous  avons  dé- 
montré l'impossibilité  (n"  54). 

Les  fonctions  B,  étant  distinctes,  on  pourra  résoudre  les  équations  (40) 
par  rapport  à  l'i,  ...,  «^a  et  en  tirer  des  relations  inverses,  de  la  forme 

tv  =  enBi  +  ...-+- e,„B^    {r=\,^,  ...,*)• 


Cela  posé,  il  est  clair  que  les  équations  des  plans 

(50)  C,  =  PriAi+...-f-o,,A,  =  0 

se  réduiront  à  la  forme 

(51)  Cr  =  Vr  +  briU'i-}-  ...  +  b'r^iV^=:0      (r  =  1 ,2,  ...,  a), 

et  Ton  pourra  considérer  P,  comme  déterminé,  non  plus  par  l'intersection 
des  plans 

A,  =  0,  ...,A,  =  0, 
mais  par  l'intersection  des  plans 

c,  =  o,  ...,c,  =  u 

dont  les  équations  ont  déjà  une  forme  plus  simple. 

56.  Pour  obtenir  une  simplification  ultérieure,  considérons  la  fonction 

2f  (^'loW-'i  H-  •••  +  ^âfît'„.)-=  ^(wi,  ...,  tuv.)- 
Ou  peut  déterminer  une  substitution  orthogonale,  à  coefticients  réels, 


(52) 


qui,  étant  opérée  sur  cette  fonction,  en  fasse  disparaître  les  rectangles 
(Gauciu,  Sur  l'équation  à  l'aide  de  laquelle  on  détermine  les  inégalités  sécu- 
laires, etc.;  Exercices  de  mathématiques,  t.  IV).  Ces  coefficients  étant  ainsi 
déterminés,  remplaçons  les  plans  coordonnés 

t),  n:  0,  t..,  V,j=0, 

dont  l'intersection  détermine  Pa,  par  de  nouveaux  plans  rectangulaires 

(53)  v,  =  0,...,v^  =  (i 
déterminés  par  les  relations 

(54)  t,;  =  /^,t,j4-...+/;.^t,^=-.0  (;-=l,2,  ...,a). 
D'autre  part,  employons  pour  définir  P  ,  au  lieu  des  équations 

Cr=0  (r=  1,2, ...,«), 
le  système  équivalent  formé  des  équations  suivantes 

(55)  a;  =  /;,C,  4-  . . .  +  /•, ,Cra  =  v\  +  i.iir,  +  . . .  -f-  b",w^  =  0, 
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où  nous  posons,  pour  abréger, 

On  aura 

---  *  (A lît'i  +  . . .  +  faiit^,.,  ■  • . ,  A .ît'i  4- . . .  +  /;,«;,.) . 

Donc  celte  expression  ne  contiendra  pas  les  rectangles  des  variables,  ce 
qui  donnera  les  équations  de  condition 

(36)  ^./^X=^  i'-^')^ 

lesquelles  expriment  que  les  plans  A'^,  ...,  Al.,  sont  rectangulaires  entre  eux. 
37.  Soit  d'ailleurs 

(57)  ^br;  =  g?     (r  =  l,2,,..,a). 

Les  relations  (56)  et  (57),  étant  respectivement  divisées  par  grcjs  et  par 
g^r ,  montrent  que  les  quantités 

hi       K,      K. 
(ji  '"■'  (jr  '■■■'  g. 

sont  les  coefficients  d'une  substitution  orthogonale.  Prenant  pour  coordon- 
nées, au  lieu  de  Wi,  ...,  iVr,,  les  suivantes 

^"i  K 

(58)  i(v=z=— î(;i+ ...H ^»^.     (x  =  l,2,  ...,r), 

Pa  sera  toujours  déterminé  par  les  équations   (53);  mais  les  équations  de 
p..  se  réduiront  à  la  forme  simple 

(59)  k'^  =  v',+  (irw,.  =  0     (j'=l,2,  ...,a) 

où  ne  figurent  plus  que  a  paramètres  f/i,  ...,  gr- 
Posons 

gr  =  tang  6^, 

et  multiplions  les  équations  (50)  par  cos  6/,  elles  prendront  la  forme 

(60)  A'r=tvcos6r  +  !t)'rSin9r  =  0. 

Nous  dirons  que  B^,  ...,  9,,  sont  les  angles  des  deux  a-plans  P».  et  P.,. 

38.  Les  quantités  cos-5,,  sin-ô^  sont  des  invariants  orthogonaux.  On  peut 
le  démontrer  de  deux  manières. 

En  premier  lieu,  soient 

X,i.'i  +  ...  +  X,.t)^ 

m.     *  9 
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l'un  quelconque  des  plans  yônérateurs  de  Pa, 

u.i{v\  cos  Gi  4-  iv\  sin  ûj)  4-  ...  +  i^-^K.  t^os  e„  +  iv^  sin  O»,) 

•'un  quelconque  des  plans  générateurs  de  P.^  L'angle  f  de  ces  deux  plans 
sera  donné  par  la  formule 

(X1L/.1  cos  6j  +  .. .  +  x„  [j.,^  cos  6„)-       >;i 

^       '  (,af  +  . . .  -f  I^-;,) (>-I  +  • . .  +  '•;)  ML 

Si  l'on  fait  varier  les  indéterminées  l  et  a,  les  maxima  et  minima  de  cette 
expression  seront  évidemment  des  invariants. 
Supposons  d'aburd  que  les  ).  soient  seuls  variables.  Si  les  À  sont  dé- 

terminés  de  manière  a  donner  a  |^  sa  valeur  maxmunri  ou  minimum  ^,  on 

aura 

N^  _  IS'-^  +  d3^ 
JlL~ML  +  MdL' 

quelles  que  soient  les  variations  ch^,  ...,  (/>„.  On  en  déduit 

rf.N2  =  i^MdL, 


et,  par  suite, 

dN2         ..  dl 

f/A„                     dA„ 

ou 

(62) 

N.J.,  cosO,  =i-MAi,. 

..,Na„cos6„=f^M 

Tirant  de  là  les  valeurs  de  ly,  ...,  >„,  substituant  dans  (Gl)  et  réduisant, 
il  vient 

[A j  cos-9i  -\-  ...  4-  v,; cos'^9,       R 


(G5)  f^  =  cos-cû  = 


y-l-h---  +1^1 


59.  Faisons  maintenant  varier  les  quantités  p.,,  ...,  p».  La  loi  de  variation 
de  f%  qui  résulte  de  la  formule  (G5)  peut  être  représentée  géométrique- 
ment. En  effet,  i^  ne  dépendant  que  des  rapports  des  quantités  |7.j,  ...,  p.»,  on 
peut  supposer  qu'on  les  fait  varier  de  telle  sorte  qu'on  ait  toujours  S=i. 
Cela  posé,  prenons  dans  un  espace  à  a  dimensions  une  droite  de  longueur 

1 

r  :=  -,  et  faisant  avec  les  axes  coordonnés  les  angles  pi,  ...,  pa.  Le  lieu  des 

extrémités  de  ces  droites  sera  l'ellipsoïde  à  a  dimensions 

1  =  X  jî  cos'^ô,  +  . . .  +  X;  cos^ô,. 
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40.  Il  rosle  à  obtenir  les  maxima  et  miuima  de  (^.  Soit  s^  l'iiii  d'eux  :  on 


aura 


d'où 


*  ""  S  ~  S  +  rfS  ~  rfS' 


ou 

(04)  p.iC0S2Si—;/.^sS  ...,(/.„ C0S2a„  =  (7.„S-. 

On  satisfera  à  ces  équations  en  posant 

s*  =î  COS-Ô, .,    u,,  =  . . .  :=  a,^_  1  =:  a,  .,.  i  =  . . .  =  u.^  :=  U, 

et  les  équations  (62)  donneront  ensuite  les  valeurs  correspondantes  des 
indéterminées  >  : 

(65)  >.j  =  ...=Xp_i  =  >.j  +  i  =  ...==;>.„  =  0., 

11  existe  donc  a  maxima  et  minima  distincts  qui  correspondront  aux 
"angles  respectivement  formés  par  les  plans  A^,  ...,  A«  avec  les  plans  cor- 
respondants A'j,  ...,  A'^. 

Nous  obtenons  ainsi  le  théorème  suivant  : 

Étant  donnés  deux  a-plans  Pa  et  P.. ,  n'ayant  cprun  seul  point  commun,  si 
Von  cherche  ceux  de  leurs  plans  générateurs  dont  Vangle  est  maximum  ou 
minimum,  on  obtiendra  deux,  systèmes  associés  de  plans  rectangulaires  réels 
Ai  ,...,  AaCi  A',,  ..-lA'^  :  les  maxima  et  minima  cherchés  ne  sont  autres  que 
les  angles  des  muUiplans  V,j.  et  P.^ 

41.  Soient,  en  second  lieu,  v\,  •■•,v'^,  w\, ...,  w'^  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  de  P...  Sa  distance  h  au  multiplan  Pc  défini  par  les  équa- 
tions 

sera  évidemment  donnée  par  la  formule 

h^~v{^  +  ...+v^-. 

D'autre  part,  sa  distance  k  à  l'origine  des  coordonnées  sera  donnée  par 
la  fornmle 

k^  =  v^-  +  ...  4  ?-';-  +  "''i^  +■...+  V, 

ou,  en  tenant  compte  des  équations  (60), 
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Cela  posé,  les  niaxima  et  minima  de  -  sont  évidemment  des  invarianis. 


Soit  M*  l'un  d'entre  eux.  On  aura,  comme  tout  à  l'heure, 

2 h- h-  -\-d.h'^ 


d'où 

dv,  dv,  dv  dv 


d.h^  d.k^         d.h^  d.k- 

u-  -— r  ,  ...,  — r-  =u- 


ou 


On  satisfera  à  ces  équations  en  posant 

On  aura  donc  a  invariants  distincts,  qui  seront  les  carrés  des  sinus  des 
angles  ôj,  ...,  e„. 

42.  On  remarquera  ici  encore  que  les  quantités  cosô^,  sinôr,  langer  =  S'r. 
ne  sont  pas  des  invariants,  car  ou  peut  changer  à  volonté  leur  signe  en 
changeant  le  signe  d'une  des  coordonnées.  Leurs  carrés  seulement  sont  des 
invariants. 

4?).  Considérons  deux  systèmes  quelconques  de  deux  a-plans  P«  et  P.p 
P'_^  et  F .  S'ils  ont  les  mêmes  invarianis,  ils  seront  pareils,  car  nous  venons 
de  voir  qu'on  peut  les  ramener  par  une  substitution  orthogonale  à  une 
même  forme  canonique.  Mais  il  est  utile  de  distinguer  le  cas  où  ces  deux 
systèmes  sont  égaux  de  celui  où  ils  sont  symétriques. 

Si  w>>  2a,  les  deux  systèmes  seront  à  la  fois  égaux  et  symétriques  ;  car 
chacun  d'eux  est  symètiique  à  lui-même,  son  équation  ne  changeant  pas 
par  la  substitution  orthogonale  de  déterminant — 1  qu'on  obtient  en  clian- 
gcant  le  signe  d'une  des  coordonnées  qui  ne  figurent  pas  dans  ses  équations 
canoniques. 

Il  n'en  est  plus  de  même  si  n=  2a.  On  aura  égalité  ou  symétrie.  Voyons 
comment  ces  deux  cas  pourront  être  distingués  l'un  de  l'autre. 

■44.  Soient,  comme  précédemment, 

Vr  =  0     (r  =  1,'2,  ...a), 
et 

Ar=«rlî^l-t-  ...  +  ar^V„-i-b,iWi  +  ...-i-braW^=0      (r  =:^1 ,2,  ...,  a) 

les  équations  initiales  qui  définissent  respectivement  r„etl\.  On  pourra  de 
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même  met  re  les  équations  qui  définissent  respectivement  I*'^  et  P',  sous  la 
forme 

V,  =  0     (r=i,2,...,a), 
et 

A,-iV,  +  ...  +ArJ,  +  B,iWi+  ...  +B,,\V,  =  0    {r—l,^,...,  a), 

\ji=0, ...,  \V^  1=  0  désignant  des  plans  rectangulaires. 
La  substitution 

\v„...,xv^  V„...,W,  I 

est  orthogonale,  et  suivant  que  son  déterminant  sera  égal  à  dr  1,  il  est  clair 
que  le  sysléme  P'^,P'  sera  égal  ou  symétrique  au  système  des  deux  multi- 
plans  Pa,  Pv  respectivement  définis  par  les  équations 


et 


Vr  =  0     (r  =  l,2,...,a), 


jt,.  =  AriDi  +  ...  +  A,-^.y,,.H-Bnîfi+  ...  +  B,.„t/;a     (r:=l,2,  ...,a) 


La  question  se  trouve  ainsi  ramenée  à  déterminer  dans  quel  cas  ce  nou- 
veau système  est  égal  au  système  Pc,  P-,  et  dans  quel  cas,  au  contraire,  il  lui 
est  symétrique, 

45.  Nous  allons  prouver  que  l  égalité  a  lien  si  le  produit  des  deux  déter- 
minants 

Ail  •••Au 


A„i...A„ 


5h-Bu 
U-B.. 


est  de  même  signe  que  le  produit  des  deux  déterminants 


è,= 


C'A  ■••  «Iv. 


«..1  •••  ûao. 


,  s.,= 


^11    •••^ic 


Dans  le  cas  contraire,  on  aura  la  symétrie. 

46.  Prenons  pour  définir  P..,  au  lieu  des  plans 


A;.=  0, 


les  plans 


définis  par  les  relations  (50)  ou  (51). 

Les  déterminants  analogues  à  o^  et  o^  par  rapport  à  ce  nouveau  système 
de  plans  seront  évidemment  égaux  à 

j    l^u•■•^. 


^1 


..b 
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ejclésignant  le  déterminant 


Col 


réciproque  de  b\ 

On  voit  par  là  que  rj'^  aura  le  même  signe  que  S^S^. 

Prenons  maintenant  pour  coordonnées,  au  lieu  de  Vi,...,Va,  les  quan- 
tités v\,  ...,v'^  déterminées  par  les  relations  (54),  et  définissons  P..  par 
l'intersection  des  plans  AJ.=:0  donnés  par  la  formule  (55).  Le  déterminant 


K  = 


sera  évidemment  égal  à  §'./l),  •}  étant  le  déterminant  des  coefficients  fn,  ..., 
/■„„.  Ce  déterminant  est  égal  à  =h  1,  la  substitution  (52)  étant  orthogonale. 
On  peut  le  supposer  égal  à  1  ;  car,  pour  changer  son  signe,  il  suffirait  de 
changer  simultanément  le  signe  de  fn,  ■■■■,  fi^,  ce  qui  peut  se  faire  sans 
altérer  la  propriété  qu'a  la  substitution  (52)  de  faire  disparaître  les  rectangles 
dans  la  fonction  *.  On  aura,  dans  cette  hypothèse, 


^:;=<i\. 


Cela  posé,  on  a  évidemment 
(66)  S:=g, 


f/a^'. 


y  étant  le  déterminant  des  équations  (38).  Ces  relations  étant  orthogonales, 
on  aura 

D'ailleurs,  le  signe  des  quantités  </i,  ...,  9,.  est  arbitraire;  on  pourra  donc 
supposer  ^2,  ...,ga  positifs,  et  déterminer  le  signe  de  g^  de  telle  sorte  que 
■il'  soit  égal  à  1.  On  voit  alors  par  l'équation  (66)  (|ue  gi  aura  le  même  signe 
que  fîj,  ou  que  le  produit  o^^.,. 

On  pourra  donc,  par  des  transformations  orthogonales  de  déterminant  J , 
donner  aux  équations  de  P„  et  P.^  les  formes  suivantes 


(67) 
(68) 


47.  Opérant  de  la  même  manière  sur  le  système  P»,  Pp  qui  a  par 
hypothèse  les  mômes  invariants  gf,  ...,  gl,  on  pourra,  par  des  transforma- 
tions orthogonales  de  déterminant  1,  mettre  ses  é(iuations  sous  une  formn 
canonique  identique  à  la  précédente,  si  A,A,  a  le  même  signe  que  5,5,;  sous 
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une  forme  qui  diffère  de  la  précédente  par  le  signe  de  g^,  si  A^A.^  est  de 
signe  contraire  à  Oi'l^.  Il  est  clair  que,  dans  le  premier  cas,  les  deux  sys- 
tèmes Pa,  p.,  et  Prl,  Pv  seront  égaux;  dans  le  second  cas,  ils  seront  symé- 
triques, puisque  pour  ramener  leurs  formes  canoniques  à  l'identité,  il 
faudra  changer  le  signe  d'une  coordonnée. 

Notre  proposition  est  donc  établie. 

48.  Nous  avons  vu,  dans  ce  qui  précède,  qu'on  peut  déterminer  un  système 
de  coordonnées  .r^,  ...,.rç,  y^,  ...,y^,  z-i,  ...,z-,Ui,...,ii.^,  v[, ...,  v'„,,iu[,  ..., 
lu'a,  tel  que  P^  et  P;  soient  respectivement  déterminés  par  les  équations 

(69)  j  M,  =  0,  ...,M,"  =  0, 

et  par  les  équations 

IXi  =  (),...,x^=0, 
v\  ces  6j  -}-  tu\  sin  9j  =  0,  . . . ,  v'^  cos  O».  +  tv'^  sin  K=  0. 

Les  multiplans  P„_iet  P„_/  menés  par  l'origine  perpendiculairement 
aux  précédents  auront  évidemment  pour  équations 


(2/1  =  0,  ...,2/,  =  0, 

(71)  J  2,  =0,  ...,  z,  =  0, 

w\=  0,  ...,îo'^=r  0, 


et 


2/1  =  0,. ...j/,  =  0, 

(72)  ^   M,  =  0,  ...,M,z=0, 

'  —  v\  sin  6,  +  iv[  cos  6,  =:  0, , . . ,  —  d'^ sin  Oa  +  w[  cos  K  =^  0. 

La  comparaison  de  ces  équations  montre  : 

1"  Que  P,j_;  forme  avec  P^  des  angles  en  nombre  a,  respectivement  égaux  à 

2"  Que  P,(_ft  et  P„_j  forment  entre  eux  des  angles  en  nombre  a,  respective- 
ment égaux  à  tt  4-  9i ,  •  •  • ,  7f  H-  9,. . 

Il  résulte  de  là  que  P„_t  et  V^-i  auront  les  mêmes  invariants  que  ?k 
etVi. 

49.  Un  système  formé  d'un  h-plan  P^  et  d'un  l-plan  P;  aura  en  général 
a  invariants  angulaires,  «  étant  le  plus  petit  des  quatre  nombres  le,  l,  n  —  k, 
n  —  /. 

Admettons  en  effet  que  les  coefficients  de  1\  et  de  P,  ne  soient  liés  par 
aucune  relation  particulière,  et  supposons  d'abord  que  k  soit  le  plus  petit 
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des  quatre  nombres  ci-dessus.  On  aura  k-+-l<^n,  A+n — /<^n.  Donc 
V)i  n'aura  en  général  aucun  plan  générateur  commun  avec  Pj  ou  P«_j.  On 
aura  par  suite  (55) 

,  On  voit  aisément  que  les  cas  particuliers  où  P^  aurait  p  plans  générateurs 
communs  avec  P;  et  u  plans  générateurs  communs  avec  P„_j  se  déduisent 
du  cas  général  en  exprimant  que,  parmi  les/i  angles  do  Pj  et  deP;,  il  y  en  a  p 

égaux  à  zéro  et  v  égaux  à  ^• 

Soit  au  contraire  n  —  k<^k,7i,7i  —  /.  Les  multiplans  P„_i,  ^n—i  au- 
ront en  général  n  —  k  invariants  angulaires,  d'après  ce  qui  précède,  et 
Pj,  Pj  qui  leur  sont  respectivement  perpendiculaires,  auront  les  mêmes 
invariants  (48). 

50.  Nous  avons  vu  (55)  que  la  recherche  des  angles  de  deux  multiplans 

quelcomiues  se  ramène  immédiatement  à  celle  des  angles  de  deux  a-plans, 

ïi  .  • 

a  étant  au  plus  égal  à  t).  Celte  dernière  question  peut  se  résoudre,  ainsi 

que  nous  l'avons  fait  (54  et  suivants),  par  la  réduction  des  deux  a-plans 
à  leur  forme  canonique.  Mais  on  peut  aussi  la  traiter  directement. 
Soient  en  effet 

aiia;i  +  ...  +  ai„a:„=:0, 


a„iXi  +  ...  4-  a„«j;„  =  0 

et 

fciiXi  +  ...  +  fci„a;„  =  0, 

les  équations  des  deux  a-plans  considérés  P  et  Q. 
Les  plans  générateurs  de  P  auront  pour  équation  générale 

Ai^i  +  ...-|-A„a;„  =  0, 

en  posant  pour  abréger 

(73)  Ai  =  auXi-|-  ...  +  a^iX^, ...,  A„  =  fl,„X,  +  ...  +  a^nK- 
Ceux  de  Q  auront  de  même  pour  équation 

(74)  B.x.-h.  .-hBA  =  0, 
en  jjosant 

^i  =^iK-i+  •••  +  ^7iK-a.  •••.1^k  =  ^h!^i  +  •••  +  ^««l^«- 
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L'angle  <f  des  deux  plans  sera  donné  par  l'expression 

(  75)  cos2<p  =  -^ ^   =  ^ ... 

dont  il  reste  à  déterminer  le  minimum. 

Soit  s*  un  des  minima  cherchés.  Les  valeurs  correspondantes  des  indéter- 
minées >i, ...,  Xj.  d'une  part,  et  p-i,  ...,  ,7.»  d'autre  part,  ne  sont  déterminées 

que  par  leur  rapport,  ^  étant  homogène  et  du  degré  zéro  par  rapport  à 

chacun  de  ces  systèmes  de  variables.  On  pourra  donc  déterminer  les  À  et 
les  /x  de  telle  sorte  qu'on  ait,  outre  la  condition 

M 

les  deux  conditions  auxiliaires  suivantes 

et  par  suite 

Cela  posé,  donnons  aux  variables  /,^t;.  des  accroissements  infiniment  petits 
quelconques.  On  aura,  d'après  la  condition  du  minimum, 


M  _  M  +  cm 

N  — N4-rfN' 


Chassant  les  dénominateurs  et  égalant  séparément  à  zéro  les  coefficients 
de  (i>i, ...,  d\„,  d^y,  ...,  dpt,.,  il  viendra 

(76) 


(77) 

Mais  on  a 

dU 


dM  _  ^dN 

dXa              d'ka' 

f(T=l,2,   .. 

..,*) 
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Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (76),  et  supprimant  le  facteur 
commun  s,  il  viendra 

(78)  ^a,3.  =  s^a,.^k^     (<T  =  t,2, ...,  a). 
L'équation  (77)  donnera  de  même 

(79)  2Mf  =  s2M?     («  =  1,2,..., a). 

Les  équations  (7ô),  (74),  (78)  et  (79)  forment  un  système  de  2H-i-2« 
équations  linéaires  entre  les  2/i  H-  2«  quantités  l,  ii,  A,  B.  En  égalant  à  zéro 
le  déterminant  de  ce  système,  on  aura  l'équation  caractéristique  qui  déter- 
mine s.  Cette  équation  est  du  degré  2a.  Mais  il  est  aisé  de  voir  qu'elle  ne 
contiendra  que  des  puissances  paires  de  -s. 


V,    PLUS  COURTE    DISTANCE    DE   DEUX    MULTIPLANS. 

51.  Passons  maintenant  à  la  considération  de  deux  multiplans  P^,  P)  qui 
n'aient  aucun  point  commun.  Par  un  point  quelconque  de  P^  menons  un 
Z-plan  Pj  parallèle  à  P'; .  On  pourra  choisir  les  coordonnées  de  manière  à 
ramener  P^et  P/  aux  formes  canoniques  (69)  et  (70).  P;,  rapporté  aux  mêmes 
axes,  aura  pour  équations 

(80)  rci  =  Oi,  ...,  x^=za^, 

(81)  z,  =  h,,  ...,  z.  =  b.., 

(82)  V',  COS&, +  iu'i  sinôj  =c,,  ...,  t)'„cos6«-|-M;'„sin  6a  =  c«. 

Mais,  si  l'on  prend  pour  coordonnées,  au  lieu  de 
les  quantités 

C  Ca 


sin  0,  "      sin  Oa 

on  fera  disparaître  les  constantes  b  et  c.  D'autre  part,  soient  a^,  ...,  ).f  des 
paramètres  quelconques  assujettis  à  la  relation 

À, a,  4-  •■.  -t-  ).fap^=0  ; 
l'équation  générale 

/.jXi  +  ...  +  \x^  =  0 

leprésentc  un  p — 1-pian,  résultant  de  la  combniaison  de  p  ^  1  plans  gé- 
nérateurs rectangulaires 

r'  —  0         x'  =:0 
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D'ailleurs  Pp  résulte  de  l'intersecliou  de  P^—i  et  d'un  plan  .r',  perpendi- 
culaire à  Pp  — 1.  Prenons  pour  plans  coordonnés 

au  lieu  de 

Xi  =  0,  ...,  x^  =  0. 

La  forme  des  équations  de  P;;  ne  sera  pas  changée;  mais  les  équations  (80) 
deviendront 

x\  =  a', ,  x[,:=0,  ...,  x'ç  =  0. 

Les  équations  de  P',  ne  contiendront  donc  plus  qu'un  seul  terme  con- 
stant aj.  11  est  aisé  de  voir  que  cette  dernière  constante  représente  la /;/?<§  courte 
distance  de  P/jCt  de  P^;  c'est  donc  un  invariant  nouveau  à  ajouter  aux  inva- 
riants angulaires  précédemment  étudiés. 

52.  Cherchons  maintenant  comment  on  pourra  calculer  a  priori  cette 
plus  courte  distance. 

Soient  Ai  =  0,  ...,  Aft  =  0  les  équations  de  Pi  ;  Bi  =  0,  ...,  B/  =  0  celles 
de  P;.  On  pourra  exprimer  les  coordoiniées  x^,  ...,  ^,(  d'un  point  quelconque 
de  Pa  en  fonction  linéaire  de  n  —  k  variables  indépendantes  l^,  ...,>,i_t. 

En  effet,  soient  A^  +  i,  ..,,  A,j  des  fonctions  linéaires  quelconques  de  x^, 
...,x„,  choisies  de  manière  à  former  avec  A^,  ...,  A/(  un  système  de  n  fonc- 
tions distinctes,  et  posons 

Aa;  + 1  =  ^1 ,  . . . ,  A„  =  >./i  _  A . 

Ces  équations,  jointes  aux  suivantes 

Ai  =  0,  ...,Afc  =  0, 

fourniront  un  système  de  n  équations  linéaires.  En  les  résolvant  par  rapport 
à  x^,  .••fX^,  on  obtiendra  pour  ces  variables  des  expressions  de  la  forme 

On  pourra,  de  la  même  manière,  exprimer  les  coordonnées  Xj,  ...,  X„ 
d'un  point  quelconque  de  P'i  en  fonction  linéaire  de  n  —  /  variables  indé- 
pendantes, \-k+i.i  ■••■,  hn-h~h  par  des  expressions  de  la  forme  suivante 

—  X{,  =  Cp,„_)t  +  i>.rt_t  +  i  +  ...  -+-  Co^^n-h-i^in-h-l  +  Dj  • 

Cela  posé,  le  carré  de  la  plus  courte  distance  cherchée  A  s'obtiendra  en 
cherchant  le  minimum  de  l'expression 

(,i-i— Xi)-+ ...H-(;c„  — X,)-, 
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ou,  en  substituant  pour  les  .r  et  les  X  leurs  valeurs  et  posant  pour  abré- 
ger In  —  k — /  =-  m,  </j  H-  Df  =  rî,,  le  minimum  de  Texpression 


(83) 


où  toutes  les  variables  \,  ...,  >,„  sont  indépendantes. 
Ce  minimum  sera  évidemment  nul,  si  m^n. 
55.  Soit  au  contraire  m<^n.  Posons,  pour  abréger, 


(84) 


CjiXj  +  ...  -t-  Co„jX„  -f-  Jj  =  —  -j-j. 


On  obtiendra  le  minimum  cherché  en  égalant  à  zéro  les  dérivées  de 
l'expression  (85)  par  rapport  aux  variables  \^  •■•i\ni  ce  qui  donnera  une 
série  d'équations  de  la  forme 


(85) 


Ci^y-l  +  C.wj-a  +  •••  +  Cn,u„  =  0. 


Les  équations  (84)  et  (85)  sont  au  nombre  ^em-\-n,  et  linéaires  par 
rapport  aux  m-{-n  variables  \  et  y..  On  pourra  donc  calculer  ces  variables 
sans  difficulté  ;  on  obtiendra  des  expressions  de  la  forme 


P, 

P«              0. 

Q« 

H'  • 

••'  "-~ir'"^-~"R'  • 

•'•----R 

en  posant  pour  abréger 


R  = 


Pi  = 


0     0 


1     0 

0     1 


•>    t-, ,,,(■..„ 


Cm 

C„a    . 

•  C^fn, 

0 

0    . 

..    1 

0 

0   . 

..    0 

Cn 

c,,    . 

..  c„, 

0 

0   . 

..    0 

c„ 

Cjj    . 

••    Cn-i 

0 

0   . 

..    0 

C\m 

^2  m    • 

•  •  Cnm 

K 

c„  . 

•  ^im 

1 

0      . 

..     0 

K 

c,,  . 

•  C%m 

0 

I       . 

..     0 

K 

c«t  • 

•  ^nm 

0 

0    . 

..   1 

0 

u  . 

.    0 

c., 

c„    . 

•   c„l 

0 

0  . 

.    0 

6„ 

(•fl  ■ 

•     <'H4 

etc. 


lil   — 


Qi  = 


Cji  C,g  . 

•  '-llrt 

5i    0 

..     0 

Co,  Cjj    . 

•  ^im 

*,    1 

..     0 

^nl  '^ni  • 

••  ^nm 

^n    0 

..     1 

0    0    . 

..    0 

0  c,i 

••  c„i 

0    0    . 

..    0 

0    C.,0 

••     ^«2 

0     0    ...    0      0  C2,„  ...  c,„„ 
et  le  minimum  cherché  sera  donné  par  la  formule 


etc., 


A*  = 


_QI 


Qr, 


R* 


Cette  expression  peut  être  simplifiée.  Nous  allons  montrer,  en  effet,  que 
sou  numérateur  est  divis^ible  par  R. 

54.  Et  d'abord  il  résulte  évidemment  de  la  forme  du  déterminant  Pi  que 
l'on  aura 

en  désignant  par  Aao...  le  déterminant 


Cai    ...    C,.,, 
Cet    •■■    Ce,, 


et  la  sommation  s'étendant  à  tous  les  systèmes  de  valeurs  distinctes  des 
m  indices  a,/3,  ...  compris  entre  1  et  n. 
On  aura  de  même 

Pî=S-V,...dL., 

D^p...  étant  ce  que   devient  A«î...    lorsqu'on  y  remplace  c«j,  Cy^,  ...    par 

5«,  ^^,  .... 

On  aura  enfin,  d'une  manière  analogue, 

où  Bjao...  représente  le  déterminant 


C'A  ■■■  Com   ^0 

Cy.l    •••    C„„     O, 
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et  où  la  sommation  ]^"  s'étend  aux  systèmes  de  valeurs  distincts  des  indices 

a,  |3,  ...  à  l'exclusion  de  la  valeur  p. 

55.  Substituons  dans  A-  les  valeurs  de  l\,Q^,  ...,  Q,j,  il  viendra,  en  appe- 
lant M-  le  minimum  cherché, 


M*  = 


la  nouvelle  sommation  représentée  par  §  s'étendant  à  toutes  les  valeurs 

de  p. 

On  voit  déjà  que  le  numérateur  de  M'  est  une  fonction  du  second  degré 
des  déterminants  Ac.^...-  Nous  allons  montrer  qu'on  peut  le  mettre  sous  la 
forme  suivante 


la  nouvelle  sommation  §  s'étendant  à  tous  les  différents  systèmes  de  va- 
leurs de  p,  a,  ^,  .... 

56.  Nous  commencerons  par  l'examen  de  quelques  cas  particuliers. 
Soit  d'abord  n  —  m^=i.  L'indice  p  étant  déterminé,    les   indices  en 

nombre  m,  «,  p,  ...,  n'auront  plus  qu'un  seul  système  de  valeurs,  la  va- 
leur p  étant  écartée.  La  somme  représentée  par  ^  se  réduira  donc  à  un 
seul  terme,  et  l'on  aura,  pour  le  numérateur  de  A^, 

SBL....A|e.... 

D'ailleurs  les  indices  p,  a.,  p,  ...,  en  nombre  m-+-i,  ne  sont  susceptibles 
que  d'un  seul  système  de  valeurs,  et  en  les  permutant  on  changera  tout 
au  plus  le  signe  du  déterminant  Bça^....  Le  facteur  B^^^    sera  donc  le  même 

dans  tous  les  termes  de  la  somme  ^  ;  et  il  s'y  trouvera  multiplié  par  les 
divers  termes  de  la  somme  ^  Aa?....  Le  numérateur  de  A^  sera  donc  égal  à 

^'t'j.i...'2^^l?...;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

57.  Soit  en  second  lieu  m=  \,  n  quelconque.  On  aura 

A*  =  (ciX,  +  '"il)-  4- ...  +  {c,nh  +  '\)-, 
et  la  valeur  de  ).i  qui  donne  le  minimum  sera  fournie  jiar  l'équation 
Ci.(c„)m  +  '^)  +  ...  +  f„,(c,„X,  +  ^„)  =z  0. 
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On  en  déduit 

""•1  =  --— 7; 

SidDstituant  cette  valeur  dans  l'expression 

on  aura  l'expression  du  minimum 


(80)  y]ci, 


2j^'i 


_  ^   „  S( V-r-^?^ 

la  sommation  §  s'étendant  à  tous  les  différents  systèmes  de  valeurs  des 

indices  p,  a.  Jlais  les  deux  sommes  ^  c'Ji  et  §  ('îj^ai  —  ^«Cji)'  sont  précisé- 
ment ce  que  deviennent  dans  le  cas  particulier  que  l'on  considère  les  ex- 
pressions 2]  Mi...  et  ^  B?,,....  Le  théorème  se  trouve  donc  démontré. 

58.  Cela  posé,  pour  établir  d'une  manière  générale  que  quels  que  soient 
m  et  n  {m  étant  <C  n),  on  a  la  relation 

(87)  .  W= ' 

S.v;,=... 

îl  nous  suffira  de  démontrer  que  si  cette  relation  est  vraie  pour  m  ot  «, 
ainsi  que  pour  m  -+- 1  et  n  (en  supposant  m-+-  j  ■<  n),  elle  sera  encore  vraie 
pour  m-hi,  n-\-  l.  En  effet,  la  proposition  est  déjà  prouvée,  quel  que  soit 
n,  pour  m  =  1  et  pour  m  =  n  —  i. 
Or,  soit 

(88)  A'-i  =  21""    (  ^?^'i  "^  •••  +C,,„>.,„+  Cç,,n+l>m+l  +  ^J  • 

Posons 

(89)  ^).^=a^l.^^+  ... +  a^_,„  +  iA„j+i, 

Aij  ...,  Am  +  i  étant  de  nouvelles  variables,  et  Ojj,  ...,  a,,^^^  des  coefficients 
quelconques.  La  quantité  A*  sera  une  fonction  quadratique  des  nouvelles 
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variables  A;  mais  il  est  clair  que  son  miniiniiin  M-  no  sera  pas  altéré  par 
cette  transformation.  Il  en  est  de  même  de  l'expression 


car  chacun  des  déterminants  partiels  qui  figurent  tant  au  numérateur  qu'an 
dénominateur  se  trouvera  multiplié  après  la  transformation  par  un  même 
facteur,  égal  au  déterminant  de  la  substitution  (89). 

Or  on  pourra  évidemment  choisir  les  nouvelles  variables  de  telle  sorte 
que 

(^n+\X'\.  +  •••  ~!~  <^n  +  i,m  +  0-m  +  l 

se  réduise  au  produit  de  A;„  +  ipar  un  facteur  constant.  On  voit  par  là  que, 
pour  démontrer  l'égalité  (87)  dans  le  cas  général,  il  suffira  de  considérer  le 
cas  particulier  où  Ton  a  c„_j.i,i  =  ...  =  Cn+i,m  =  0-  Mais,  dans  ce  cas  parti- 
culier, la  démonstration  devient  facile,  comme  on  va  le  voir. 

59.  Supposons,  pour  simplifier  l'écriture,  qu'on  ait  ?n  =  l,  ?i  =  5(on 
verra  aisément  que  le  procédé  de  démonstration  est  général).  L'expres- 
sion dont  on  aura  à  chercher  le  mininmm  sera 

Pour  l'obtenir,  on  pourra  évidemment  opérer  de  la  manière  suivante  : 
on  supposera  \  constant  et  /j  seul  variable,  on  obtiendra  ainsi  un  certain 
minimum  11l^,  qui  sera  fonction  de  ),  ;  puis  on  fera  varier  \  de  manière  à 
obtenir  un  minimum  minimorum,  (|ui  sera  la  quantité  cherchée  M^. 

Or  le  théorème  étant  établi  pour  ni  =  l,n=:'ô,  on  aura  immédiatement 
le  minimum  de  la  somme  des  trois  premiers  carrés,  en  supposant  >2  (Con- 
stant. Ce  minimum  sera  éfiral  à 


-1-- 


En  y  ajoutant  le  terme  constant  {c,,^\-\-<\)-,  on  aura  pour  "^TT^jji'expres- 
sion  suivante 

'Ul     —.  : 


Cm+^I, +  cr, 


en  posant  pour  abréger 


Jlo,,= 


Cgi     C(;2 


,c,., 
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Cela  posé,  lll^  ne  contenant  plus  qu'une  seule  variable  ï^,  son  niininiuui 
M^  sera  égal  à 

(90)  U±l(fk±^|i_±o|J 

en  posant  pour  abréger 

et 

W=  (.(^f,  +  Jl3|,  +  M,  +  ^I,  {cl  +  cl,   +  cl). 

Or  les  six  termes  de  W  sont  précisément  les  carrés  des  déterminants 
binaires  A«3  formés  avec  les  quantités 

^11   ^21  ^31    0 
Cja  ^22  ^32  C42- 

En  second  lieu,  les  termes  de  V  sont  précisément  les  carrés  de  ceux  des 
déterminants  ternaires 

Cgi  Cg2    5'g 

pour  lesquels  p  =:  4. 
Enfin,  si  l'on  avait  c^  =  §^=:0,W  se  réduirait  à 

U 


{J[,l,  +  J{ol,-^Mi)  {ch+cl,^ch) 


Mais,  dans  ce  cas,  la  fonction  A  contenant  dans  son  expression  un  carré  de 
moins  que  précédemment,  le  théorème  lui  serait  applicable,  par  hypothèse. 

L'expression  de  son  minimum  serait  donc  — r ^ r-j.  On  aura  par 

suite 

et,  substituant  celte  valeur  dans  l'expression  (90),  il  viendra 

le  signe  §  s'étendant  à  tous  les  syslèiues  de  valeurs  de  p,a,3.  C'est  précisé- 
ment l'égalité  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

m  10 
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00.  De  la  formule  que  nous  venons  d'établir  pour  exprimer  le  minimum 
d'une  somme  de  carrés  de  fonctions  linéaires,  on  peut  déduire  de  nom- 
breuses relations  entre  les  déterminants  formés  avec  les  coefficients  de  ces 
fonctions.  Pour  les  obtenir,  il  suflil  d'observer  que  le  minimum  cherché 
peut  s'obtenir  en  laissant  d'abord  constantes  une  partie  des  variables,  et 
les  faisant  varier  ensuite  de  manière  à  obtenir  le  minimum  minimorum. 


VI.     FORMULES    TRIGOÎVOMETRIQUES. 

61.  Considérons  un  système  quelconque  de n plans  .Tj=:0,  ...,  ^'>^„  =  0  se 
coupant  en  un  point  quelconque,  et  prenons-les  pour  plans  coordonnés.  La 
distance  de  deux  points,  ayant  pour  coordonnées  Xy,  ...,x^  Qix\,  ...,x\  sera 
donnée,  comme  on  l'a  vu,  par  une  formule  quadratique 

(91)        (.r,-.r;)-^  +  ...  +  [.v,-x'nY  +^2a,,[x,-x\)[x,.:  4)  +  ...  =  0. 

Posant  012  =  021  et  introduisant  pour  la  symétrie  de  nouveaux  coeffi- 
cients «11,  ...,  a^;„  égaux  à  l'unité,  on  pourra  mettre  l'expression  (91)  sous 
la  forme 

f[xy—x\,...,  .r„  —  x'n)  =  2  (hs  (-r,-  —  3-'r)  [x,  —  x's)  =  0 . 

D'ailleurs  cette  expression  ne  peut  s'annuler  sans  qu'on  ait  identique- 
ment .^1  —  x\  =  ...  =  a:,j  —  x'n^=-  0.  Donc  la  forme  /"est  définie  et  positive. 
Il  faudra,  pour  que  cela  ait  lieu,  que  le  déterminant 


D  = 


et  ses  mineurs  de  tous  les  ordres  pris  par  rapport  aux  coefficients  dia- 
gonaux, 

dD      f/2D 


dcirr  da,rdass'  ' 

soient  positifs. 

Ces  conditions  sont  la  généralisation  de  ces  propositions  de  géoméirie  : 

Dans  tout  trièdre,  une  face  (jnelconque  est  moindre  que  la  somme  des  autres; 
et  la  somme  des  faces  est  moindre  que  quatre  droits. 

Nous  allons  maintenant  montrer  que  les  angles  mutuels  de  tous  les  multi- 
plans  formés  avec  les  plans  x^,  ...,  x„  s'expriment  au  moyen  du  détermi- 
nant D  et  de  ses  mineurs. 

Nous  supposerons,  pour  abréger  l'écriture,  que  l'on  a  w  =  4. 

()'2 .   1  "  Angle  des  deux  droites  x.^  =  x.  =  x^  =  0  et  x.  =  x,^  rr:  Xy  =  0. 

Soient  jJj, 0,0,0  les  coordonnées  d'un  point  /;  de  la  première  droite, 
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0,^2,  0,0  celles  de  sa  projection  ry,  sur  la  seconde,  ti  sera  déterminé  par  la 
condition  que 

A2  =  xl  +  1%  —  '2ai.,,ri  lo, 
carré  de  la  distance  des  deux  points  p  et  q,  soit  minimum.  On  aura  donc 

Cette  valeur  réduira  l'expression  de  A^à  (1  — afi)xf. 

Cela  posé,  désignons  par  [254.341]  l'angle  des  deux  droites.  Nous  avons 
Vu  (50)  que  l'on  aura 

sin^  [254 .  341]  =  ^  =  1  -  «,\, 

et  par  suite  , 

CCS  [234.341]  =:±  ai». 

Le  choix  du  signe  à  donner  à  ce  cosinus  est  tout  à  fait  arbitraire;  mais 
il  peut  être  fixé  par  une  convention.  Nous  le  considérerons  comme  positif 
ou  négatif,  suivant  qu'un  point  situé  sur  la  partie  positive  de  l'axe  des  ^^  se 
projette  sur  la  partie  positive  ou  sur  la  partie  négative  de  l'axe  des  x^. 
D'après  cette  convention,  on  aura 

(92)  ces  [254.341]  =«12. 

63.  2"  Angle  de  la  droite  x^  =  x.  =  x^  =  0  avec  le  biplan  x,^  =  x^  =  0. 

Désignons  cet  angle  par  le  symbole  [254.41].  Soit  (:Ci, 0,0,0)  un  point  de 
la  droite,  {O,t^,l_.,0)  sa  projection  sur  le  biplan;  l^,^,-  devront  rendre  mini- 
mum la  distance 

\]  =  aii-ï';  +  «2-2  '^  +  «33  ^'3  +  2a.3 1,  l-  ~  2ai,.ri  l.  —  2rtj-.rj  l., 
d'où  les  équations  de  condition 

a.m  \i  +  «-23  '^3  —  rt,..î'i  =^  0, 

«25  ^2  +  «33  ^3 «13'*'*l  ^=  *^' 

Ces  équations  donneront,  en  remarquant  que  0,3  =  ajj,  les  valeurs  sui- 
vantes de  Çg,  Ç5, 


•^2 —  ,;2n       •'!'       ^3 


da.jla,. 


da^da^i  da^da^i 
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D'ailleurs  en  les  multipliant  respeclivoment  par  Çj,  H^  et  les  retranchant 
ensuite  de  A[,  il  viendra 

cl'h  d-d  cm  db 


f/^D  •""     rf^D 


d'où 


dii^ida^^  dauddi 

db 


(95)  sin2  [234.41]  =  y:        ^^"' 


xi  d-'ï) 


64.  3"  Angle  de  la  droite  ^,  =  a:.  =  a'^  =  0  avec  le  plan  jCi  =  0.  Nous 
(^signerons  cet  angle  par  [254.1]. 

Le  point  (.Tj, 0,0,0)  aura  pour  projection  sur  ce  plan  un  poini  (0,^2, EgjQ,  où 
lii  ?55  ?4  sont  choisis  de  manière  à  rendre  minimum  l'expression 

A^  =  a^^Xl  +  «22  II  +  «35  ^5  +  «44  ?!  —  Sflja.rj  ?2  —  . . .  +  2rt23  1^1-  +  .... 

Ils  salisi'eroul  donc  aux  relations 

(    «2-2  ^'2  +  <'^ro  ^5  +  «-24  ?4  —  «]  -2  ^1  =  0, 

(94)  «2-,  ^-  +  «35  ^3  +  «34  ^4— «13^1  =  0, 

^   ai4^2  +  «54'^5  +  «i4^4  — «14?1=0- 

Ces  équalions  donneront 

rfP  (/D  rfP 

■  y  _      (/f/^  __rfa^       ^  __f^4 

{y^)  ^-2—  rfQ^'         ^3—  ^:         M—  ^. 

^/Pji  f/«ii  c/aii 

D'ailleurs  en  nniltipliant  les  équations  (80)  respectivement  par  ÇgjHj,?* 
el  les  retranchant  de  A|,  il  viendra 

'^l  =  «ll'^1  —  «I2'tl  I2  —  «13-îl  ^3  —  «14^'l  ?4 

f/1)  JU  (/D  db 


et  par  suite 

sin*  [254 .  11  =  ^  =  —— -. 
(9G)  ^        ^      x\      çmj 

don 

65.  4"  Angle  duplan  :t\  =  0  avec  le  plan  .r^  =  0. 

Soit  [1.4]  «'.et  angle.  On  aura 

sinM1.4]=^, 
A; 


il 
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Al  étant  la  distance  d'un  point  quelconque ;j  du  plan  x,^=0  à  l'intersection 
des  deux  plans  x^  =  0,  .r4=  0  et  A^  sa  distance  au  plan  Xi  =  0. 

Or  prenons  pour  /;  le  point  dont  les  coordonnées  sont  .r^, 0,0,0.  Nous 
avons  trouvé 

dd 


donc 


d-\i 


sin2[1.4]  = 


duiida^,^ 
db  d\)  ' 
dUj^i  da^^ 


On  en  déduit 


r/D   f/D  d-^D 


da^i  da^^ 

Or  le   numérateur   de  cette  expression  est    égal  (Salmox,  tessons   on 
higher  Âlgebra,  '2'^  édition,  n"  52)  à 


dD    dD 
rfrti4  da^y  ■" 

f  dD  Y 
\daj  ' 

on  aura  donc 

rfD 

(97) 

ces  [1.4]  =±- 

rfai4 

/  db    db 

\ 

/  da,.  dcu. 

66.  Le  choix  du  signe  est  encore  arbitraire  dans  cette  formule.  Pour  le 
fixer  p;ir  une  convention  convenable,  nous  remarquerons  que  le  plan  Xy  =  0 
est  coupé  par  le  plan  x^=^ù  en  deux  parties  distinctes;  l'une  positive,  pour 
laquelle  .r^^  0,  l'autre  négative,  pour  laquelle  Xi<<0.  De  même,  le  plan 
j;i  =  0  coupera  le  pan  .r^  =  0  en  deux  parties,  l'une  posiiive,  pour  laquelle 
^i>0.  l'autre  négative,  pour  laquelle  .ri<;0.  Cela  posé,  nous  convien- 
drons de  considérer  cos  [1.4]  comme  positif,  si  la  partie  positive  du  plan 
3:4  =  0  se  projette  sur  la  partie  positive  du  plan  ,ri  =  0;  comme  négatif 
dans  le  cas  contraire. 

Or  nous  avons  vu  que  laprojection(0,Ç2,?5,?.,)  du  point  (rj, 0,0,0)  sur  leplan 

a^j  =  0  est  donnée  par  les  formules  (94).  D'ailleurs  ~, — •    est     essentielle- 
ment  positif.  Donc  cos  [1.4]  qui  a  le  ménie  signe  que  '-~    sera    de    signe 


—  150  — 

contraire  à  ^ —  Il  faudra  donc  prendre  le  signe   -  dans  la  formule  (97). 

67.  Si  au  lieu  de  quatre  variables  on  n'en  avait  plus  que  trois,  la  formule 
que  nous  venons  d'écrire  deviendrait  la  formule  fondamentale  des  triangles 
sphériques,  ainsi  qu'il  est  aisé  de  le  vérifier. 

08.  On  peut  d'ailleurs  obtenir  pour  cos  [1.4]  de  nouvelles  expressions 
exemptes  (en  apparence)  de  radical;  on  a  en  effet,  d'après  la  formule  (93), 

=  sm2  [2o4.41] 


^'«44  ~  f/anrf«44 

De  même 

rfD . .,     rfsD 


=  sin2  [251.14] 


Substituant  ces  valeurs  dans  (97),  il  viendra 

rfP 


cos  [1  .  4]  =: 


sin  [254.41]  sin  [251.14]     ^'^ 


da^^da^t 


formule  où  les  deux  sinus  devront  être  pris  avec  le  signe  H-. 
On  a  d'autre  part 


f/D  D  rfD  D 


da,i       sin- [254.1]'     da^^      sin2[125.4]' 
d'où 

—  y- sin  [254.1]  sin  [125.41 
cos[I.4J  =  — ^l^^i^ g . 

C9.  h°  Angles  du  biplan  .v^  =  .t^=  0  avec  le  biplan  x.  =  .t,^=0. 
La  distance  A.  d'un  point  {xiyT^,Q ,0)  du  premier  biplan  à  sa  projection 
(0,0,Ç3,ÇJ  sur  le  second  sera  donnée  par  la  formule 

—  Sais'i'i^s  —  2ai4.ïit.  —  2a.^3.T.Ç3  —  la^^x^^, 
où  E-  et  Hi  seront  déterminés  par  les  équations  de  condition 

(9J^\  (   «55^5  +  ««^4  —  «ir.-^l  —  «23'»'2  =  0  , 

I   «25^3  +  «44^4  —  «14^1  —  «24''2  =  0  ' 

lesquelles,  mullipliéespar  Ç^  et  Ç^  et  rctrancliée.s  de  l'expression  de  A^,  la  ré- 
duiront à  la  forme 
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Posant  d'ailleurs  pour  abréger 

_      rf-^D      _  _      d'-D  _     (m  rf^D 


dciy-da^,  da^Jd(u-''  da^-dciii  da^^ddi- 

_      rf-D      _  _      <^-D  _      d-D  d'-\) 


rf-D  d^D     . 


Les  équations  (98)  donneront 


g 

valeurs  qui  substituées  dans  (99)  donneront 


A;  =r — = -. 


on  I  on  a 

2N  =  2a,,g  +  a,.<^  +  a,,,!b  +  a^^Q}  +  «.iC 
_        (R)         d\)  _  dl) 

D'autre  part,  la  distance  A^  du  point  {.Xi,.x,,0,d)  à  l'origine  des  coordon- 
nées, intersection  des  deux  biplans  considérés  sera  donnée  par  la  formule 

A!  =  .r7H-.r^  +  2ai.,.rj.r., 

et  les  carrés  des  sinus  des  angles  cherchés  seront  donnés  par  les  maxima  et 
minima  de  la  formule 

A|_  Mj;  +  2>".iYTa  +  P.r^   _i> 
Âf  ~  g (.rï  +  2fl,..q.T2  +  xl)  ~  *•  • 

Les  valeurs  du  rapport  ^-^  qui  rendent  minimum  cette  expression  soron» 
données  par  les  formules 

l  M.r,  4-  "Sx.  =  p  g  (.r,  +  Ui^^) , 
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p  étant  un  facteur  constant  qui  doit  être  choisi  de  telle  sorte  que  les  deux 
équations  (90)  se  réduisent  à  une  seule.  On  aura  donc 

M-g?       N-fli,8p 
N-ai,gp  P-gp 


=  0. 


D'ailleurs  les  équations  (100)  respectivement  multipliées  par  Xi  et  x^  et 
ajoutées  ensemble  domieront 

<I)=:pT. 

Donc  les  maxima  et  minima  cherchés  de  l'expression  -  seront  les  racmes 
de  l'équation  en  p. 

vu.     CINÉMATIQUE. 


70.  Nous  appellerons  mouvement  d'un  corps  dans  l'espace  l'opération 
qui  consiste  à  opérer  sur  les  coordonnées  a:^,  ...,  a:„  de  chacun  de  ses  points 
la  substitution 


;ioi) 


S- 


«lH''»'«  +  *-l 


•'•«      ««i-r«+---+0««'^"n-(-a„ 


aj,,  ..,«„„  étant  les  coefficients  d'une  substitution  orthogonale  ayant  pour 
déterminant -h  1. 

Si  la  substitution  se  réduit  à 


(102) 


■*«      •'-nt    '■« 


elle  représentera  une  translation. 

Si  elle  laisse  immobile  un  point,  elle  représentera  une  rotation  autour  de 
ce  point;  si  elle  laisse  immobiles  tous  les  points  d'un  A:-plan,  ce  sera  une 
rotation  autour  de  ce  k-plan. 

71 .  Il  est  clair  que  le  mouvement  général  représentépar  les  équations  (101) 
se  décompose  en  deux  autres  :  1°  Une  rotation  autour  de  V origine 


(lOZ 


.T,     c,,.T,  4-...+a,„.r„ 


2°  La  translation  (102). 

Il  est  clair  que  cette  translation  peut  elle-même  se  décomposer  en  une  infi- 
nité de  translations  successives  i  'finiment  petites  opérées  suivant  la  même 
direction. 
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Nous  allons  montrer  d'autre  part  que  larolation  (103)  se  décompose  elle- 
même  en  une  infinité  de  rolations  infiniment  petites. 

72.  La  chose  est  évidente  s'il  s'agit  d'une  rotation  autonr  d'un  des  bi- 
plans coordonnés,  tel  quexi=0,  x.^  =  0;  car  deux  mouvements  de  cette 
espèce, 


(lOi) 


et 


(104) 


Xi  .Tj  ces  a  +  X.2  sm  a 

.T^     —  .Tj  sin  y.  +  x^  ces  y. 

X-  X- 


Xi  Xi  CCS  P  +  X.,  sin  p 
.T.,  —  Xi  sin  fj  +  a;^  ces  ,B 
a;-         ,7'- 


étant  opérés  successivement,  donnent  pour  mouvement  résultant  le  sui- 
vant 

Xi  a;iCOs(«  +  P)  4-.r2sin(a  +  P) 
Xa  —  .'CiSin(*-[-P) +  a;2C0s(a  +  P) 
a;-         as- 


soit donc  m  un  entier  très-grand.  Le  mouvement  (104)  s'obtiendra  en 
répétant  m  fois  le  mouvement  très-petit 


x,2 


X.  CCS h  ,x\,  sni  — 


X.  sni  — h  ,r  >  CCS  — 
m         'm 


75.  Nous  allons  maintenant  montrer  :  1°  que  toute  rotation  autour  d'un 
p-plan,  tel  que  .rj=:...=^ç,  =  0  (et,  par  suite,  en  faisant  p  =  m,  toute  rota- 
tion autour  de  l'origine),  résulte  delà  combinaison  de  rotations  autour  des 
biplans  coordonnés  ;  2"  que  parmi  les  rolations  autour  de  ce  p-plan,  il  en  est 
une  qui  remplace  Xi  par  a^iry-{-...-\~ay^x^,  quels  que  soient  a^,  ..,a^r^, 
pourvu  qu'ils  satisfassent  à  Viinique  condition 

«H  +  -  •  -t-«i'p=l- 

Gela  est  évident  pour  les  rotations  autour  d'un  biplan. 

Supposons  que  ce  soit  prouvé  pour  les  rotations  autour  d'un  p-plan; 
nous  allons  voir  que  ce  sera  encore  vrai  pour  les  rotations  autour  d'un 
p-f-1-plan. 
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On  anrn  par  hypothèse  une  substitution  orthogonale  de  la  forme 


S  = 


■'^'o  +  i-'C.  +  l 


dérivée  des  substitutions  analogues  à  (104),  aii,,..,a.^y  étant  assujettis  à 
cette  seule  condition 

Combinant  cette  substitution  avec  la  suivante 


T  = 


.riCOsa  +  .Tf  +  iSino. 
Xç  + 1  siil  a  +  Xp  + 1  ces  a 


on  aura  comme  résultante  une  substitution  autour  du  p-f-1 -plan. rj  =  ... 
=  .rç+ii=0,  laquelle  remplacera  x^  par  a^  cos  a.rjH- ... -i-aipCosa  .Tç 
-^-sm  oc  x^  +  i,  expression  dont  les  coel'ficients  seront  évidemment  assujettis 
à  la  seule  condition 

(rtjj  CCS  a)- 4-  ...4-(rtif  cos  a)-  +  sin-a  =  cos-a  +  sin-!/.=:l.^ 

Soit  maintenant  U  une  rotation  quelconque  effectuée  autour  dup+l- 
plan  Xj=  ...  -=x^^i  =  0;  ^a^i  +  ...&i,ç+i'î^?  +  i  l'expression  par  laquelle  elle 
remplace  a:^;  on  pourra  choisirS  etT  de  telle  sorte  qu'on  ait  anCosa  =  &ii, 
...,  flij  cosa=^ij,  sinœ=&pp+i;  cela  fait,  on  aura  U=STV,  V  étant  une 
nouvelle  substitution  qui  n'altérera  plus  .r^.  Donc  V  sera  une  rotation  autour 


du  p-plan  x^ 


-.x^  +  i  =  Q  et  pourra  s'obtenir,  par  hypothèse,  en  combi- 


nant ensemble  des  rotations  autour  des  biplans  coordonnés. 

74.  On  obtient  aisément  la  forme  générale  des  substitutions  linéaires 
orthogonales  infiniment  voisines  de  l'unité.  Posons  en  effet  dans  les  équa- 
tions de  l'orthogonalité 

(105)  «fj+...+a|p3=l, 


(106) 


:0, 


£p.  et  £fv  étant  des  quantités  très-petites,  dont  on  puisse  négliger  les  pro- 
duits et  les  carrés.  Les  équations  (105)  et  (lOG)  donneront  epj=0,£ç^+£,f=n, 
ce  qui  donnera  pour  l'expression  générale  des  rotations  infiniment  petites 
la  suivante 

(107)  S=     .7-2      —  e,j.rH--'^î+--- 


I 
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En  particulier,  une  rotation  infiniment  petite  autour  du  biplan  {Xi,'r^)  sera 
de  la  forme 


.T, 

.r,  +  £^3 

Xa 

—  ÎXJ  -1-  .1-. 

X. 

•^5 

75.  Pour  pénétrer  plus  avant  dans  la  nature  des  mouvements  que  l'on 
peut  exécuter  dans  l'espace,  il  importe  de  simplifier  leur  expression  par 
un  changement  de  coordonnées  convenable.  Mais  avant  de  traiter  cette 
question,  il  convient  de  dire  quelques  mots  des  substitutions  linéaires  géné- 
rales, dont  les  substitutions  orthogonales  que  nous  considérons  ici  ne  sont 
qu'un  cas  particulier. 

Soit 


S  — 


«11^1 +  ...  +  «1 A 


•^n     ^ni^i  +  •  •  •  +  ^nn^n 


une  substitution  linéaire.  Elle  multipliera  la  fonction  linéaire 

y  —  C^Xi+  ...    -f-  C„Xn 

par  un  facteur  constant  s,  si  l'on  a  les  équations 
I  OnCi  H +  a„ic„  =  sci, 

'.    0,nCi    +    ...    +  fl„„C„=:SC„. 


108) 


Pour  pouvoir  satisfaire  à  ces  équations  sans  annuler  à  la  fois  c^,...,c^,  il 
faudra  que  l'on  ait 


[109) 


=  0. 


Cette  équation  donnera,  pour  s,  w  valeurs  généralement  distinctes  s,,...,s„ 
(nous  laissons  de  côté  le  cas  des  racines  égales,  qui  sort  de  notre  sujet 
actuel  ;  il  peut  d'ailleurs  se  traiter  par  des  procédés  semblables  à  ceux  que 
nous  avons  exposés  tout  au  long  dans  notre  Traité  des  substitiitiotix,  Jiv.  Il, 
chap.  II,  pour  une  question  analogue).  Ces  valeurs  étant  substituées  suc- 
cessivement dans  les  équations  (108),  elles  détermineront  les  rapports  des 
quantités  c^,...,  c„.  On  obtiendra  donc  n  fonctions 


2/i  —  ^^t^i  +  •••   -\- (^iii^ii->  •••!  J/r  —  C,,,.^,  +  ...  +  C„„.T„, 
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que  S  mnlliplio  respectivement  par  Si,...,s„.  En  les  prenant  pour  variables 
indépendantes  à  la  place  de  a\,...,x„,  on  donnera  à  S  la  forme  canonique 


10) 


On  voit  par  ce  qui  précède  que  cette  forme  canonique  est  unique.  Pour 
que  deux  substitutions  S  et  S'  soient  transformables  l'une  dans  l'autre  par 
une  substitution  linéaire,  il  sera  évidemment  nécessaire  et  suffisant  qu'elles 
aient  la  même  forme  canonique.  Donc,  l'équation  en  s  qui  détermine  les 
coefficients  de  la  forme  canonique  doit  être  la  même  pour  S  que  pour  S'. 
Les  n  coefficients  de  cette  équation  seront  autant  d'invariants,  dont  les 
valeurs  caractériseront  ce  qui,  dans  la  substitution  considérée,  est  perma- 
nent et  indépendant  du  choix  des  indices. 

70.  Les  invariants  de  la  substitution  S  satisfont  à  des  équations  différen- 
tielles partielles,  qu'il  est  aisé  d'établir. 

Soit  i5>(an,...,  a„„)  un  de  ces  invariants;  si  S,  transformé  par  une  substi- 
tution linéaire  quelconque  T,  prend  la  forme 

a-,  a\x^^  +  ...  +fl'i,,r„ 
•^«   ^Hi^i  +  •••  +  dnn^n 


on  aura  la  condition 


(iii; 


cp(a;,,  ...,a'„„)=:(i>(a,,,...,a„J. 


Supposons  que  T  soit  une  substitution  infiniment  voisine  de  l'imité  et  de 
la  forme 

I     ^1J-"1^Ç—  1     X^,...,X^—l 


(112) 


.-c.  +  i,  ...,3;„  x,  +  u--- 


z  étant  très-pelit  ;  il  viendra 


a'j^  =  flf,  +eo 

flj,  =  flf,  +  Efl 


a'^q  =  flf,  +  iO^q  si  9  ^  <r, 


m„',  —  E-Oo 


Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (11 1)  et  négligeant  le  carré  do 
£,  il  viendra 

V~^     f/o  ^7«     do  do     ,  ^  n 
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expression  qui  prendra  la  forme  plus  siuiple 


rf«p 

■  ^  da,n 


—  V 


(hqy 


en  supprimant  les  reslrictionsyj^p,  q^(T. 

En  faisant  varier  p  et  cr,  on  obtiendra  une  suite  d'équations  analogues, 
qui  suffiront  à  exprimer  que  y  est  invariable  par  les  substitutions  linéaires 
de  déterminant  1  ;  car  on  sait  que  toute  substitution  de  cette  sorte  s'obtient 
en  combinant  des  substitutions  analogues  à  (112). 

77.  Pour  que  y  soit  invariable  par  toute  transformation  linéaire,  il 
faudra  de  plus  qu'il  ne  cbange  pas,  lorsque  la  transformante  sera  de  la 
forme 


Xo—i       X, 


.  ,  Xa  —  \ 


•  )   ^n     •''p -!- 1 1  ••  ■  ■>  -^n 


Mais  on  aura  alors 


a'pq  —  Upq   si  />  ^  p,  g  ^  p  OU  Sip  =  Ç  : 


1  +  3 


et  l'équation  (111)  donnera  l'équation  différentielle 


(Zcp 


-^  da^p       ^  dttpr. 

78.  Si  l'on  veut  que   la   substitution  U,  qui  transforme  S  en  S',  soit 

non-seulement  linéaire,    mais  orthogonale,   on   aura  ^ nouvelles 

équations  de  condition,  exprimant  que  les  carrés  des  cosinus  des  angles  mu- 
tuels des  plans 

î/l=0,    ...,î/„=:0, 

sont  égaux  à  ceux  des  plans 

2/'i  =  0,  ...,y'n  =  0, 

auxquels  U  faut  rapporter  S'  pour  la  ramener  à  sa  forme  canonique. 

En  effet,  s'il  existe  des  variables  x[,...,x^  liées  ortbogonalement  à 
x^,...,x„,  et  telles  que  S',  rapporté  à  ces  nouvelles  variables,  ait  la  même 
forme  que  S  rapporté  à  Xy,...,  x„;  S',  rapporté  aux  variables 

Tj\  --Cax\  +  ...  +  c,„a;,  ...,  î/;,  =c„i<  +  ...  +  c^Xn,' 
aura  la  forme  canonique  (110).  D'ailleurs  le  système  d'axes  x\  ,...,x'„  étant 
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orlhogonal  comme  le  sysièmc  x^,  ...,.r„,  les  carrés  des  cosinus  des  angles 
mutuels  des  plans  ?/,,...,  ^/j,  seiont  évidemment  donnés  par  les  mêmes  for- 
mules que  ceux  des  plans  î/^,. ..,?/„. 

Réciproquement,  si  les  carrés  des  cosinus  des  angles  des  plans  y\,...,y'n 
sont  égaux  à  ceux  des  plans  î/p.-.,  J',,,  il  est  clair  que  ceux  de  .'\,...,  .r'„  sont 
égaux  à  ceux  de  x^^,...,  .r„.  lisseront  donc  nuls,  et  les  axes  x\,...,  x'n  rectan- 
gulaires ;  et  la  substitution 

par  laquelle  on  passe  de  S'  à  S,  sera  orthogonale. 

Si  donc  on  se  borne  à  des  transformatioiis  orthogonales,  S  aura,  outre  les 

n  (71  —  1  ) 
n  invariants  précédemment  trouvés,         ^ — -  invariants  orthogonaux,  don- 
nés par  la  formule 

COS*(«r,?/s)  =  T^, i_i-J:i — „  .,    „ — 5— ^   . 

Les  coefficients c,  qui  figurent  dans  ces  invariants,  dépendent  des  irration- 
nelles Sr,  Sj  ;  mais  on  pourra  remplacer  ces  invariants  irrationnels  par  les 
coefficients  de  l'équation  qui  les  détermine,  lesquels  sont  symétriques  en 
Sj,...,  s„  et  par  suite  rationnels. 

79.  Les  invariants  orthogonaux  satisfont  aux  équations  différentielles 
suivantes 

^    do  Y^  d'j         '^  do  -^   do 

r 

On  les  obtiendra  aisément  en  exprimant  qu'ils  ne  sont  pas  altérés  lors- 
qu'on transformera  S  par  une  rotation  infiniment  petite  autour  de  l'un 
quelconque  des  biplans  coordonnés.  Mais  ces  équations  différentielles  ne 
suffiront  pas  pour  caractériser  complètement  l'invariance.  Car  elles  expri- 
ment seulement  que  y  ne  varie  pas  lorsqu'on  transforme  S  par  une  substi- 
tution orthogonale  de  déterminant  1.  Il  faut  encore  exprimer  que  y  ne 
change  pas  lorsqu'on  transforme  x  par  une  substitution  orthogonale  de 
déterminant  —  1  ;  par  exemple,  lorsqu'on  change  le  signe  de  l'une  des 
variables. 

80.  Supposons  maintenant  que  la  substitution  S  soit  orthogonale,  et 
admettons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'équation  caractéristique  en  s  ait  une 
racine  réelle  s^.  Le  plan  2/1=  0  sera  réel,  et  l'on  pourra  trouver  un  système 
de  ?î  plans  orlhoiionaux  î/j=0,  .7-^=0,...,  .r^,  =^0  dontil  fasse  partie.  En  les 
prenant  pour  plans  coordonnés,  S  prendra  la  forme 


^'n  u'inlli  +  «î/jJ-i  -f  ...  -f-  u'n,X, 
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el  comme  elle  n'a  pas  cessé  d'être  orthogonale,  on  aura 

s?  =  "1 ,   s'i  H-  «',"1  +  •••  +  «nf=  1, 


d'où 


=  a'ni  =  0, 


et  l'équation  caractéristique  de  S  deviendra 


a;,„  —  s 


(Inn  —  S 


0. 


81.  Admettons,  pour  fixer  les  idées,  que  le  dernier  déterminant  que  nous 
venons. d'écrire,  égalé  à  zéro,  admette  une  racine  ima>^'inaire  s^^i^  +'/i;  il 
admettra  également  sa  conjuguée  s.=p  —  qi;  et  si  X2  =  Z.,  +  iZ3  est  la 
fonction  imaginaire  de  ^',,...,.î-'„  que  S  multiplie  par  s,,  la  fonction  conju- 
guée X5=Z2 —  iZj  sera  évidemment  multipliée  par  S5.  Donc  S  remplacera 
les  fonctions  réelles  2^  et  1-  par  pZ^  —  fyZ^  et  qI,-\-pI.. 

Cela  posé,  on  peut  déterminer  dans  le  biplan  Zj  =  Z5  =  0  deux  plans  rec- 
tangulaires z^^^lZ^-h  i/.I-=:0,z.=  l'Z2-{- u.'I.  =  0,  et  la  substitution  S 
remplacera  z^,  z.  par  des  fonctions  de  Z.,,  Z-,  lesquelles  pourront  s'exprimer 
en  fonction  de  z,  el  z.. 

Prenons  maintenant  pour  plans  coordonnés,  au  lieu  de  .r',,...,  œ',,  les  plans 
z^=:0,z.^=()  et  n — 5  plans  rectangulaires  a.l=^...=x'l^  =  0  situés  dans 
le  w — 5-plan  perpendiculaire  au  triplan  2/1=  3,  =  ^3=  0.  La  substitution 
S  prendra  la  forme 

tz.2  +  SZ^ 
tz.,  -+-  uz- 
al.z.  +  al-z-  +  a;X  +  •••  +  «>'« 


Vi 


x"i       a'it.,z.^  H-  a'!i-,z-  +  aù^xl  +  .  .  H-  a'nnXn 
et  comme  elle  est  orthogonale,  on  aura 

r^  +  t-  +  a2  +  ---  +  a'nl  —  \,  s2 +  !<-+<3 +  •••+««?  =  1- 
On  déduit  des  trois  premières  équations 


r  =  cosa,  s=:sina,  tz=  —  sin  a,  M;=:cosa, 
r^  -i-  t'^z=  s'-  +  u-  =  1 , 


d'où 


al.2=--  =  a'n-x  =  ««  = . . .  =  a^-  —  0 . 
Cela  posé,  suivant  que  le  déterminant 

a",,  — s  ...  a"  1 


IGO 


aiwa  une  racine  réelle  ou  un  couple  de  racines  imaginaires,  on  appliquera 
de  nouveau  à  S  un  des  deux  modes  de  réduction  ci-dessus.  Poursuivant 
ainsi,  on  arrivera  finalement  à  mettre  S  sous  une  forme  telle  que  la  sui- 
vante, où  nous  changeons  pour  plus  de  commodité,  l'ordre  et  la  désignation 
des  variables 


S  = 


!/i>  y-i 


î/,cosa,  +  y^sina,,  —  î/j  sm  a^  -hy^co^^i 


î/âf  — l,î/»?      2/2?-  iCOSaj  +  î/gjSmaj, — î/.,p_  1  SUl  Xj  +  yoo COSaç, 

y-2?+l»---»      î/of  +  T  2/2?+ 1>   •••.  ~   ?/2?  +  <r 

Vri  +  'y+uVn  Vii  +  ^+U  ■•■^Vn 

Le  délerminant  de  la  substitution  ci-dessus  est  évidemment  égal  à 
( — 1)'^;  et  comme  il  est  égal  à  \ ,  par  hypothèse,  a  sera  un  nombre  pair  Sa' 

82!  Cela  posé,  admettons  d'abord  que  n  soit  un  nombre  pair  2//  ;  T=2a. 
Si  l'on  a  (7 1=0,  T  =  0,  S  sera  de  la  forme 


(.115)  S  = 


2/n2/2 


î/i  COSaj  +  11^  sin  a, ,  —  J/j  sin  a.^  +  y. y  COS  o.^ 


y-i^-i^  yn'-       yoi*-icosc.,i  +  y2,jisina;i,  —  y.y,-iSm  a.^  +  y.j.^cosa 

laquelle  forme  générale  contient  comme  cas  particulier  celui  où  l'on  au- 
rait (7  =  2<7',  -  =  2t'.  11  suffirait  en  effet,  pour  obtenir  la  substitution  rela- 
tive à  ce  cas,  de  poser  dans  l'expression  précédente 


(11^ 


t'  +  1 


r=  ...=a^  =  0. 


Si  n  est  un  nombre  impair  2/7.  +  !,  T  =  2p.4-1 
et  l'on  aura,  en  supposant  (t  =  0,  t  =  1, 


(115)  S: 


2û — 2(t'  sera  impaii-, 


Vi^  2/2 

yi  COS  Kj  +  î/o  sin  a,,  —  y,  sin  «i  +  y^  ces  a. 

2/2:^-1.2/2?^ 

2/2  1^+1 

î/aiJL- ,  ces  c/..^+  y^f.  sin  «ii.,—  2/2:'^-!  sin  'J.,,.-\-  y.,,,  ces  aj^ 
2/2;'^+ 1  ■ 

Et  la  formule  relative  au  cas  où  l'on  aurait  o-  =  2t',t  =  2t'-h1  s'ob- 
tiendra encore  comme  cas  particulier  de  la  précédente,  en  y  faisant  les 
suppositions  (114). 

83.  Les  expressions  canoniques  (115)  et  (115),  auxquelles  a  été  ramenée 
la  substitution  S,  donnent  immédiatement  les  théorèmes  suivanis  : 

Théorème  1.  —  bam  V espace  à  2,a  dimensions,  toute  rotation  autour  d'un 
point  est  la  résultante  de  11.  rotations  effectuées  autour  de  p.  biplans  rectangu- 
laires ./ j  ^  .r^  =  0 , . . . . ,  a:2n  _  1  =  .J^2iJL  =  f*  passant  par  ce  point. 

THÉoniiMK  II.  —  Dans  Vespace  à  2f*-|-l  dimensions,  tout4  rotation  autour 
d'un  point  est  mie  rotation  autour  d'une  droite  Xi=  ..  =Xnj,=  0 passant 
par  ce  point,  et  sera  la  résuUaiite  île  n  rotations  effectuées  autour  de  ^i.  biplans 
rectangulaires  u:i  =  x^  =  {)  ,...,  x^, _  i  =  x^,^  =  0  passant  par  cette  droite. 
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Les  y.  biplans  ainsi  définis  seront  dits  les  hi[^\an'> principaux  de  la  substi- 
tution considérée.  On  peut  d'ailleurs  évidemment,  sans  altérer  la  l'orme 
canonique  de  S,  clioisir  à  volonté  dans  chacun  de  ces  biplans  les  deux  plans 
rectangulaires  que  l'un  prendra  pour  plans  coordonnés. 

84.  Le  théorème  que,  dans  l'espace  à  '2pi-f-l  dimensions,  toute  rotation 
autour  d'un  point  s'opère  autour  d'une  droite  a  été  déjà  donné  par 
M.  Schlâfli  (Journal  de  Crelle,  t.  G5).  L'auteur  signale  également  l'existence 
de  y.  invariants  dans  la  substitution  orthogonale.  Mai^  il  ne  nous  paraît  pas 
avoir  établi  que  ces  invariants  sont  les  seuls  ;  et  il  ne  donne  pas  la 
réduction  de  la  substitution  à  sa  forme  canonique,  laquelle  nous  semble 
indispensable  pour  se  rendre  un  compte  bien  net  de  la  nature  de  ces  inva- 
riants. 

85.  11  est  ahé  d'exprimer  les  cosinus  des  angles  a^^  ...,a,.  en  fonction  des 
invariants  de  la  substitution  S. 

En  effet,  supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  d'un  espace  à  2a  dimensions. 
L'équation  caractéristique  (109)  deviendra,  en  y  supposant  S  ramenée  à  la 
forme  canonique  (115), 

CCS  a^  —  s      sin  a,          0               0  0  . . 

—  sin  aj    CCS  a, — S        0                 0  0  .. 

0                  0       ces  a,  —  s       sin  a^  0  . . 

0                  0        —  sin  a.,    ces  y.o  —  s  0  . . 

...             0                Ô  0  .. 


0  = 


=  {s-  —  2s  CCS  y-i  +  1  )  ...  (s-  —  -2s  cos  a„  +  1  ). 
Comparant  cette  forme  réduite  à  la  forme  générale 


0  = 


a.,  —s  ...  a, 


^ni    •  ■  ■    ^nn       ^ 


:/•(«)  =  si;^+Âi.s2;^- 1  +  ...  +  A,;., 


et  posant,  pour  abréger, 

B,  =  5j  cos  y-r,  B.,  =  y\      COà  y-r  cos  V,     .  .  . , 


il  vient 


(110) 


Â,=  -2B., 

A2  =  4B., +  n, 

A3  =— '8B3  — 2(»  — l)Bi, 


L    _  V  ,_  2)m_ï.  (»-m  +  2p)...(»-rn  +  r-M) 


Il 
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?ji        î?i 1 

la  sommation  s'étcndant  depuis p  =0  jusqu'à /3=  -^ou  — - —  suivant  que 

m  est  pair  ou  impair. 

En  renversant  les  relations  (116),  on  obtiendra  Bj,...,  B^,  en  fonction  des 
invariants  Al ,...,  A^^.j..  D'ailleurs  Bi,...,B,^sont  les  coefficients  d'une  équation 
du  degré  u.,  dont  cos  «i, ...,  cos  a.x  sont  les  racines. 

S'il  s'agit  d'un  espace  à2u  +  l  dimensions,  S  aura  la  forme  canpnique 
(115)  qui  a  pour  équation  caractéristique 

0  =  (s-  — 2scos  aj  +  1)  ...  (s-—  2scosa,,^+l)  (1  —s) 

=  [&H  +  k^zH-^  +  . . .  +  A,,.)  (1  -  s), 

les  coefficients  Aj,...,  Aj;^  étant  définis  par  les  relations  (116). 
En  comparant  cette  équation  à  l'équation  générale 


U  = 


=  /'(s)  =  —  s'^i^  +  1  +  C,s'-i;*  +  . . .  +  C^p 


on  aura  les  invariants  Ci,...,  C.,p  +  i  exprimés  par  les  relations 

C,  =  l— Al,  ...,C„j  =  A„i  — Am_i. 

Donc,  ici  encore,  les  invariants  s'exprimeront  en  fonction  de  Bj,..,,  B.|;^  et 
réciproquement. 

De  ce  qui  précède,  on  déduit  cette  conséquence  remarquable  : 

86.  TiiÉ0Ri!:.ME  III. — Si  deux  substitutions  orthogonales  S,  S' sont  trans- 
formables Vune  dans  l'antre  par  une  substitution  linéaire,  on  pourra  tou- 
jours opérer  cette  transformation  par  une  substitution  orthogonale. 

En  effet,  si  S'  est  transformable  en  S,  elle  aura  les  mômes  invariants  que 
S  ;  donc  les  quantités  cos  kj,  ...,  cos  a.^  seront  égales  aux  quantités  analogues 
cos  a',,  ...,  cosa'i  quc  contient  la  forme  canonique  de  S'.  Donc  S  et  S'  auront 
même  forme  canonique,  au  signe  prés  des  sinus  des  angles  «!,...,«„, 
a'j,...,  «'„.  Mais  on  peut  changer  <à  volonté  le  signe  de  sin«i,  par  exemple, 
car  il  suffit  de  changer  le  signe  d'une  des  deux  coordonnées  x^,  x^  ;  change- 
ment qui  reste  sans  influence  sur  l'orthogonalité  des  axes  coordoimés.  Donc 
S  et  S'  ont  même  forme  canonique,  et  l'on  passera  de  l'une  à  l'autre  par  la 
substitution  orthogonale  qui  sert  à  passer  des  coordonnées  rectangulaires 
z\,...,x^  aux  coordonnées  x\,  ...,x'n  également  rectangulaires,  pour  les 
quelles  S'  est  réduite  à  sa  forme  canonique. 

87.  Les  substitutions  S,  S'  seront  dites  semblables  ou  Inversement  sem- 
blables^ suivant  (pie  l;i  sul)>liluti()ii  orthogonab;  (pii  permet  de  transl'ormel' 
l'une  dans  l'aulie  a  pour  déterminant  4-1  ou  — 1. 

Il  est  intéressant  de  déterminer  à  quel  caractère  on  pourra  distinguer 
l'une  de  l'autre  ces  deux  sortes  de  similitude. 
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Supposons  d'abord  Ji^tip,  et  considérons  les  deux  expressions 


nK 


Cl,,  —  1 


«1.3:^ 


«■J:^^ 


(l.yi.i', 


,  /■(-!)- 


a.,.,i  . 


■  .     «1,2^1 

ao..5..  4-  1 


qui  toutes  deux  sont  des  invariants.  Leur  produit,  effectué  suivant  la  règle 
connue  delà  multiplication  des  déterminants,  et  simplifié  à  l'aide  des  équa- 
tions qui  définissent  l'orthogonalité,  se  réduira  à 


—  "ai  +  «I-  0 

«31   +   «13 


Ce  déterminant,  gauche,  symélrique,  et  de  degré  pair  est  un  carré  parfait, 
que  nous  pourrons  désigner  par  R-.  Comme  c'est  d'ailleurs  un  invariant,  la 
quantité  f\  ne  pourra  que  changer  de  signe  lorsqu'on  transformera  S  par 
une  substitution  orthogonale  quelconque. 

Or,  si  la  substitution  orthogonale  qui  change  S  en  S'  a  son  déterminant 
égal  à  H- 1,  elle  résultera  de  la  combinaison  successive  de  subs!ilutions 
infiniment  petites.  Transformant  successivement  S  par  ces  substitutions 
composantes,  on  ne  pourra  altérer  à  chaque  fois  R  que  d'une  quantité  infi- 
niment petite;  et  comme  R  doit  rester  invariable,  ou  changer  de  signe,  il 
restera  invariable.  On  aura  donc  R=R',Il'  étant  la  fonction  analogue  à  R 
formée  avec  les  coefficients  de  S'. 

Réciproqueme7it,  si  R  =  R',  la  substitution  qui  sert  à  passer  de  S  à  S'  aura 
pour  déterminant  -+- 1 .  En  effet,  soit  S"  ce  que  devient  S  en  y  changeant  le 
signe  de  l'une  des  variables  ;  la  fonction  R  sera  changée  en  R"=i  —  R  ;  et 
les  substitutions  orthogonales  par  lesquelles  on  passe  de  S  à  S"  ou  de  S"  à 
S'  auront  pour  déterminant — 1.  La  sulislitution  résultante,  qui  sert  à 
passer  de  S  à  S',  aura  donc  le  déterminant  H-  1. 

Soit  maintenant  n  =  2^  -\-i.  L'équation  f{s)  =  0  aura  une  racine  égale  à 
1  ;  et  l'on  pourra  trouver  une  fonction  des  variables  que  S  n'altère  pas.  Ses 
coefficients  seront  des  fonctions  rationnelles  dean,  ...,  «„„,  et  l'on  pourra, 
par  un  changement  d'indices  indépendants  qui  n'introduit  aucune  irra- 
tionnelle, mettre  S  sous  la  forme 


lu 


+  . . .  +  ti,2;M-;i. 


-1     .«■'iv.-t    1 


+    h:. 


et  la  quantité  '^t,  formée  avec  ^u,  ...,  b.r^,,,.commc  R  l'était  tout  à  l'heure 
avec  «11, ...,  a.,.„,.,,  indiquera  par  son  signe  celui  du  déterminant  de  la  sub- 
stitution qui  transforme  S'  en  S. 


Uii 


Lors(|iio  l;i  siihslilnlioii  S  est  mise  sons  sa  forme  canonique,  on  trouve 
immédiatement 

Rtr:  sill  a,  ...  sill  a;ji  . 

88.  La  détermination  des  invariants  B,,...,  R^  s'oljlient  d'une  manière 
plus  élégante  lorsque  la  rotation  S  est  infiniment  petite. 
Nous  avons  vu  que  S  sera  delà  forme  (107)  et  l'équation  en  s  sera 


/■(«) 


1  s       S].,  E,3        ... 

%        i-S       -.,,        ... 

£  ,  e-,      1  — s   ... 


=  0, 


avec  la  condition  spç  +  z^yp  ^0. 

Cette  équation,  développée  suivant  les  puissances  de  1  — s=t,  sera  de  la 
forme 

(H7)  <«  +  Sif«->+  ...  +  Sf<«-f  +  ...  =  0, 

So  désignant  la  somme  des  mineurs  dérivés  du  déterminant 

0     E,,  s.,    .  . 

£,,     0    e„-    .. 

^51     S32     0      .  . 


en  y  supprimante — p  colonnes  choisies  à  volonté,  et  les  lignes  de  môme 
rang.  Chacun  de  ces  mineurs  étant  un  déterminant  gauche  sera  nul  si  p  est 
impair,  un  carré  si  p  est  pair. 

D'autre  part,  S  étant  supposé  réduit  à  sa  forme  canonique,  on  aura,  si 

n  =  2a, 

f[s)  =  [s-  —  2s cos a,  +  1  )  . . .  (s^  —  2s CCS 0..^+  i). 

Celte  expression,  égalée  à  0,  donnera  pour  s  les  racines 

cosa, ±isin  «1, ...,  cosanit?  sinapt, 

les(iuellcs  se  réduiront  sensiblement,  «,, ...,  «„  étant  tiès-petits,  à 

li'équation  (117)  en  t  aura  donc  pour  racines  ±:  î«i,  ...,  ±zk,x,  et,  en  pre- 
nant—  t^  pour  inconnue,  l'équation  auiM  pour  racines  c/-^,  ...,  al.. 
Si  n  -—  2  a  + 1 ,  on  aura 

/•(s)  =  (s«  — 2.srosa,+1)  .  ..  (s-  — 2scosan+1)  (1  —s), 

l/(''(|uation  en  t  aura  um;  r.'icine  nulle,  que  l'on  suj)primera  ;  prenant 
ensuite  —  t!'  pour  inconnue,  on  aura  ici  encore  une  équation  du  degré  (j., 
délerminanl  a      ..,  '/'l. 


•     —  1C5  — 

89.  Cherchons  mninteiiant  à  simplifier  l'expression  d'un  mouvement 
quelconque,  défini  par  la  suhstilulion  (101).  On  prendra  d'abord  pour  axes 
coordonnés  ceux  qui  réduisent  à  sa  forme  canonique  la  substitution  sans 
termes  constants 

I  Xi  fluX,  -f  .  . .  +  «,„r„ 
I   ^11  ««i-^i  +  .  .  .  +  «„„x„ 

11  est  clair  que  la  substitution  y.  rapportée  à  ces  nouveaux  axes  sera  de  la 
forme 

2/i  -y-i  2/i  t'os  «1  +  2/i  siii  «1  +•  'S-, ,  —  y,  sin  aj  +  ij.,  cos  %.,  +  S.^ 

yî<K  -  1  >  2/î);a       Vi'K  -  1   C0S(Xn  +  7/.j.iC0S  a;x+  ^2  r^-  1,  —  ?/2jji  -  1  Slll  a.ji  +  ?/i;i.COS  a|ji+  ^o,^ 

si  11  =  2p,  et  de  la  forme 

?/i  '  ?/2  ?/i  COS  aj  +  ?/2  sin  a^  H-  ^, ,  —  j/j  sin  a,  +  y,  COS  «i  +  ^., 

y2^j.-l,  !Ji.j.     «/2a -1  cos  a,^  +  y.>;i  sin  a^.+  i52,^_i,  —  î/2,^__isina;i+  ?/2;iCOSa.i  +  (Î2,^ 

2/%  +  l  2/2,ji+l  +  ^2;^+l 

si  n=:  2  U.+  1. 

Mais  on  pourra  simplifier  encore  cette  expression  par  un  nouveau  chan- 
gement d'axes.  En  effet,  supposons  pour  fixer  les  idées  que  «i,...,  xp  ne 
soient  pas  nuls,  mais  que  «p  +  i, ...,  «.Je  soient. 

Posons  :si=  î/i  +  f/j,  z-2  =  y2  -+-  ^h  'i  "  remplacera  Zi,z.2  par 

Zi  C0Sa,+32  Sina'i  +/«!,  — 2j  sin  a,  +2^  COS  a,  +  /t.j, 

en  posant 

/îj=z^j  +  dj(l — cos  a,)  — rfaSina,, 
^5=  ^5  +  rf,  sin  a^  +  ^«{l  —  ces  a,), 

et  l'on  pourra  déterminer  d^,  d^  de  telle  sorte  que  /^,  et  h^  s'annulent,  le 
déterminant 


i  — COSa,         —  sin  a, 
sin  a^        1  —  cos  a, 


=  2  — 2  cos  a, 


étant  différent  de  zéro. 

On  fera  disparaître  de  même  par  un  changement  d'origine  les  constantes 

'^S'---»    ^2/5- 

D'autre  part,  s  remplace  les  variables  j/^p  +  i,  ...,?/„  par  ^âp  +  i  +  ^îp  +  u  •••> 
j/„H-5„  ;  elle  n'altérera  donc  pas  la  fonction 

»P  =  Xî^  1 J/-2  +  i  +  .  .  .  +  X„y,„ 
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si  l'on  a  la  condition 


>2,+  l'^Jo-*-! 


+  >A=o. 


Cette  condition  détermine  une  seule  des  quantités  ).  en  fonction  des  autres, 
qui  restent  arbitraires.  Les  fonctions  de  la  forme  M  que  ï  n'altère  pas, 
éi,^alées  à  zéro,  détermineront  donc  un  7i  —  2o — 1-plan  l'„_,p_i,  dans 
lequel  on  pourra  trouver  n  —  2p — 1  plans  rectangulaires  ^j^  +  i,.,.,  2„_i, 
le  n  —  2p-plan  y^p^i^=  ...T=y^  =  0  résultera  d'ailleurs  de  l'intersection 
de  ?„._,,:_  1  avec  un  dernier  plan  î„  perpendiculaire  aux  précédents.  Pre- 
nant ces  plans  pour  plans  coordonnés,  au  lieu  de  y.,p  +  i,...,  ?/„,  i  prendra 
la  forme 


fllS) 


^1  ces  Kj  +  :.,sin  a,,  — ^j  sni  «.j  +;.,cos  a. 


,j_j,;.^j  i^f—i  COSaj  +  îjjsniaj,  — r-jj. 

»f-i-ii"-)   vn  _  1   Sjç.-(_ ,,...,   Z-n  —  i 


.  iSinaj,4-ijjC0Saj 


Donc  le  mouvement  cherché  résultera  de  la  combinaison  d'un  mouve- 
ment de  rotation  autour  d'un  2o-plan,  joint  à  un  mouvement  de  translation 
le  long  d'un  axe  perpendiculaire.  Un  semblable  mouvement  peut  s'appeler 
hélicû'idal. 

D'ailleurs,  si  l'on  a  p  =  0,  le  mouvement  se  réduit  à  une  translation  ;  si 
n  — 2p=r  0  ou  n  —  2p>>0,  mais  rî  =  0,  il  se  réduit  à  une  rotation.  On  a 
donc  ce  théorème  : 

Tout  mouvement  est  une  rotation,  ou  une  translation,  ou  un  mouvement 
hélicouîal. 

90.  Dans  l'espace  à  2y. -hl  dimensions,  le  mouvement  hélicoïdal  est  la 
règle,  et  les  autres  sont  des  cas  particuliers  ;  car  ?i  —  2p  n'est  pas  nul  et  § 
diffère  en  général  de  zéro. 

Au  contraire,  dans  l'espace  à  2/.  dimensions,  on  a  en  général  a^,  ...,«.x 
différents  de  zéro,  et  l'on  aura  par  suite  )i — 2p  =  0,sauf  les  cas  parti- 
culiers. 

91.  Voici  enfin  deux  derniers  théorèmes,  qui  sont  la  généralisation  de 
ceux  qui  ont  servi  do  point  de  départ  à  M.  Chasles  dans  ses  belles  recherches 
sur  le  déplacement  des  solides. 

Sn|)posons  «j,  ...,ap,  S  infiniment  petits,  et  négligeons  les  carrés  de  ces 
quantités.  11  viendra,  pour  la  représentation  canonique  d'un  mouvement 
infiniment  netil 


(lut) 


z^  +  y.iZ.,,   —  a,i,  -l-j. 


^if— l)~2f 

2if— 1  +  afZjf, 

—  <X.fZ^o  — 

+  z, 

-4V-I-1,---,    Sn  — 1 

2ip-t-li--.,    2«- 

1 

«1. 

2„+'î 
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et  soiont  Ai:,, ...,  A!;,j  los  acrroissoiiKMits  des  coordonnées  du  point  i;,,  . ..,?„'• 
Le  plan  mené  par  ce  point  nornialeiniMil  au  déplacement  aura  pour  équation 

-  (-.?  -  ^2?)  «1^2?- 1  +  (2«  —  Q  ^ 

Cette  équation  étant  symétrique  par  rapport  à  'C^,  ...,  ç^  et  Zp  ...,  ?„,  on  a 
le  théorème  de  réciprocité  suivant  : 

Théorème. —  Si  le  plan  normal  av  déplacement  du  point  'C^,  ...,'C^  passe  par 
le  point  3i,  ...,  z,^,  le  plan  normal  du  déplacement  de  z^,  ...,  z^  passera  par 

?n  -••■>  ?«• 

92.  Si  ce  point  "Ci,...,  ?„  se  meut  dans  un  A-plan | 

(120)  Ai  =  ...  =  Âft=:0, 

les  plans  normaux  aux  déplacements  se  couperont  suivant  un  n — /.;-|-l- 
plan  conjugué  au  k-plan,  lequel  s'obtiendra  en  éliminant  k  des  quantités 
r^,  ...,  ■(„  de  l'équation  du  plan  normal  à  l'aide  des  équations  (120),  et  éga- 
lant à  zéro  les  coefficients  des  quantités  restantes. 
Nous    supposerons,   dans  ce   qui   va   suivre,  qu'on  a    k<^n  —  k-\-\, 

d'où/.<^^^.  2Â,  — l<n. 

93.  Théorème. — Si  les  deux  multiplans  conjugués  V^,  1*^-^  +  1  ne  sont 
pas  contenus  dans  un  même  plan,  le  mouvement  considéré  S  pourra  se  décom- 
poser en  deux  rotations  autour  de  ces  multiplans. 

En  effet,  soit  //  un  point  de  P«_a  +  i  situé  eu  dehors  de  P^t.  Par  ce  point 
et  par  P^  on  pourra  faire  passer  un  k — l-planPt_i.  Soit/;"  un  point  de 
Vn-h  +  i  non  contenu  dans  l\_i  ;  par  //'  et  P^-i,  on  fera  passer  un  k  —  2- 
plan  Pft_2,  etc.  On  arrivera  enfin  à  un  plan  P,  passant  par  P^  et  par  k — 1 
points  convenablement  choisis  dans  P„_t4-i. 

Cela  posé,  nous  prendrons  pour  plan  des  x^  le  plan  P,  ;  pour  plan  des  a^j, 
un  plan  mené  par  P,  perpendiculairement  à  P,  ;  ...  ;  pour  plan  des  .rj,  un 
plan  mejié  par  Pa  perpendiculairement  à  P^-i;  enfin,  si  2/t  —  \<in, 
n — 2^-  +  l  plans  rectangulaires  et  perpendiculaires  à  P-2jt_i, 

a;2i  =  0,...,.r,jr=0. 

Soient  respectivement 

y,  y,  y{h  1)  y{k—i] 

les  coordonnées  de  p',...,  /#~  ''.  Les  points  p',p",  ...,  ;y^~  ''étant  respecti- 
vement dans  les  multiplans  Pi,  .••,  ?k-u  on  aura 


— 

1()8  — 

r;  =  (i. 

Y"  —  y"  —  0 

'1             '2 

l)___^_>;(^-i 

(121] 


IVailleuis  //  n'est  pas  dans  P^,  p"  n'est  pas  dans  P3,  etc.  ;  donc  on  aura 

9i,  Cela  posé,  soit^j,...,  r„  un  point  quelconque  de  P„_)t  +  ,;  A!;p...,  AÇ„ 
les  changements  de  ces  coordonnées  par  suite  du  mouvement  considéré.  Le 
plan  normal  an  déplacement  sera 


(122) 


(.r,_r,)AÎ,  +  ...  +  (.r„-^„)A;,  =  0. 


Par  hypothèse,  il  doit  passer  par  le  multiplan  P^.  Donc  l'équation  (122) 
doit  être  satisfaite  identiquement  en  y  posant  .r,  :=  ...  =rj  =r  0,  ce  qui 
donne  les  conditions 


(125) 
(124) 


^^.^l=-  =  ^'^n  =  t>. 


Soit  d'ailleurs  ::i,  ...,::„  un  autre  point  de  P„_i  +  i;  la  distance  de  ce 
point  au  précédent  ne  doit  pas  être  altérée;  donc  on  aura 


(m 


(a:,  -A^,)+...+(:„-g(Aî„-Ag=0, 


OU,  en  tenant  compte  des  relations  (125)  et  (124)  et  dos  relations  analogues 
relatives  à  z^^, ...,  3„, 


(125) 


..A!:,4-^,A.,  +  ...+.At,  +  rAz-0 


L'équation  (125),  appliquée  au  point  7/ ~'  dont  toutes  les  coordonnées 
sont  nulles  sauf  la  dernière,  se  réduira  à 

95.  Soient  maintenant  Sp  ...,  st  des  quantités  très-petites  ;  considérons  la 
substitution 


a;, 

.T,  +  i^Xk 

■'■2 

■To  +  l^Xk 

•f/i 

—  ly\\  —  Sa'o  —   • 

..+.'rfc 

.'A  -t- 

1      'A  +  1 

laquelle  est  une  rotation  autour  de  P*.  Pour  que  S  se  décompose  en  deux 
rotations  autour  de  Pjt  et  autour  de  P„_k-vi,  il  est  évidemment  nécessaire 


—  IfiO  - 
et  suffisant  qu'il  en  soit  do  môme  de  81  =  8'.  D'ailleurs  S'  fera  subir  aux 
coordonnées  du  point  d,  ...,  'C.,^  les  variations  suivantes 

(126)  A-i^zAÏ,  +3iV   A-,  =  Ar,  +  3,î:,,..., 

(127)  A'!:^  =  A^,-s^-s,r,-..., 

et,  d'après  ces  formules,  il  est  clair  que  si  les  A  satisfont  comme  on  l'a  sup- 
posé aux  relations  (120),  (12i)  et  (l'25),  les  A'  satisferont  aux  relations 
toutes  semblables 

(129)  a-^^^=:...=a'î:„  =  0, 

(130)  !:,v^,  +  ...+!:,vq-o, 

(151)  .,a-,  +  ^a-.  +  ...  +  -,a'î:^  +  î:,a'^,=o. 

Si  maintenant  on  détermine  ces  arbitraires  t  par  les  relations 

A-=i  +^1^A-  — "'•••>'^'i_l     -t-'i-l-^i  — "' 

ce  qui  ne  peut  souffrir  de  difficulté,  si*~*'  n'étant  pas  nul,  on  aura 


(132) 


A'4^-^>  = 


■\% 


.{h  - 1) . 


On  a  d'ailleurs,  ^f"",  ...,  Kfll'  étant  nuls. 


(133) 


wyC.'-i; 


y{k  -  1) 


A'!:p''=A^[^-"  =  0. 


Donc  la  substitution  T  ne  déplacera  plus  le  point  jj'*^  ~''. 

96.  Remplaçons  maintenant,  dans  les  équations  (loO)  et  (131),  ?p  ...,Kk 
par  les  valeurs  particulières  ^'/ -'',...,  Cf -'' et  2i,...,^t  par  î;'/ -*',...,  Ç'/-'^ 
Elles  se  réduiront,  en  tenant  compte  des  relations  (l'2l)  et  (155),  à 

d'où  l'on  déduit,  l[^~^^  et  i;frf  n'étant  pas  nuls, 
^%f-'^  =  0,  A'î;fj;>=rO. 
Cela  posé,  considérons  les  substitutions 


T'  = 


a;., 


•c,  +  £'1  .l't  - 1 


.Tfc  _  i    —  £',.-C  —  i'^X.,  —  ...+Xh_i 
Xk  Xk 


—   170  — 

laqnolh^  ost  une  rotation  autour  de  P;,  ;  S'  sora  (lécomposa))lc  en  deux  rota- 
tions autour  (le  1\  ot  P„_i  +  i,  si  S'T'  =  S"  l'est. 

Les  variations  ((ue  S"  fait  subir  aux  coordonnées  de  ^j,  ...,^„  seront  repré- 
sentées par  les  fornuilcs 

et  il  est  clair  :  1°  que  les  à"  satisferont  aux  relations  ("129),  (loO),  (131); 
2"  qu'on  aura 

^//r*  - 1)  — ...  —  A«ç<*  -  ')  —  0,  ^"r,f  ~  ^'  =  ^"^f~P  =  0  ; 

0"  qu'on  pourra  déterminer  les  i  de  telle  sorte  que  les  autres  coordonnées 
dep'*~^'  ne  subissent  plus  aucun  changement. 

Continuant  ainsi,  on  arrivera  à  une  dernière  substitution 

s  =  STT'..., 

laquelle  ne  déplace  plus  aucun  des  points  ;/,  ...,p'^~  *). 

97.  Mais  la  substitution  :î  se  réduit  à  une  rotation  autour  de  P„  _i  4.  i-  Pour 
le  prouver,  il  suffit  de  montrer  qu'elle  laisse  invariables  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  ^j,  ...,  ^„  de  ce  multiplan.  Or  les  variations  A^i, ...,  AÇ„ 
qu'elle  fait  subir  à  ces  coordonnées  satisfont  aux  équations  (129),  (150)  et 
(loi).  Donc  Ih  +  u  •••»^n  "G  sont  pas  altérés  par  z.  Quant  aux  autres  coor- 
données, on  aura  les  équations  suivantes,  déduites  de  (loi)  en  y  rempla- 
çant successivement  z^,  ...,  2„  par  les  coordonnées  des  points  p',...,  jj'*~  *^ 
(que  2  ne  déplace  pas),  et  en  tenant  compte  des  équations  (121), 


k  -k' 

f'"-->A^ 

k  -  1        ■/,  -  1    '    "A  ^k 


e~-'^^r.    ^+^J-->Ar,.  =  l 


équations  d'où  l'on  déduit  successivement 

A-c^  =  (),...,A!;,  =  n. 

Ces  valeurs  substituées  dans  l'équation 
la  réduiront  à 

!:,A!:,=o. 

Donc  sic,  n'est  pas  nul,  on  aura  A'C,  =  0  et  notre  proposition  sera  dé- 
montrée. 
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Supposons,  au  contraire,  que  Z^  soit  nul.  Par  hypothèse,  P„_j  +  i  contient 
un  point  z^,...,ZJ^  qui  n'est  pas  contenu  dans  le  plan  v^  =0.  Donc  Sj  ne  sera 
pas  nul  :  d'ailleurs  on  aura,  par  ce  qui  précède,  Az^  =  ...  =àz^=0.  Donc 
l'équation (125), appliquée  auxdeux  points  'Ç^,  ...,  'C^  clz.^,...,z,^,  se  réduira  à 

il A^,  1=0,    (l'oil   A'^,:=:0, 

ce  qui  complète  la  démonstration. 

9(S.  Comme  application  particulière,  proposons-nous  de  résoudre  le  pro- 
blème de  la  composition  des  rotations  autour  d'un  [point  dans  l'espace  à 
quatre  dimensions. 

Si  l'on  pose  w=  4,  la  formule  (97)  qui  représente  une  rotation  inliiiinient 
petite  R  autour  de  l'origine  contiendra  six  paramètres  variables  z^^,  îj-,  tu^, 
^23»  '2i>  'r,i-  Cela  devait  être;  car  une  semblable  rotation  dépend  de  six  élé- 
ments :  1°  quatre  angles,  définissant  la  situation  de  ses  biplans  principaux  ; 
2"  les  amplitudes  a,  p  des  rotations  partielles  autour  de  ces  biplans. 

Cherchons  à  mettre  la  substitution  sous  une  forme  où  ces  deux  sortes 
d'éléments  soient  immédiatement  en  évidence. 

Soient  x  =  0,y  =Q,  z  =  0,  u=0  les  plans  coordonnés,  et  supposons 
que  l'un  B  dos  biplans  principaux  de  Pi  fasse  les  angles  ç>  et  -b  avec  le  biplan 
A  formé  des  deux  plans  x  =  0,  y  =  0.  On  pourra,  comme  nous  l'avons 
montré  (IV),  remplacer  x,  y,  z,  u  par  de  nouvelles  coordonnées  rectan- 
gulaires 

a;' =  a; ces),  -r  î/sin  X,  y'  =  —  a; sin  X  +  j/ ces  >., 
;.'=:  zcos  3  +î/  siup,  îi'=: — z  sin  5  +  «cosp, 

telles  que  les  biplans  A  et  B  soient   respectivement  représentés  par  les 
équations 

x'  =  0,  ij'=0 
et 

X  =:  x'  CCS  «p  +  s' sin  <?  =  0,     Y  =  y'  ces  '^  -f-  m' sin  <!>  =  0. 

Le  second  biplan  principal  de  R,  étant  perpendiculaire  à  B,  sera  l'intersec- 
tion des  deux  plans 

Z=: — a^sincp  ■+■  2'coso=::0,     U=: —  î/' sin  "^  +M'COS<{'  =  0. 

Cela  posé,  prenons  X,  Y,  Z,  U  pour  plans  coordonnés  ;  la  rotation  R 
prendra  sa  forme  canonique 

I  X,Y  XH-aY,  —  aX  +  Y  I 
I  Z,U  Z+  f^U,  -pz  +  u  I* 
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La  même  subslilulion,  rapportée  aux  coordonnées  x\  y' ,  z',  u' ,  prendra 
la  forme 

x'  x'  -+-  ai/  +  bu' 

y'  —  hx'  -\-  1/  +  cz' 

z'  —  cij'  +  :;'  +  du' 

u'  —  hx'  —  dz'  -+-  u' 


en  posant  pour  abréger 


(154) 


a  =  a  ces  cp  CCS  4*  +  P  sin  cp  sin  i|<, 
fc  =  —  a  cos«p  sin  <^  +  ^  sin  «p  ces  t}/, 
c  =  asincp  cosijj  — [■)  costp  sin4', 
rf  z=  a  sin  9  sin  ij*  +  P  cos  cp  cos  li  • 


Enfin  cette  même  substitution,  rapportée  aux  coordonnées  primitives 
X,  y,  z-,  u,  sera  de  la  forme 

X        a;  +  aij  +  ez  -\-  fu 

y  —  ax  -\-   y   +  gz  -\-  hu 

z  —  ex  —  (jy  +  z   +  du 

u  —  fx  —  ky  —  dz  -+-  u 


e,  f,  (j,  h  étant  déterminés  par  les  relations 

(155) 


e  =  —  b  sin  p  cos  X  —  c  cos  p  sin  X, 
/■  =  b  cos  0  cos  >.  —  c  sin  p  sin  >., 
g  ^=  —  b  sin).  sin  p  +  c  cos  X  cos  p, 
h  =z      fcsin  Xcosp  H- ccosx  sin  p 


99.  Posons  maintenant 

a+p=:2A„     a-p;=2fB, 
cp  —  tp=r-.  ?n,         cp-|-ij/:=n, 
X -(- p  =  p.,  X — p=:v. 

Les  formules  (154)  et  (155)  deviendront 

a  =  Â)  cos  711  +  5i  cos  n, 
b  =  J\d  sin  m  —  33  sin  n, 
c=  Jb  sin  m  -|-  53  sin  n, 
d  =:  jb  sin  m  —  .'B  cos  n, 
—  e  =  J\o  sin  m  sin  u.  +  55  sin  n  sin  v, 
fz=z  J[)  sin  m  cos  [a  —  53  sin  n  cos  v, 
g  =  J{)  sin  m  cos  [j.  —  53  sin  n  cos  v, 
/j  =  Jb  sin  m  sin  p.  —  53  sin  n  sinv. 
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100.  Considérons  maintenant  diverses  rotations  Rj,  R,, ...,  Ra  ;  et  soient 
'^j,^\i'>ni,  Ui,  y.,,  Vj,  tt;, ...,  //(  les  valeursdes paramètres -^,3J,?n,n,  pi,  v, «,..., 
h  pour  la  substitutions  Rj  ;  S\d,  ''^',  m,  n,  |^,  v,  a, ...,  h  leurs  valeurs  pour  la 
sulistitution  résultante  R. 

Les  quantités  a^,  ...,  h^, ...,  a^, ...,  //^  étant  supposées  infiniment  petites, 
on  aura  évidemment,  en  négligeant  les  termes  du  second  ordre, 

^      ^         +y  S^«'  +  -  S/^  +  "  2/'- 


R'  =  H^  ...  Ra  = 


(.=1,2,  ..,;c). 


On  aura  donc 
/ 


1  1 

jb  cos  m  =  ~{a-\-d)^  ^^^  (a,-  —  rf,-  )==  T]  JId r  cos  mr , 


(156) 


.lli  sin m  sin  u.  =  -  (/i  —  c)  ==  -  V  (/;,.  —  Cr]  =  Tj  •^^''  ^'"  '"r  ^''^  "•'■» 


[156) 


1  1 

jl)  sin  ??j  cos  ;a  =  g  (/■  +  g()  =  k  ^  (^''  +  î'''  '  =  ^  -'^  ''  ^^^^  "'f-  ^os  u-^ , 

S  cosn=^  {a—d)=  -^  (or  —  (/,■)  =2  fBr  cos  «r, 

1  i 

fB  sin  »  sin  v  =  —  -  (c  +  /«)  =  — jj^  (^''  +  ''»•)=  ^  fBrSinH,-sinvf, 

1  1 

33  sin  71C0S  v  =  -  ((y  — /■)  =  -^  (gf^  — /".■)  =  ^  ^^r  sin  ?ir  COSVr. 


De  ces  formules  résulte  cette  conséquence  remarquable  que  les  six  para- 
mètres JI3,  m,  ^,  iB,  n,  v  se  partagent  en  deux  groupes,  ^,  m,  u.  et  iB,  ?i,  v, 
de  telle  sorte  que  les  valeurs  des  paramètres  de  chaque  groupe  dans  la 
rotation  résultante  dépendent  exclusivement  des  valeurs  de  ces  mêmes  para- 
métres dans  les  substitutions  composantes. 

101.  La  loi  de  cette  dépendance  peut  d'ailleurs  se  représenter  géométri- 
quement d'une  manière  fort  simple.  Menons  dans  l'espace  ordinaire,  à  pailir 
de  l'origine  des  coordonnées,  une  droite  OA  de  longueur  ,fb,  ayant  l'angle 
P  pour  azimutli  et  l'angle  m  pour  co-latitude.  Menons  de  même  une  autre 
droite  OB  de  longueur  iB,  d'azimulh  v  et  de  co-latitude  n.  Le  système  de  ces 
deux  droiîes  donnera  une  image  géométrique  delà  rotation  R. 

Cela  posé,  les  équations  (156)  expriment  que  la  droite  OA  a  pour  pro- 
jections sur  ces  trois  axes  coordonnés  la  somme  des  projections  des  droites 
OAi,...,  Oi\k  relatives  aux  rotations  composantes  Rp  ...,  Ra.  De  même  les 
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équations  (137)  expriment  que  OB  a  pour  projections  la  somme  des  projec- 
tions de  OB,, ...,  OB,..  On  a  donc  ce  théorème  : 

Pour  obtenir  chacune  des  deux  droites  représentatives  de  la  résultante 
d'un  nombre  quelconque  de  rotations  concourantes^  il  suffira  de  composer, 
suivant  les  règles  de  la  statique,  les  correspondantes  qui  servent  à  représenter 
les  rotations  composantes. 


Sur  les  polaires  d'une  droite  relativement  aux  courbes  et  aux  surfaces  algé- 
briques ;  par  M.  Laguerre. 

(Sèîincc  du  2G  mai  1875) 

I 

1.  Je  m'appuierai,  dans  tout  ce  qui  suit,  sur  la  proposition  suivante  : 
Théorème  I.  —  Étant  données  un  nombre  quelconque  de  courbes  K,  K,'  K",... 
et  un  lieu  C  défini  par  la  condition  quil  y  existe  une  relation,  du  reste  arbi- 
traire, entre  les  directions  d'un  certain  nombre  des  tangentes  que  l'on  peut 
mener  aux  courbes  données  par  un  point  de  ce  lieu  ;  appelons  C^  le  lieu  que 
l'on  obtieiit  en  remplaçant,  dans  la  définition  de  la  courbe  C,  la  courbe  K  par 
les  points  de  contact  des  tangentes  qu'on  peut  lui  mener  par  un  point  M  du 
plan  :  cela  posé,  la  droite  polaire  du  point  M,  relativement  à  la  courbe  C,  se 
confond  avec  la  droite  polaire  du  même  point  relativement  à  la  courbe  Co(*). 
Démonstration.  —  Soient 

(1)  \]={a,b,c,...)  =  0,     U'=(rt',ft',c',  ...)  =  0,... 

les  équations  mixtes  des  courbes  K,  K',  ... ,  et  V  (a,  b,  ...;  a',  b' ,...)  =:0 
l'équation  cartésienne  de  la  courbe  C  ;  cherchons  d'abord  ce  que  devient 
cette  équation  quand  on  substitue  à  la  courbe  K  les  points  de  contact  des 
tangentes  menées  à  cette  courbe  par  un  point  ix,  y)  du  plan.^  Soit 
6)  =  ux  -h  vy  -\-wz  =  0  l'équation  d'une  droite  quelconque  ;  l'équation  mixte 
de  la  première  polaire  relativement  à  K  est  (F.  B.  N°  5) 

(2)  wU.j  —  l'U,  +  ton  =  0 , 

11=  (a, S,'/,  ...)  =  0  étant  l'équation  de  la  première  polaire  de  la  droite  de 
l'infini  ;  si  nous  éliminons  /  et  ^  entre  les  équations  (1)  et  (2),  nous  obtien- 
drons l'équation  cartésienne  des  tangentes  menées  à  K  aux  points  de  ren- 
contre de  cette  courbe  avec  la  droite  doimée  ;  si  ensuite,  en  faisant  pour 
al)r'('';,f('r  X  ';  -  .r,  Y-=  o  — //,  et  en  ('(tusidriant  ?,  et  r>  conmn'  les  (uiordon- 
nées  courantes,   nous  remplaçons  respeclivenient  dans  l'équation    ainsi 

C)  J'emploie  ici  les  nolalioiis  de  mon  M('moirc  sur  Vappticulion  des  fuîmes  binaires  à 
la  géométrie  [Journ.  de  Malk.,  ."'^  série,  l.  IJ. 
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obtenue  m,  v  et  w  par  p.',  —  ),'  et  '/V  —  v/X,  nous  aurons  l'équation-  mixte  des 
points  de  contact  des  tanj^ciites  menées  du  point  {.x,y)  à  la  courbe  K. 
Faisant  d'abord  la  substilulion  indiquée  dans  l'équation  (2),  il  vient 

«'  '.-|+„,-|  +  „(>/ï_,.X)n(.,„,)  =  (,, 

et  c'est  entre  cette  équation  et  l'équation  (1)  que  nous  devons  éliminer 
A  et  fj.  ;  connue  nous  avons  à  déterminer  la  droite  polaire  du  point  (?,  o)  rela- 
tivement à  Cq,  j'observe  d'abord  que  l'on  peut  négliger  les  puissances  deX 
et  de  Y  supérieures  à  la  première.  L'é  piation  mixte  des  points  de  contact 
devient  alors  simplement,  en  supprimant  les  accents, 

(3)  U(x,a)  +  «(/-Y  —  'A)  rH>.,y.)  =  0, 

ou  encore 

{a,b,c)-\-  [ny.\,  {n  -  l)  [^A —  y.\,{n—'I)  ^Y  —  ^2^.\, ...]. 

Il  résulte  de  là  que  l'équation  de  la  courbe  Cy  s'obtiendra  (en  négligeant 
toujours  les  puissances  de  X  et  de  Y  supérieures  à  la  première)  en  y 
remplaçant  respectivement  a,  b,  c,  ...  par  a-t-?i(zY,  b-{-{n  —  i)  fi\ — aX, 
c  +  (w — 2)  7 Y — 2SX,  ...,  et  en  substituant  aux  lettres  x  et  y  les  lettres  i,v 
dans  les  polynômes  a',b',...,a",b", ...,  .... 

Désignant,   pour  un    instant,    les  résultats   de  cette    substitution  par 
A',  B',  ...,  A",B",  ...,  ...,  l'équation  de  la  courbe  C„  sera 

Vj  =  Y(rt  +  nxY,  ...;  .\',B', ...;  A",B",  ...)  =  0, 
et  l'équation  de  la  droite  polaire  du  point  [x,  y)  relativement  à  Co 

les  lettres  H  et  c  étant  de  nouveau  remplacées  par  les  lettres  x  et  y  dans  les 
dérivées  partielles. 
Un  a  évidemment 

(/Ç  y  "      "" db       ^^'  dx      •■■  "^  da'  dx  "+"•••+  da"  dx  "^  "•" 

ou,  en  vertu  de  formules  que  j'ai   données  dans  le  mémoire  déjà  cité 

(F.  B.N«4). 

(/V,  \  _  (IV  f/rt       JV  dl   ^  dV  da'  r/V  da^  ^  JV 

'dï)  ~  da  dx  '    db  ~dx'^  '"  ^  da'  dx  +  ' •  '  "'^  da"  dx         "  '    dx     ■ 


On  demontreiait  de  même  que  ( -i— I  =-r 


dS    ,  /r/VA       rfV 
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La  prop.ositioii  o«t  donc  coinplélcmenl  établie. 

Uemauqce.  —  Dans  la  définition  de  la  courbe  Cq,  on  voit  que  la  courbe  K 
a  été  remplacée  par  un  système  de  points;  il  est  clair  cpn;  l'on  pourrait 
faire  de  même  pour  chacune  des  autres  courbes  K',  K", ...,  et  même  pour 
toutes  ces  courbes. 

2.  La  proposition  précédente  permet  de  résoudre  dans  un  grand  nombre 
de  cas  intéressants  le  problème  suivant  qui  comprend,  en  particulier,  le 
problème  de  la  construction  de  la  tangente  : 

Ltaut  donnée  wie  courbe,  construire  la  droite  polaire  d'un  point  du  plan 
relativement  à  cette  courbe. 

Ainsi,  la  podaire  d'une  courbe  K  étant  le  lieu  des  points  d'où  l'on  voit 
sous  un  angle  droit  cette  courbe  et  un  point  iixe  P,  on  a  immédiatement  la 
proposition  suivante  : 

Étant  donnée  la  podaire  G  d'un  point  P  relativement  à  une  courbe  K,  la 
polaire  (*)  d'un  point  M  du  plan  relativement  à  la  podaire  est  la  polaire  du 
même  point  relativement  aux  divers  cercles  ayant  pour  diamètres  les  droites 
qui  joignent  le  point  P  aux  points  de  contact  des  tangentes  menées  du  point 
M  à  la  courbe  K . 

Semblablement,  une  spirique  A  étant  le  lieu  des  points  d'où  l'on  voit 
sous  un  angle  donné  a  une  conique  B,  on  peut  énoncer  ce  Ihéoréme  : 

La  polaire  d'un  point  M  relativement  à  la  spirique  A  est  la  polaire  de  ce 
même  point  relativement  aux  deux  cercles  capables  de  l'angle  donné  et  ayant 
pour  corde  commune  la  droite  qui  joint  les  points  de  contact  des  tangentes 
menées  de  M  à  la  conique  B. 

5.  Les  conséquences  les  plus  importantes  du  théorème  I  sont  contenues 
dans  les  propositions  suivantes  que  j'ai  déjà  données  dans  une  note  Sur 
quelques  propriétés  des  courbes  algébriques  (**). 

Théorème  II.  —  Étant  données  deux  courbes  quelconques  K"^et  K",  de  classe 
respectivement  égale  à  m  et  à  n,  la  polaire  d'un  point  quelconque  M,  relative- 
ment aux  nin  tangentes  communes  à  ces  courbes,  est  la  polaire  du  même 
point  relativement  aux  mn  droites  qui  joigneiit  les  points  de  contact  des  tan- 
gentes menées  de  M  à  K'"  aux  points  de  contact  des  tangentes  menées  du  même 
point  à  K". 

Théorème  111  (corrélatif  du  précédent).  —  É,lant  données  deux  courbes 
quelconques  C"  et  G",  d'ordre  respectivement  égal  à  m  et  à  n,  le  pôle  d'une 
droite  quelconque,  7'elativement  aux  mn  points  d'intersection  de  ces  courbes, 
est  le  pôle  de  la  même  droite  relativement  aux  mn  points  d'intersection  des 
tangentes  menées  à  G"'  aux  points  oii  cette  courbe  rencontre  la  droite  avec  les 
tangentes  menées  à  G"  en  ses  points  de  rencontre  avec  la  droite. 

(")  Ici,  comme  dans  la  suilc  de  ceUo  note,  j'appelle  simplement  polaire  d'un  point  la 
droite  pulnirc  de  ce  point. 

(")  Comptes  rendus  de  VAcad.  des  sr.  (mai  tSTô). 
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Théorème  IV.  —  La  polaire  d'un  point  quelconque  relativement  à  une  courhe 

de  n^'"'"  classe  est  la  polaire  du  même  point  relativement  aux ^ — -  droites 

qui  joignent  deux  à  deux  les  points  de  contact  des  tangentes  que  Von  peut 
mener  du  point  à  la  courbe. 

Remarque.  —  Si  la  courbe  a  des  tangentes  d'inflexion  et  des  tangentes 
doubles,  ces  droites  doivent  être  considérées  comme  faisant  partie  de  celte 
courbe,  en  comptant  deux  fuis  cluKjue  tangente  double,  et  trois  fois  chaque 
tangente  d'inflexion. 

Théorème  V  (corrélatif  du  précédent).  —  Le  pôle  d'une  droite  quelconque 

relativement  à  une  courbe  du  n'^'""  ordre  est  le  pôle  de  la  même  droite  relative- 

n  (n —  1) 
ment  aux         — -  points  d'intersection  des  tangentes  menées  à  la  courbe 

aux  points  où.  elle  est  rencontrée  par  la  droite. 

Remarque.  —  Si  la  courbe  a  des  points  doubles  et  des  points  de  rebrous- 
sement,  ces  points  doivent  être  considérés  comme  faisant  partie  de  cette 
courbe,  en  comptant  deux  fois  chaque  point  double  et  trois  fois  chaque 
point  de  rebroussement. 

II 

4.  Considérons  une  courbe  gauche  quelconque  K  et  une  droite  de  l'espace 
A;  par  cette  droite,  menons  un  plan  quelconque  et  prenons  le  pôle  de  la 
droite  relativement  aux  points  d'intersection  du  plan  et  de  la  courbe  ;  lors- 
que le  plan  tourne  autour  de  la  droite,  le  lieu  du  pôle  est  une  droite  que 
j'appellerai  la  polaire  de  A  relativement  à  la  courbe  gauche  et  que  je 
désignerai  par  la  notation  A(K). 

Poncelet  a  donné  de  belles  propriétés  de  ces  polaires  (*)  ;  on  voit  immé- 
diatement, par  exemple,  que  la  polaire  d'une  droite  relativement  à  une 
courbe  gauche  est  la  polaire  de  cette  droite  relativement  aux  tangentes 
menées  à  cette  courbe  aux  points  où  elle  est  coupée  par  un  plan  quelconque 
mené  par  la  droite.  Je  ne  crois  pas  que,  jusqu'ici,  on  ait  indiqué  comment 
on  peut  déterminer  la  polaire  d'une  droite  relativement  à  une  courbe, 
lorsqu'au  lieu  de  donner  cette  courbe  on  la  définit  comme  l'intersection  de 
deux  surfaces.  Je  m'occuperai  simplement  ici  du  cas  où  la  courbe  est  l'in- 
tersection complète  de  deux  surfaces,  les  autres  cas  se  ramenant  évidem- 
ment à  celui-là. 

Du  théorème  III  on  déduit  immédiatement  la  proposition  suivante  : 

Théorème  VI.  —  Une  courbe  gauche  étant  l'intersection  complète  de  deux 

(*)  Propriétés  projeclives  des  figures.  Section  IV.  Poncelet,  au  lieu  du  mot  polaire,  em- 
ploie l'expression  d'axe  des  moyennes  harmoniques. 

m  12 
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surfaces  S  et  S',  la  polaire  d'une  droite  relativement  à  cette  courbe  est  la 
polaire  de  cette  même  droite  relativement  aux  diverses  droites  d'intersection 
des  plans  menés  tangentiellement  à  S  aux  points  où  cette  surface  rencontre 
la  droite  avec  les  plans  menés  tangentiellement  à  S'  aux  points  oii  la  droite 
coupe  cette  surface. 

5.  Considérons  une  surface  quelconque  2  et  une  droite  de  l'espace  A;  par 
cette  droite  menons  un  plan  quelconque  et  prenons  le  pôle  de  la  droite 
relativement  à  la  courbe  d'intersection  de  la  surface  et  du  plan  (la  courbe 
étant  considérée  comme  étant  d'une  classe  donnée)  ;  lorsque  le  plan  tourne 
autour  de  la  droite,  le  pôle  décrit  une  droite  que  j'appellerai  la  polaire  de  A, 
relativement  à  la  surface  et  que  je  représenterai  par  la  notation  A(2). 

Cette  polaire  peut  être  évidemment  encore  définie  comme  l'enveloppe 
des  plans  polaires  des  différents  points  de  A  relativement  aux  cônes  cir- 
conscrits à  1  et  ayant  ces  points  pour  sommets  (ces  cônes  étant  considérés 
comme  d'un  ordre  donné). 

Par  suite,  si  la  surface  e  ne  comporte  aucune  singularité  relativement  à 
son  ordre,  c'est-à-dire  n'a  ni  ligne  double  ni  ligne  de  rebroussement,  on 
déduit  immédiatement  du  théorème  V  la  proposition  suivante  : 

Théorème  Ml.  —  Si  une  surface  du  n''"""  ordre  na  aucune  singularité,  la 

polaire  d'une  droite  relativement  à  cette  surface  est  la  polaire  de  cette  droite 

nin  —  4) 
relativement  aux   ■       — -  drodes  suivant  lesquelles  se  coupent  les  plans  qui 

touchent  la  surface  aux  points  où  elle  rencontre  la  droite. 

De  même,  si  la  surface  2  ne  comporte  aucune  singularité  relativement  à 
sa  classe,  le  théorème  IV  donne  la  proposition  suivante  corrélative  de  la 
précédente  : 

Théorème  Vlll.  — Si  une  surface  de n^^^ classe  na  aucune  singularité.,  la 
polaire  d'une  droite  relativement  à  cette  surface  est  la  polaire  de  la  droite 

relativement  aux  droites  qui  joignent  deux  à  deux  les  points  de 

contact  des  plans  tangents  que  Von  peut  mener  à  la  surface  par  la  droite 
donnée. 

6.  Kn  particulier,  si  l'on  considère  une  surface  développable  G  ayant 
pour  arête  de  rebroussement  une  courbe  gauche  K  et  un  point  quelconque 
M  de  la  droite  A,  le  plan  polaire  de  M,  relativement  à  l'ensemble  des  plans 
osculateurs  de  la  courbe  qui  passent  par  ce  point,  enveloppe,  quand  le  point 
M  se  déplace  sur  la  droite,  la  polaire  de  cette  droite  relativement  à  G. 

Si  la  dév(îloppal)le  G  est  définie  au  moyen  de  deux  surfaces  inscrites  S  et 
S',  on  a  le  théorème  suivant  corrélatif  du  théorème  Vl  : 

Théorème  IX.  —  Une  surface  développable  G  éta^it  la  développable  complète 
circonscrite  à  deux  surfaces  S  et  S',  la  polaire  d'une  droite  relativement  à 
cette  développable  est  la  polaire  de  cette  droite  relativement  aux  droites  qui 
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joignent  chacun  des  points  de  contact  des  plans  menés  par  la  droite  tanqen- 
tiellement  à  S  à  chacun  des  points  de  contact  des  plans  menés  par  la  même 
droite  tangentiellement  à  S'. 

7.  En  particulier,  considérons  une  suite  de  surfaces  homofocales  du 
second  ordre  (i)  inscrite  dans  la  développable  isotrope  r. 

Soient  s  et  i'  deux  quelconques  de  ces  surfaces;  d'une  droite  A  on  peut 
leur  mener  quatre  plans  tangents,  les  droites  qui  joignent  les  points  de 
contact  sur  l'une  des  surfaces  avec  les  points  de  contact  sur  l'autre  for- 
ment un  quadrilatère  gauche  Q. 

De  ce  qui  précède,  il  résulte  que  : 

La  polaire  de  la  droite  A  par  rapport  au  quadrilatère  Q  (*)  est  la  même, 
quelles  que  soient  les  deux  surfaces  homofocales  considérées,  et  se  confond  avec 
la  polaire  de  cette  même  droite  relativem'ent  à  la  développable  isotrope 
circonscrite. 

En  particulier,  si  la  surface  i!  se  réduit  à  l'ombilicale,  la  polaire  de  A  se 
réduit  à  la  polaire  de  cette  droite  relativement  aux  normales  que  l'on  peut 
mener  à  s  aux  deux  points  où  cette  surface  est  touchée  par  les  plans  tan- 
gents qu'on  peut  lui  mener  par  ^.  D'où  cette  conséquence  : 

Étant  donné  un  système  de  surfaces  homofocales  du  second  ordre  (i)  et  une 
droite  fixe  A,  si  par  A  on  mène  les  plans  tangents  à  uue  surface  quelconque  ^ 
du  système  et  si  Von  prend  la  polaire  de  A  relativement  aux  normales  quon 
peut  mènera  s  aux  deux  points  de  contact,  la  polaire  de  A  relativement  à  ces 
normales  est  la  même  quelle  que  soit  la  surface  du  système  que  Von  considère 
et  elle  se  confond  avec  la  polaire  relativement  à  la  développable  isotrope  cir- 
conscrite au  système  ("). 


m 

8.  Les  deux  théorèmes  généraux  YII  et  VIII  s'appliquent,  avec  quelques 
modifications,  à  toute  surface  donnée,  en  sorte  qu'ils  fournissent  en  réalité 
deux  moyens  distincts  de  construire  la  polaire  d'une  droite  donnée  relati- 
vement à  cette  surface.  Il  serait  facile  d'énoncer  à  ce  sujet  les  propositions 
générales,  mais  je  crois  inulile  de  le  faire  et  je  me  contenterai  d'énoncer 
les  résultats  relatifs  à  deux  surfaces  particulières  des  plus  simples. 

{*)  Ce  quadrilatère  Q  jouit  encore  de  plusieurs  autres  propriétés  intéressantes;  ainsi  la 
somme  de  deux  de  ses  calés  conligus  est  égale  à  In  somme  des  deux  autres.  (Mémoire  sur 
l'emploi  des  imaginaires  dans  la  géométrie  de  l'espace,  Nouv.  Ann.  de  Math.,  1872.) 

(**)  Cette  proposition  s'étend  évidemment  à  un  système  de  surfaces  homofocales  quelcon- 
ques; on  peut  la  considérer  comme  l'extension  à  l'espace  de  ce  théorème  que  j'ai  donné 
depuis  longtemps  : 

Le  centre  harmonique  d'un  point,  par  rapport  aux  points  de  contact  des  tangenta 
qu'on  peut  mener  de  ce  point  à  une  courbe  de  n^"^^  classe,  est  le  centre  harmonique  du 
même  point  relativement  aux  n  foyers  de  la  courbe. 
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Considérons,  en  prcmiei'  lieu,  une  cubique  gauche  K  cl  la  développabledu 
4^'"*  ordre  G  dont  elle  est  l'arête  de  rebroussement;  soient  A(K)  et  A  [G)  les 
polaires  d'une  même  droite  A  relativement  à  la  courbe  gauche  et  à  la  déve- 
loppable  (Cfi.  N°  4  et  N«  6). 

Si,. d'un  point  quelconque  M  de  la  droite  A,  on  mène  le  cône  contenant 
la  courbe  K,  ce  cône  est  du  5*^'"^  degré  et  de  la  4^'"'^  classe;  il  a  trois  plans 
d'inflexion,  qui  sont  les  plans  osculateurs  que  l'on  peut  mener  à  K  par  le 
point  M.  Le  plan  polaii'e  de  M  relativement  à  ce  cône  contient  la  polaire 
A(K)  ;  du  tliéorème  IV  et  des  considérations  ci-dessus  développées  (N*^  C) 
résulte  la  proposition  suivante  : 

TiiKORÈME  X.  —  E)i  dési(jnant  par  t  Vensemhle  des  6  droites  qui  joignent 
deux  à  deux  les  4  points  de  la  courbe  K,  dont  les  tangentes  s' appuient  sur  A, 
on  a  la  relation  * 

2a(<)  =  a{K)  +  5a(G). 

9.  Concevons  maintenant  que,  par  la  droite  A,  on  mène  un  plan  quelcon- 
que; il  coupe  la  surface  G  suivant  une  courbe  du  4'^'"*  ordre  et  de  la  5^'"^  classe 
ayant  pour  point  de  rebroussement  ses  trois  points  de  rebroussement  sur 
K.  Le  pôle  de  A  relativement  à  cette  courbe  est  sur  A  (G)  ;  du  théorème  "V 
résulte  la  proposition  suivante  : 

Théorème  XI.  — En  désignant  par  T  l'ensemble  des  6  droites  suivant  les- 
quelles se  coupent  les  plans  osculateurs  menés  aux  points  de  K,  dont  les  tan- 
gentes s'appuient  sur  A,  on  a 

['■2^{'ï)=^{G)+ô^{K). 

Remarque.  — On  déduit  de  là 

4a(G)  =  5aU)  — A(T) 
et 

4A(h)=3A(T)  — A(<); 

on  voit  que  les  j)0laires  d'une  droite  relativement  à  K  et  à  G  sont  déter- 
minées quand  on  connaît  les  quatre  tangentes  à  la  courbe  qui  la  rencon- 
trent. Par  suite  : 

Deux  droites  A  et  A',  conjuguées  par  rapport  à  la  cubique  gauche  K  07it 
mêmes  polaires  relativement  à  cette  cubique,  et  relativement  à  la  dévelop- 
pable  dont  elle  est  rareté  de  rebroussement. 

Ces  deux  polaires  sont  également  conjuguées  par  rapport  à  la  cubique. 

10.  Considérons  en  second  lieu  une  surface  réglée  S  du  3^""^  oidre  (et  par 
con.sécjuent  de  Tf'"^  classe)  ;  ai)peluns  1)  la  dii'ectrico  double  de  celte  surface 
cl  D' la  seconde  dii'ectrice  re(;tiligne  ;  on  sait  que  tout  plan  passant  par  D' 
Cil  doublement  tangent  ù  la  surface. 
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Gela  posé,  soient  A  une  droite  quelconque  de  l'espace  et  A(S)  sa  polaire 
relativement  à  S  ;  si  l'on  mène  par  a  un  plan  quelconque,  il  coupe  S  sui- 
vant une  courbe  du  5^"**  ordre  et  de  la  4^'"^  classe,  ayant  pour  point  double 
le  point  de  rencontre  de  ce  plan  avec  D.  Du  tbéorènie  IV,  on  déduit  la  pro- 
position suivante  : 

Théorème  XI 1.  —  En  désignant  par  t  le  triangle  formé  par  les  points  de 
contact  des  plans  tangents  que  l'on  peut  mener  à  S  par  la  droite  A,  on  a 

2a(<)  =  a(S)  +  2a(D). 

\  1.  Prenons  maintenant  un  point  quelconque  M  sur  la  droite  A  et  imaginons 
le  cône  cn^conscrit  à  la  surface  et  ayant  ce  point  pour  sommet;  ce  cône  est 
de  la  5^"'^  classe  et  du  4^'"«  ordre,  il  a  pour  plan  double  le  plan  mené  par 
le  point  M  et  par  la  droite  D'. 

Du  théorème  V  résulte  donc  la  proposition  suivante  : 

Théorème  XIll.  —  En  désignant  par  T  les  arêtes  du  trièdre  formé  par  les 
plans  menés  tangentiellement  à  S  en  ses  points  de  rencontre  avec  A,  on  a 

2a(T)  =  A(S)  +  2a(D'). 

Des  deux  relations  précédentes,  on  déduit 

A(T)  +  A(D)=A(/)-f  A(D'), 

identité  sur  laquelle  je  reviendrai  plus  tard. 
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